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ZF 集合論での順序数の積空間における正規性

筑波大学大学院数理物質科学研究科 平田 康史 (Yasushi Hirata)

Graduate School of Pure and Applied Science, University of Tsukuba

概要

ZFC の下では, $\omega_{1}$ の部分空間 $A,$ $B$ で, その積 $A\mathrm{x}B$ が正規でない
ようなものが存在することが知られている. このことが, 選択公理の無い
集合論 $\mathrm{Z}\mathrm{F}$ においても成り立つかどうかを考察する.

本文中, 「正規」 は位相空間の正規性 (disjoint な閉集合の対が開集合で分

離されること) を, 「正則」 は基数の正則性 (すなわち $\kappa=\mathrm{c}\mathrm{f}\kappa\geq\omega$ ) をあら
わすものとする.

1 はじめに

選択公理 (AC) を含む集合論の公理系 ZFC において, 順序数の部分空間の

有限積が正規になるための条件は, stationary の概念を用いて特徴付けること
ができる. 最小の非可算順序数 $\omega_{1}$ の 2つの部分空間の積については, 次のよ
うになる.

Theorem KOT (Kemoto, Oht $\mathrm{a}$ , Tamano [3]) [ZFC]
$A,$ $B\subseteq\omega_{1}$ について, 以下は同値である.

(a) $A\cross B$ は正規でない.

(b) $A$ と $B$ は $\omega_{1}$ {こおいて stabonary であるが $A\cap B$ は stationary では
$tf^{1_{\sqrt}\mathrm{a}}$ .

また, ZFC の下では, $\kappa$ が正則非可算基数ならば, $\kappa$ 個の $\kappa$ の stationary set
からなる pairwise disjoint な族がとれることがよく知られている (Ulam). こ

れらの事実から, 次の Corollary が直ちに導かれる.

COROLLARY 1. [ZFC] $A\cross B$ が正規てないような $A,$ $B\subseteq\omega_{1}$ がある.

これらのことがらが導かれるのに選択公理がどのくらい本質的であるかを
調べたい.

PROBLEM 1. $\mathrm{Z}\mathrm{F}$ の下で, $A\cross B$ が正規でないような $A,$ $B\subseteq\omega_{1}$ の存在が

導かれるか ?

以下, 特に断らない場合は, 選択公理 (AC) を仮定しない集合論の公理系
$\mathrm{Z}\mathrm{F}$ て考えるものとする.
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section 2 では, Corollary 1 と同様の方法で正規でない $A\cross B$ を作るため

にはどのような条件があればよいかを, 選択公理を仮定しない立場で述べ, ’1
が正則でない場合や, 決定可能性公理が成り立つ場合は, その条件にあてはま
らないことを説明する.

COROLLARY 2. [ZF]

. $\omega_{1}$ が正則 (すなわち $\mathrm{c}\mathrm{f}\omega_{1}=\omega_{\mathit{1}}$ ) で,

$\mathrm{o}\text{そ}(D$ club filter $p_{\grave{\grave{1}}}$ ultrafilter $- \mathrm{p}\prime f\vee$ ’

ならば, $A\cross B$ が正規でないような $A_{?}B\subseteq\omega_{1}$ が存在する.

ここで, $\omega_{1}$ が正貝りなときは) $\omega_{1}$ の club filter が ultrafilter であることと,
Theorem KOT の条件 (b) を満たす $A,$ $B\subseteq\omega_{1}$ が存在しないこととは同値で
ある.

section 3 では, $\omega_{1}$ のある部分空間 $E$ を定義し, 次の Lemma を示す

Main Lemma [ZF] 以下は同値である.

(i) 全単射 f。: $\omegaarrow\alpha$ の列 $\langle f_{\alpha}|\omega\leq\alpha<\omega_{1}\rangle$ が存在する.

(ii) $\omega_{1}$ は正則で, すべての $A_{7}B\underline{\subseteq}\omega_{1}$ に対して, Theorem KOT における
$(\mathrm{a})arrow(\mathrm{b})$ が成り立つ.

(iii) $E\cross E$ は正規.

$t[Z]$( $\mathrm{i}\mathrm{v}\grave{)}\omega_{1}$ $=\omega_{1}$ となる $Z\subseteq\omega_{1}$ がある.

Corollary 2 と Main Lemma から, 次の定理が得られる.

Main Theorem [ZF] 次の条件 (I) と (II) は同値である.

(I) 任意の $A,$ $B\subseteq\omega_{1}$ について $A\cross B$ は正規.

(II) (i) 全単射 $f_{\alpha}$ : $\omega-\alpha$ の列 $\langle f_{\alpha}|\omega\leq\alpha<\omega_{1}\rangle$ が存在し, かっ

(ii) $\omega_{1}(D$ club filter $t\mathrm{h}$ ultrafilter.

蛇足ながら, (II) の (i) は $\omega_{1}$ の正則性を導くことを指摘しておく

Proof. (I) を仮定する. Main Lemma (iii) が成り立っので, Main Lemma (i)
$=\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}$ Theorem $(\mathrm{I}\mathrm{I})(\mathrm{i})$ も成り立つ. Main Lemma (ii) より $\omega_{1}$ は正則であ

るが, 仮定 (I) と Corollary 2 より, $\omega_{1}$ の club filter は ultrafilter でな {yれは

ならない.

今度は (II) を仮定する. Main Lemma (i) が成り立っのて, Main Lemma
(ii) も成り立つ. Theorem KOT の条件 (b) を満たす $A,$ $B\subseteq\omega_{1}$ が存在しな

いので, (I) が成り立つ. 口



54

このことから, Problem 1 は, 上の (II) の $(\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i})$ を両立するモデルが存在
するか ? という集合論的な間に帰着される.

section 4 では, Main Theorem の条件 (II) から $\omega_{1}$ の club fflter が可算完
備でないことを示す. 決定可能性公理の下では $\omega_{1}$ の club fflter は可算完備な
ultrafilter Iこなることが知られているので, 次の Corollary が得られる.

COROLLARY 3. [ZF] $\omega_{1}$ が正則でないか, あるいは, 決定可能性公理が成
り立つならば, ( $E\subseteq\omega_{1}$ だが) $E\cross E$ は正規でない.

section 5 では, 順序数の積, 順序数の部分空間の積, 順序数の積の部分空間
のそれぞれについて, 正規でないものが作れる順序数の最小値を求める、

2 選択公理の無いところでの club fflter
順序数やその cofinality, あるいは全順序位相などは選択公理を使わずに定

義できる. また, 正則非可算基数の club set の概念も選択公理を使ゎすに定義
され, ある程度の基本的な性質は導くことができる.

FACT 4. [ZF] $\kappa$ を正則非可算基数とする.

($\mathit{1}\grave{)}f$ : $\kappaarrow\kappa$ ならば, $C(f)=\{\alpha<\kappa : f"\alpha\subseteq\alpha\}$ は $rt$ の club set である.

( $\dot{v}\mathit{2}\grave{)}t_{\acute{\mathrm{t}}}$ の c $lub$ set からなる長さ $\mu<\kappa$ の列 $\langle C_{\xi}|\xi<\mu\rangle$ {こつぃて, $\bigcap_{\xi<\mu}C\xi$

は club set である.

(
$/\mathit{3}\grave{)}\kappa$ の c $lub$ set からなる長さ $\kappa$ の夕 $\mathrm{I}$」 $\langle C_{\xi}’|\xi<\kappa\rangle$ {こつぃて, $\triangle\epsilon<\kappa C\xi=$

$\{\sigma_{-}<\kappa : \alpha\in\bigcap_{\xi<0}C_{\xi}\}$ は club set である.

(2) より, $\kappa$ の club fflter は選択公理を使わずに定義できる. ここで, 上の
(2), (3) においては, $\langle C\xi|\xi<\mu\rangle$ があらかじめ club set のタリとして与えられ
ているのであって, club ffiter の $<\kappa-$完備性や normality が威り立っと言っ
ているわけではないということに注意されたい. ( $\langle X\xi|\xi<\mu\rangle$ が club set
を含むような集合の列だからといって, $C\epsilon\underline{\mathrm{C}}X\xi$ となるような club set の列
$\langle C_{\xi}|\xi<\mu\rangle$ を取り出すには, $\mu$ が無限の場合は何らかの選択公理の仮定が必
要であろうと思われる. )
関数 $f$

. : $S\sim\kappa(S\subseteq\kappa)$ は, すべての $\alpha\in S$ で $f(\alpha)<\alpha$ となるとき
regressive てあるという. Fodor の Pressing Down Lemma (PDL) は結論を
少し弱めることで選択公理を使わずに導くことができる.

LEMMA 5. $[\mathrm{Z}\mathrm{F}\mathrm{C}](PDL)$ 正則非可算基数 $\kappa$ の stationary な部分集合 $S$ 上

て定義された関数 $f$ : $Sarrow\kappa$ が regressive ならば, ある $\gamma<\kappa$ につぃて,
$S_{\gamma}=\{\alpha\in S:f(\alpha)=\gamma\}$ は $\kappa$ において stationary である.
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LEMMA 6. [ZF] $(\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{B}^{\psi\mathrm{a}}PDL)\mathrm{j}\mathrm{E}\mathrm{f}\mathrm{l}^{1}1\ni \mathrm{E}$

上で定義された関数 $f$ : $Sarrow\kappa$ が $reg$

$S_{\gamma}=\{\alpha\in S : f(\alpha)=\gamma\}$ は $\kappa$ において

$\omega_{1}$ が正則基数とすると, Theorem $\mathrm{p}$

は, 弱い PDL で十分であり, 選択公理
1 は $\mathrm{Z}\mathrm{F}$ の下では, Corollary 2 のよう $l$

次の 3 つの定理は, Corollary 2 の適
れがそれほど無理なく起こることを示
値すると言えよう.

THEOREM 7. (Levy) [ZF] が無矛
無矛盾である.

THEOREM 8. (Woodin)
$[\mathrm{Z}\mathrm{F}+\mathrm{A}\mathrm{D}]$ が無矛盾であることと, [ZF
が無矛盾であることは同値である.

THEOREM 9. (Solovay) $[\mathrm{Z}\mathrm{F}+\mathrm{A}\mathrm{D}]$

算完備な ultrafilter である,

-.^可算基数 $\kappa$ の stahonary な部分集合 $S$

igressive ならば, ある $\gamma<\kappa$ について,
$C$ coflnal である.

$<_{1}^{1}\mathrm{O}\mathrm{T}$ の条件 (b) から条件 (a) を導くに
$\frac{\mathrm{l}}{.}$.は不要である. したがって: Coro垣

’.書き換えることができる.
fflが不可能な 2通りの状況を提示し, そ
: してぃる. よって Problem 1 は考慮に

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ならぱ, [ $\mathrm{Z}\mathrm{F}+$
“

$\omega_{1}$ は正則でない”] も

$|^{\urcorner}\mathrm{C}+$
“

$\mathrm{W}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}$ 基数が無限個存在する”]

$\omega_{1}$ は正貝 $\mathrm{I}$」であり, その club filter は可

3 $\oplus_{\xi<\alpha}\xi$ と同相な空間 $E(\alpha)$

順序数 $\alpha$ に対して, 順序数 $\rho(\alpha)$ を次のように定義する.

$\mathrm{o}\rho(0)=0$ ,

2 $\alpha$ が極限順序数のときは, $\rho(\alpha)=\sup\{\rho(,\mathcal{B}) : \beta<\alpha\}$ ,

$\mathrm{o}\rho(\alpha+1)=\rho(\alpha)+1+\alpha$ .

順序数 $\alpha$ に対して $D(\alpha),$ $E(\alpha)\subseteq\rho(\alpha)$ を次のように定義する.

. $D(\alpha)=\{\rho(\beta) : \beta<\alpha\}$ ,
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$\mathrm{o}E(\alpha)=\rho(\alpha)\backslash D(\alpha)$ .

0123 4 5 6 7 8 9 10
$\rho(0)$ $\rho(1)$ $\circ$ $\rho(2)$ $e$ $\mathrm{e}$ $\rho(3)$ $0$ $0$ $0$ $\rho(4)$

次の Fact はほとんど明らかである.

FACT 10.

. $\langle$ $\rho(\alpha)|\alpha\in$ Ord) は strictly increasing で, 任意の ZF の transitive
model について absolute である.

$\bullet$ $\alpha\leq\rho(\alpha)$ . さらに, もし $\kappa$ が $\mathrm{L}$ における無限基数 (特に $\mathrm{V}$ における無

限基数) ならば, $\rho(\kappa)=\kappa$ .

$\bullet$ $\alpha$ が極限順序数ならば, $\rho(\alpha)$ は極限順序数で $D(\alpha)$ はその club set で

ある.

$\bullet$ $\kappa$ が正貝|J非可算基数ならば, $E(\kappa)$ は $\kappa$ }こお $^{\mathrm{a}}$て no$n$-stahonary である.

. $E(\alpha)=\oplus_{\beta<\alpha}E_{\beta}$ , where $E_{\beta}=[\rho(\beta)+1,$ $p(\beta+1))$ .
$i_{\beta}$ : $\betaarrow E_{\beta}$ ; $\xi\mapsto\rho(\beta)+1+\xi$ は同相写像.

$\mathrm{o}\langle\rho(\beta)|\beta<\alpha\rangle,$ $\langle i\rho|\beta<\alpha\rangle,$ $D(\alpha),$ $E(\alpha)\in \mathrm{L}$ .

$E=E(\omega_{1})$ とする. Main Lemma (section 1) が成り立つことを証明する.

証明の中で使われる $\mathrm{L}[Z]$ の正確な定義と基本的な性質については [4] が [2]

を参照されたい. ここでは, 証明で使う最小限の事実だけ紹介しておく $|$

集合 $Z$ に対して, $\mathrm{L}[Z]$ は以下の条件を満たすようなクラス $\mathrm{M}$ のうちで最

小のものである.

$\bullet$
$\mathrm{M}$ (は $\mathrm{Z}\mathrm{F}$ の transitive なモデノレ,

$\mathrm{o}\mathrm{M}$ はすべての順序数を含む,

・任意の $x\in \mathrm{M}$ について $x\cap Z\in \mathrm{M}$ .
特に $\mathrm{L}[\emptyset]$ は $\mathrm{L}$ のことである. $\mathrm{L}[Z]$ は $\mathrm{Z}\mathrm{F}$ のモデルであるだけでなく選択公

理も満たす つまり, ZFC のモデルになっている. $Z$ が順序数の集合ならば,
$Z\in \mathrm{L}[Z]$ になる. 順序数の対は $\mathrm{L}$ の中で定義される述語によって順序数で

コードできるので, 順序数の部分集合, 順序数の有限積の部分集合, その列, そ

のまた列, 等々が有限個与えられたとき, それらを一度にコードするような順
序数の集合 $Z$ をとることによって, $\mathrm{L}[Z]$ がそれらをすべて含むようにできる.
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Proof. (Main Lemma の証明)
$(\mathrm{i}\mathrm{v})arrow(\mathrm{i})\mathrm{L}[Z]$ は ZFC のモデノレなので, (i) のような列を $\mathrm{L}[Z]$ の中からと

ることができる. それは $\mathrm{V}$ でも (i) の条件を満たす

$(\mathrm{i})arrow(\mathrm{i}\mathrm{i})\omega_{1}$ が正則でないとすると, $\omega_{1}$ の cofinal sequence $\langle\alpha_{n}|n<\omega\rangle$ が

とれる. $\xi<\omega_{1}$ に対し, $\xi<\alpha_{n}$ となる最小の $n<\omega$ と, $\xi=f_{\alpha_{n}}(m)$ となる
$m<\omega$ の対 $\langle n, m\rangle$ を対応させる写像は $\omega_{1}$ から $\omega\cross\omega$ への単射になる. これ
は $\omega_{1}$ から $\omega$ への単射の存在を導くので, $\omega_{1}$ が非可算であることに矛盾する.
よって $\omega_{1}$ は正則である.

(ii) の後半を示すため, Theorem KOT の (b) の条,件を満たさない $A,$ $B\underline{\mathrm{C}}\omega_{1}$

の積 $X=A\cross B$ が normal であることを示す $C_{0},$ $C_{1}$ が disjoint な $X$ の閉

集合とする. $A$ が $B$ が non-stationary ならば $D\cap A=\emptyset$ か $D\cap B=\emptyset$ と

なる club set $D\underline{\subseteq}\omega_{1}$ をとる. $A,$ $B$ ともに stationary な場合は $D=\omega_{1}$ と

する. $\langle f_{\alpha}|\omega\leq\alpha<\omega_{1}\rangle,$ $A,$ $B,$ $C_{0},$ $C_{1},$ $D\in \mathrm{L}[Z]$ となるように $Z\subseteq\omega_{1}$ を

とる. $\omega\leq\alpha<\omega_{1}$ ならば, $\omega$ から $\alpha$ への全単射 f。が $\mathrm{L}[Z]$ 内にあるので,
$\alpha<\omega_{1}^{\mathrm{L}[Z]}$ . よって, $\omega_{1}^{\mathrm{L}[Z]}=\omega_{1}$ である. $D$ は $\mathrm{L}[Z]$ においても club set なの
で, $A$ が $B$ が $\mathrm{V}$ で non-stationary ならば $\mathrm{L}[Z]$ においてもそうである. また,
$A\cap B$ が $\mathrm{V}$ で stationary ならば明らかに $\mathrm{L}[Z]$ においてもそうである. よっ

て $\mathrm{L}[Z]$ においても, $A,$ $B$ は Theorem KOT の条件 (b) を満たさない. $\mathrm{L}[Z]$

は ZFC のモデノレなので, そこでは Theorem KOT が成り立つ. よって, $\mathrm{L}[Z]$

の中で $X=A\cross B$ は正規であり: $\mathrm{L}[Z]$ 内で (よって $\mathrm{V}$ においても) $C_{0}$ と $C_{1}$

は $X$ の開集合で分離できる.

$(\mathrm{i}\mathrm{i})arrow(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})E\subseteq\omega_{1}$ は non-stationary なので, $A=B=E$ とずればTheorem
KOT の条件 (b) を満たさない. よって, $(\mathrm{a}^{\backslash })$ も満たさない, すなわち $A\cross B=$

$E\cross E$ は正規である.

$(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})arrow(\mathrm{i}\mathrm{v})$ 順序数 $\alpha$. に対して, っぎのように置く

$\mathrm{o}X(\alpha)=\alpha \mathrm{x}_{\backslash }(\alpha+1)$,

$\mathrm{o}C_{0}(\alpha)=\{\langle\xi, \xi) : \xi<\alpha\}$ ,

$\mathrm{o}C_{1}(\alpha)=\alpha\cross\{\alpha\}$ .

$C_{0}(\alpha)$ と $C_{1}(\alpha)$ は $X(\alpha)$ の disjoint な閉集合である.
次の事実はよく知られている.

Claim 1. [ZFC] $C_{0}(\omega_{1})$ と $C_{1}(\omega_{1})$ は $X(\omega_{1})$ において開集合て分離できない.

$E=\oplus_{\alpha<\omega_{1}}$ E。’ $i_{\alpha}$ : \mbox{\boldmath $\alpha$}\rightarrow E。は同相写像であったことを使って, 次のよ

うに表すことができる.

1E $\cross$ E=\oplus 。,\beta $<\omega_{1}(E_{\alpha}\mathrm{x}E_{\beta})$ ,
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$\bullet$ $i_{\alpha,\beta}$ : $\alpha\cross\beta-E_{\alpha}\cross E_{\beta}$ ; 同相写像.

$E\cross E$ における disjoint な閉集合 $C_{0},$ $C_{1}$ を次のように定義する.

$C_{i}=\cup i_{\alpha,\alpha+1}$
“

$C_{i}(\alpha)\alpha<\omega_{1}$

for $i=0,1$ .
$C_{i}(\alpha),$ $X(\alpha)$ は $\mathrm{L}$ の元であり, また, 自然にとれば, $i_{\alpha},’ {}_{\beta}C_{i}$ , も $\mathrm{L}$ の元で

ある.

$E\cross E$ が正規であると仮定する. $C_{0}$ と $C_{1}$ は $E\cross E$ のある開集合 $U_{0},$ $U_{1}$ で

分離される. $U_{0},$ $U_{1}\in \mathrm{L}[Z]$ となる $Z\subseteq\omega_{1}$ をとる. 任意の $\alpha<\omega_{1}$ について,
$U_{\mathrm{i}}(\alpha)=i_{\alpha,\alpha+1}^{-1}$

“$U_{i}(i/=0,1)$ は $X(\alpha)$ の開集合で $C_{0}(\alpha),$ $C_{1}(\alpha)$ を分離する.
$\mathrm{L}[Z]$ は ZFC のモデノレであり, $U_{i}(\alpha)\in \mathrm{L}[Z]$ なので, Claim より, $\alpha\neq\omega_{1}^{t[Z]}$

$t[Z]-$がすべての $\alpha<\omega_{1}$ について成り立つ. よって $\omega_{1}^{\mathrm{b}1\rfloor}\overline{z}=\omega_{1}$ . 口

選択公理の下では, 明らかに Main Lemma の (i) が成り立つ. 一方, $\omega_{1}$ が

正則でなければ (ii) が成り立たないので, $E\subseteq\omega_{1}$ だが $E\cross E$ は正規でない.
$\mathrm{V}$ において $\omega_{1}$ が正則かつ (i) が成り立たないとすると, $\kappa=\omega_{1}^{\mathrm{V}}$ は $\mathrm{L}$ にお

いて到達不可能基数になる. –方, $\mathrm{V}$ が ZFC のモデルで, $/\sigma$ が到達不可能基

数ならば, $\kappa$ を, $\mathrm{V}1[G]$ $\}$こするような forcing extension の symrnetric submod。I
$\mathrm{M}$ をとることによって, $\mathrm{M}\ulcorner\llcorner \mathfrak{l}‘\kappa$ は最小の非可算基数で正則, かっ, (i) が成り
立たない” とすることができる.

FACT 11. 以下の 2つの無矛盾性の強さは同じである,

$\mathrm{Q}\mathrm{Z}\mathrm{F}+$
“

$\omega_{1}$ は正則” +“全単射 $f_{\alpha}$ : $\omegaarrow\alpha$ からなる列 $\langle f_{\alpha}|\omega\leq\alpha<\omega_{1}\rangle$

が存在しない $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\circ$ ZFC+“到達不可能基数が存在する. ”

4 可算選択公理の否定

Ulam は正則非可算基数 $\kappa$ には $\kappa$ 個の stationary set からなる pairwise
disjoint な族が存在することを示したが, 同様の方法で次の Lemma が得ら
$\text{れる}$ .

LEMMA 12. [ZF] Main Theorem の条件 (II) を仮定する. $\omega_{1}$ は正則であ
る. また, $\omega_{1}$ の部分集合の列 $\langle X_{n}|n<\omega\rangle$ で, 各 $X_{n}$ は club set を含むが,
$\bigcap_{n<w}X_{n}=\emptyset$ となるものが存在する. (よって, 可算選択公理は成り立たな
い)
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Prvof. (II) の条件 (i) と Main Lemma (ii) にょり $\omega_{1}$ は正則である.
$\langle$ f。$|\omega\leq\alpha<\omega_{1}\rangle$ を全単射几 : $\omegaarrow\alpha$ がらなる列とする. $n<\omega$ と

$\xi<\omega_{1}$ に対して, $X(n, \xi)=\{\alpha\in(\xi,\omega_{1}) : f_{\alpha}(n)=\xi\}$ とおく. $\zeta<\xi<\omega_{1}$ な
らば, $X(n, \zeta)\cap X(n, \xi)=\emptyset$ なので, $X(n, \xi)$ が club set を含むような $\xi<\omega_{1}$

は $n$ ごとに高々 1 つしかない. そのような $\xi$ を $\xi_{n}\text{と}\llcorner$ , すべての $\xi_{n}$ よりも大
き $\backslash \overline{\xi}<\omega_{1}$ をとる. $\overline{\xi}>\omega$ としてよ $\triangleright\backslash$ . $\omega_{1}$ の club filter は ultrafilter である
と仮定しているので, $X(0)=(\overline{\xi},\omega_{1}),$ $X(n+1)=\omega_{1}\backslash X(n,\overline{\xi})$ とおけば, す
べての $n<\omega$ について, $X(n)$ は club set を含む. 任意の $\alpha\in X(0)$ に対して,
$f_{\alpha}$ : $\omega\sim\alpha$ は全射なので, $f_{\alpha}(n)=\overline{\xi}$ となる $n<\omega$ はあり, $\alpha\in X(n,\overline{\xi})$ な
ので, $\alpha\not\in X(n+1)$ . よって, $\bigcap_{n<\omega}X(n)=\emptyset$ . 口

5 順序数の積とその部分空間
ここまでは $\omega_{1}$ の 2っの部分空間の積のみを考えてきたが, 最後に一般的な

状況を観察する.
2 つの順序数の積の部分空間一般につぃて, ZFC においては次のような状

況にある,

FACT 13. [ZFC] $\mu,$ $\nu$ が順序数で $X\underline{\subseteq}\mu\cross\nu$ とする.

(1) $\mu\leq\omega$ ならば $X$ は正規.

(2) $\mu,$ $\nu<\omega_{1}$ ならば $X$ は正規.

(3) $(\omega+1)\cross\omega_{1}$ には正規でない部分空間がある,

これまでと同様に順序数の集合 $Z$ を適切にとって, ZFC のモデルである
$\mathrm{L}[Z]$ 内の議論に帰着させることによって, 上の Fact は $\mathrm{Z}\mathrm{F}$ でも成り立っこと
が示せる.

PROPOSITION 14. Fact 13 は $\mathrm{Z}\mathrm{F}$ でも威り立っ.

Proof. (1), (2) $C_{0}$ と $C_{1}’$ を $X$ の disjoint な閉集合とする. 順序数の集合 $Z$ を,
$X,$ $C_{0},$ $C_{1}\in \mathrm{L}[Z]$ となるようにとる. さらに, (2) の場合は, $\mathrm{L}[Z]$ の中でも (2)
が成り立つようにする. ( $\omega$ から $\mu,$ $\nu$ への全射が少なくとも 1 っすっ $\mathrm{L}[Z]$ に

入るようにすればよい). $\mathrm{L}[Z]$ は ZFC のモデノレなので, Fact 13 より $\mathrm{L}[Z]$ の

中では $X$ は正規である. $C_{0},$ $C_{1}\in \mathrm{L}[Z]$ なのて, それらは開集合で分離するこ
とができる.

(3) Lim は極限順序数全体のクラスとする. 順序数 $\alpha$ に対して, $X(\alpha)=$

$(\omega \mathrm{p} 1)$ $\cross\alpha\backslash \{\omega\}\cross \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{m}$ , $C_{0}(\alpha)=\{\omega\}\cross(\mathrm{a} \backslash \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{m})$ , $C_{1}(\alpha)=\omega\cross(\alpha\cap \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{m})$

とする. $Co(\alpha)$ と $C_{1}(\alpha)$ は, $X(\alpha)\subseteq(.\omega+1)\cross\alpha$ の disjoint な閉集合だが,
ZFC の下では, $C_{0}(\omega_{1})$ と $C_{1}(\omega_{1})$ は $X(\omega_{1})$ において開集合で分離できないこ
とが PDL を使って容易にわかる. これらが $\mathrm{Z}\mathrm{F}$ でも分離てきないことを示す
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$C_{0}(\omega_{1})$ と $C_{1}(\omega_{1})$ が $X(\omega_{1})$ の開集合 $U\mathit{0}$ と $U_{1}$ で分離できたとして, 矛盾を導
$\text{く}$ . $U_{0},$ $U_{1}\in \mathrm{L}[Z]$ となるような $Z\subseteq\omega_{1}$ をとる. \kappa =\mbox{\boldmath $\omega$}1L[司とおくと, $\mathrm{L}[Z]$ は

ZFC のモデルなので, $C_{0}(\kappa)$ と $C_{1}(\kappa)$ は $\mathrm{L}[Z]$ 内の $X(\kappa)$ の開集合で分離されな

い. $\kappa\leq\omega_{1}$ で, $X(\kappa)=X(\omega_{1})\cap(\omega+1)\mathrm{x}\kappa,$ $C_{i}(\kappa)=C_{i}(\omega_{1})\cap X(\kappa)(i=0,1)$

なので, $C_{0}’(\kappa.)$ と $C_{1}(\kappa)$ は $X(\kappa)$ の開集合 $U\text{。}\cap X(\kappa),$ $U_{1}\cap X(\kappa)\in \mathrm{L}[Z]$ で分

離される. これは矛盾てある. 口

今度は順序数そのものの積について考える.

FACT 15. [ZFC]

(1) $\mu<\omega_{1}$ が, $<\omega_{1}$ ならば, $\mu\cross\nu$ は正規である.

(2) $\omega_{1}\cross\omega_{1}$ は正規である.

(S) $\omega_{1}\cross(\omega_{1}+1)$ {は正規でない.

これは, [3] 内の定理により得られる次の Fact から簡単に導かれる.

FACT 16. [ZFC] 順序数 $\mu_{j}\nu$ について, 次は同値である.

(a) $\mu\cross\nu$ は正規でな $\triangleright\backslash$ .

(b) $\omega<\mathrm{c}\mathrm{f}\mu<\nu$ , または, $\omega<\mathrm{c}\mathrm{f}\iota/<\mu$ .

$\mathrm{Z}\mathrm{F}$ でも同様のことが成り立つ.

PROPOSITION 17. Fact 16 は $\mathrm{Z}\mathrm{F}$ でも威り立つ.

Proof. $(\mathrm{a})arrow(\mathrm{b})C_{0},$ $C_{1}\subseteq\mu\cross\nu$ を $\mu\cross\nu$ 内の開集合で分離できない disjoint
な閉集合とする. $C_{0},$ $C_{1}$ および, $\mathrm{c}\mathrm{f}\mu$ から $\mu’\backslash$の cofinal sequence, $\mathrm{c}\mathrm{f}\nu$ か

ら $l/$ への cofinl sequenoe が $\mathrm{L}[Z]$ の元となるように順序数の集合 $Z$ をとる,

$C_{0},$ $C_{1}$ は $\mathrm{L}[Z]$ においても $\mu\cross\nu$ の開集合で分離できないのは明らかなので,
$\mathrm{L}[Z]$ においても $\mu\cross\nu$ は正規でない. $\mathrm{L}[Z]$ は ZFC のモデルなので, Fact 16
より, $\omega<\mathrm{c}\mathrm{f}^{L[Z]}\mu<\nu$ , または, $\omega<\mathrm{c}\mathrm{f}^{\mathrm{L}[Z]}\nu<\mu.$ $\mathrm{c}\mathrm{f}^{\mathrm{L}[Z]}\mu=\mathrm{c}\mathrm{f}\mu$ かつ

$\mathrm{c}\mathrm{f}^{\mathrm{L}[Z]}\nu=\mathrm{c}\mathrm{f}\nu$ なので, (b) が成り立つ.
$(\mathrm{b})arrow(\mathrm{a})$ #|頁序数 $\kappa,$ $\mu$ と, $\kappa$ から $\mu \text{への}$ strictly increasing かつ cofinal な

連続写像 $f$ に対して.’ $C_{0}(f)=\{\langle f(\xi), \xi\rangle : \xi<\kappa\},$ $C_{1}(f)=\mu\cross\{\kappa\}$ とお
$\langle$ ZFC の下で, $\kappa$ が正則非可算基数, かつ, $\nu>\kappa$ ならば, $C_{0}(f)$ と $C_{1}(f)$ は

$\mu\cross\nu$ の開集合で分離できないことは PDL を使って容易に示すことができる.
$\omega<\mathrm{c}\mathrm{f}\mu<\nu$ のとき, $\kappa=\mathrm{c}\mathrm{f}\mu$ とおけば, $\kappa$ から $\mathrm{c}\mathrm{f}\mu$ への strictly increasing
かつ cofinal な連続写像 $f$ がある. $C_{0}(,f)$ と $C_{1}(f)$ は $\mu\cross\nu$ の disjoint な閉集
合である. $\mu\cross\nu$ が正規てないことを示すためには, $C_{0}(f)$ と $C_{1}(f)$ が $\mu\cross\nu$ の

開集合 $U_{0},$ $U_{1}$ で分離されたと仮定して, 矛盾を導けばよい. $U_{0},$ $U_{1},$ $f\in \mathrm{L}[Z]$

となるような順序数の集合 $Z$ をとる. $\mathrm{L}[Z]$ は ZFC のモデルで, $\kappa$ はそこて正

則非可算基数であるが, $C_{0}(f)$ と $C_{1}(f)$ が $\mu\cross$. $\nu$ の開集合 Uo、$lt_{1}\in \mathrm{L}[Z]$ で分

離されているのて矛盾である. 口
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このことから, 次の Proposition が得られる.

PROPOSITION 18. [ZF] 非可算正則基数があれば, その最小のものを $\theta$

とし
$f$
なければ $\theta=\infty$ とする. $\infty$ はすべての順序数より大きいものとする.

順序数 $\mu,$ $\nu$ について, 以下が成り立つ.

(1} $\mu<\theta$ が $\nu<\theta$ ならば, $\mu\cross\nu$ は正規である.

(2) $\theta<\infty$ ならば, $\theta\cross\theta$ は正規である.

(3) $\theta<\infty$ ならば, $\theta\cross(\theta+1)$ ま正規でない.

COROLLARY 19. [ZF] 次の 2つの条件は同値である,

$(.i)$ 正則非可算基数は存在しない,

(ii) 順序数 $\mu,$ $u$ の積 $\mu\cross\nu$ はかならす正規.

条件 (i) は一見奇異に見えるかもしれないが, 十分強い large cardinal がた
くさんあればそのようなモデルが構成できることが知られている.

THEOREM 20. (Gitik [1]) ZFC+“ニンバクト基数からなる proper$\cdot$ class
が存在する ” が無矛盾ならば, ZF+‘\mp 則非可算基数は存在しない’’ も無矛盾
である,

順序数の部分空間 $A,$ $B$ の積について再びみてみると, [3] 内の定理から, 次
の Fact が得られる.

FACT 21. [ZFC]

(1) 順序数の部分空間 $A\grave{.}B$ について, $\sup A<\omega_{1}$ か $\sup B<\omega_{1}$ ならば,
$A\cross B$ は正規である.

(2) $\omega_{1}$ の部分空間 $A,$ $B$ で, その積 $A\cross B$ が正規でないものがある.

Main Theorem より, $\mathrm{Z}\mathrm{F}$ では次のようになる.

PROPOSITION 22. [ZF]

(1) 順序数の部分空間 $A,B$ について, $\mathrm{s}1\iota \mathrm{p}A<\omega_{1}$ が $\mathrm{s}\iota 1\mathrm{p}B<\omega_{1}$ ならば,
$A\cross B$ は正規である.

(2) Main Theorem の条件 $(fI)$ が成り立たなければ, $\omega_{1}$ の部分空間 $A,$ $B$ で,
その積 $A\cross B$ が正規てないものがある.

(3)Main Theorem の条件 (U) が成り立てば, $\omega_{1}$ の 2 つの部分空間の積は
常に正規だが, $\omega_{1}\cross(\omega_{1}+1)$ は正規でない.
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$Pr^{\backslash }oof$. $(1) \mu=\sup A<\omega_{1}$ とする. $A\mathrm{x}B$ の disjoint な閉集合 $C0,$ $C_{1}$ に対し

て, $A,$ $B,$ $C_{0},$ $C_{1}$ および, $\omega$ から $\mu$ への全射が少なくとも 1 つ $\mathrm{L}[Z]$ の元とな

るように, 順序数の集合 $Z$ をとる. ZFC のモデル $\mathrm{L}[Z]$ 内て, $\mu=\sup A<\omega_{1}$

となるので, Fact 21 より $A\cross B$ は $\mathrm{L}[Z]$ で正規, よって, $C_{0}$ と $C_{1}$ は $A\cross B$

の開集合で分離される.

(2) Main Theorem より明らか.

(3) 前半は Main Theorem より明らか. 後半は, $(_{\backslash }\mathrm{I}\mathrm{I})(.\mathrm{i})$ より $\omega_{1}$ が正則なの

て, Proposition 18 (3) より, $\omega_{1}\cross(\omega_{1}+1)$ は正規てない. 口
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