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正規パターン言語の和と共通部分の帰納学習
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1 導入

パターンとは, 定数記号及び変数からなる有
限文字列あり, パターン言語は, 各変数へ定数

記号からなる文字列を代入して得られる文字
列からなる. 空列 $\overline{b}$ 代入を許す場合, 消去可

能パターン言語といい, 許さない場合, 消去不

能パターン言語という. 消去不能パターン言語
の族は, Gold[5」の枠組みで正例から推論可能
な言語族として, Angluin[2] によって導入され

た. 一方, 消去不能パターン言語の族は, 篠原

[16] により Extended パターン言語の名前で導

入された. この言語族の推論可能性の問題は,

Reidenbach によって, 定数記号が 2, 3, 4 個の

場合にこの問題を否定的に解決した $[11, 12]$ . –

方, パターンに含まれる変数が全て異なる場合
正規パターンと呼ばれる. 篠原 [ $16^{\urcorner}\mathrm{J}$ は, 消去可

能, 消去不能の双方に対して, 正例から多項式

時間で推論可能であることを示した. また, 有

村等 [4] は, 高々 $k$ 個のパターン言語の和の族
に関して, 言語の包含関係とパターン集合の構
文的包摂関係の等価性を与える Compactness

の概念を導入し, Compactness を有する言語

和の族を効率的に学習するアルゴリズムを一般
的な枠組みで構築した. そして, Compactness

が成立する必要十分条件は消去不能パタ一ン
言語$\circ$については佐藤等 [14] が, 消去可能パター

ン言語については著者等 [22] が与えた. 本稿で

は, 消去可能正規パターン言語の和, 積, 補集

合についての学習問題を扱う. 消去不能正規\nearrow �

ターン言語の和, 積, 補集合についての学習は

佐藤等 [15] が扱っている,

学習対象となる言語族は kk和積パターン言

語と呼ばれる, 高々 $k$ 個の消去可能正規パター
ン言語に和演算, 積演算を施して得られる言語
の族である. これが正例から帰納学習可能であ
ることを示すために, 学習対象となる言語の 2
通りの表現を定義する. 1 つは和積標準形であ

り, もう 1 つは消去可能正規パターン雪語の有
限和である. 消去可能パターン言語の言語和の
族の Compactness [22] の結果を用い, 2 つの $k-$

和積パターン言語の包含関係を決定づける特徴
集合の存在を示す, これにより kk和積パターン

言語聞の包含関係と kk和積パターン間のある構
文的関係の間に同値関係が存在することをも示
す. これらの結果から, 有限証拠集合が具体的
に列挙できることを示し, 学習可能性を導く.

最後に、高々 $k$ 個の消去可能正規パター/言

語に補演算, 和演算, 積演算を施して得られる
言語の族は正書から帰納学習可能ではないこと
を示す. Kapur[6] の定義した言語族の集積点の
概念とその結果を用い, この言語族が学習可能

でないことを示す.

2 和積パターン言語

2.1 正規パターン言語

正規パターン $\Sigma$ を有限個の定数記号からなる
集合であるとし, アルファベットと呼ぶ. $a,$ $b,$ $c$

等の記号で表す. 定数記号の有限列を語と呼び,
語の集合を言語と呼ぶ. 長さ 0 の語を空列と呼
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び, $\epsilon$ で表す. $x$ を変数からなる加算無限集合
であるとする. $x,$ $y,$ $z$ 等の記号で表す.

$*$ をクリーネ閉包とする. $\Sigma^{*}$ は全ての語の集

合を表す. $\Sigma^{n}$ を長さ $n$ の語全体, $\Sigma^{\leq n}$ を長さ

$n$ 以下の語全体であるとする.

パターンとは定数記号と変数からなる有限文
字列である. パターン $p$ の長さを $|p|$ で表す. $p$

の変数を消去して得られる語を $c(p),$ $p$ に含ま

れる変数の集合を $var(p)$ で表す.

正規パターンとは各変数の出現するが高々 1
回忌パターンである. 正規パターン全体からな

る集合を $RP$ で表す.

正規パターン言語 代入とは定数記号をそれ自
身に写す, パターンからパターンへの準同形写

像である. 代入は変数のパターンによる置換の
集合で表現することができる.

(例) $\Sigma=\{a, b, c\},$ $p=$ axby, $\theta=\{x:=$

$c\mathrm{c},$ $y:=xay\}$ とすると, パターン $p$ の代入 $\theta$

像は $p\theta=accbxay$ となる.

パターン $p$ がパターン $q$ の代$\text{入}$
$\theta$ による像で

あるとき, つまり $p=q\theta$ となるとき, $p$ は $q$ の

例化であるといい, また, $q$ は $p$ の汎化である

という. これを $p\preceq q$ で表す.

正規パターン $p$ が生成する言語 $L(p)$ とは変

数に長さ 0 以上の語を代入することによって得
られる語の全体である,

$L(p)=\{w\in\Sigma^{*}|w\preceq p\}$

正規パターン言語の性質 言語 $L_{1},$ $L_{2}$ の連接
を $L_{1}L_{2}=\{w_{1}w_{2}|w_{1}\in L_{1},w_{2}\in L_{2}\}$ とす

ると, 正規パターン aaxb果 cdzddの生成する言
語は,

$\{aa\}\Sigma^{*}\{bc\}\Sigma^{*}\{cd\}\Sigma$
“

$\{dd\}$

となる. つまり, 正規パター $\sqrt[\backslash ]{\overline{\mathrm{H}}-}^{=\mathrm{E}}-=\mathrm{p}\mathrm{O}$

$L(aaxbcycdzdd)$ の元となる語は, 接頭語とし
て $aa$ をもち, 重複なく $bc,$ $cd$ がこの順番で出

現し, 接尾語として記をもつ.

このように正規パターン言語は接頭語, ある
順番で重複なく出現する語の列, 接尾語等と密
接な関連をもつ.

本論文ではパターンとして正規パターンのみ
を使うので, 混乱の生じない箇所では正規パター

ンを単にパターンと表記する.

22 kk和積パターン言語

ここでは学習対象となる kk和積パターン表現

及びその言語を定義する. また, 次章の証明を容

易にするために触和パターン表現, kk積パター

ン表現と呼ばれる裕和積パターン表現の特別な
形をしたものも定義する.

定義 2.1. 和積パターン表現は正規パターンと
$\{\Lambda, \vee, (, )\}$ からなる有限文字列で以下のように

帰納的に定義される.

1. 長さ 0 の文字列 ($\lambda$ と表記する) は面積パ

ターン表現である.

2. 正規パターンは和積パターン表現である.

3. $P,$ $Q$ が和積パターン表現ならば $(P\Lambda Q)$

も和積パターン表現である.

4. $P,Q$ が船積パターン表現ならば $(P\mathrm{V}Q)$

も和積パターン表現である.

5. 1-4 で作られるもののみが和積パターン表
現である.

秘積パターン表現 $P$ に含まれるパターンの

集合を $E(P)$ で表す. kk和積パターン表現は和

積パターン表現でかつ $\# E(_{-}^{p})\leq k$ となるもの

とする. ただし, $\#$ は集合の濃度を表すとする.
k荊積パターン表現の集合を $CRP^{\epsilon}$ で表す.

命題論理と同様に不要な丸括弧 $(, )$ を省いて表

現する.
kk和積パターン表現の生成する言語を以下の
ように定義する, kk和積パターン表現 $P$がただ

1 つのパターン $p$ からなる場合は,

$L(P)=(L(p))$

また,

$L(\lambda)=\emptyset$

$L$ (($P$ A $Q)$ ) $=\langle L(P)\cap L(Q))$

$L((P\vee Q))=(L(P)\cup L(Q))$

とする. kk和積パターン言語の族を CRPL で

表す.
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定義 22. $p_{1},$ $\cdots,p_{n}$ を正規パターンとする. 和

パターン表現とは $p_{1}\vee\cdots \mathrm{V}p_{n}$ の形をした和積

パターン表現, 積パターン表現とは $p_{1}\wedge\cdots\Lambda p_{n}$

の形をした和積パターン表現である.
また, 含まれるパターンの数の上限 $k$ を明記

する場合, kk和パターン表現, kk積パターン表

現と表記する.

kk和パターン表現の言語は $L(p_{1})\mathrm{U}\cdots\cup L(p_{n})$

と表すことができ, kk幽パターン表現の言語は
$L(p_{1})\cap\cdots\cap L(p_{n})$ と表すことができる.

3 k-欝積パターン言語の包含関
係

3.1 kk和積パターン言語の 2 つの表現

2つの k\sim 和積パターン言語の包含関係にまつ
わる結果を示すために, まず kk和積パターン言

語を 2通りに表現する.

直積パターン表現の和積標準形 命題論理にお

ける和積標準形への変換と同様に, 和積パター

ン表現を和積標準形に変換することができる.
詳細は省略する. 和積パターン表現 $Q$ の和積

標準形を $NF(Q)$ で表すことにする, $E(Q)=$

$E(NF(Q))$ となることに留意する.

kk和積パターン言語の和による表現 kk禰積\nearrow く

ター $\sqrt[\backslash ]{}$\equiv -\cong \beta -\yen Diを特定の形をした和パターン言語で
表す.

(例)2-和積パターン言語 $L(x_{0}a_{1}x_{1}a_{2}x_{2}a_{3}x_{3})\cap$

$L(x\mathrm{c}y)$ は, 以下のようにを和 Jミターン言語で表
される.

$L(x_{0}cx_{1}a_{1}x_{2}a_{2}x_{3}a\mathrm{a}x_{4})\mathrm{U}$

$L(x_{0}a_{1}x_{1}cx_{2}a_{2}x_{3}a_{8}x_{4})\mathrm{U}$

$L(x_{0}a_{1}x_{1}a_{2}x_{2}cx_{3}a_{3}x_{4})\cup$

$L(x_{0}a_{1}x_{1}a_{2}x_{2}a_{3}x_{\theta}cx_{4})$ .

この例からも分かるように, kk和パターン言

語の族は卜和積パターン言語の族に真に含ま
れる.

定理 3.1. kk和積パターン言語に等しい和パター
ン言語が存在する.

Proof. 2f積パターン言語の場合のみを証明すれ
ば十分である. $p_{1},p_{2}$ を正規パターンとする.

$L\langle p_{1}\Lambda p_{2}$) $=\emptyset$ に等しい和パターン言語は $L(\lambda)$

である. 従って, 空でない 2\lambda 積パターン言語
$L(p_{1}\Lambda p_{2})$ が和パターン言語で表されることを
証明する.

$w\in L(p_{1}\Lambda p_{2})$ とし, $w=p_{1}\theta_{1}=p_{2}\theta_{2}$ となる

$\theta_{1},$ $\theta_{2}$ をそれぞれ 1 つづつとる. $pt(w,p_{j}, \theta_{j})[i]\in$

$X\cup\Sigma(1\leq i\leq|w|,j=1,2)$ を次のように定

義する.

$pt(w,p_{j},\theta_{\mathrm{i}})[i]=$

$\{$

$x_{i}$ $w[i]$ は $\theta_{j}$ による $p_{j}$ の変数の像

$w[i]$ $w[\dot{a}]$ は $\theta_{j}$ による $p_{j}$ の定数の像

長さ $|w|$ のパターン $q_{w,\theta_{1},\theta_{2}}$ を

$q_{w,\theta_{1},\theta_{2}}[i]=$

$\{$

$x_{\tilde{l}}$
$pt(w,p_{j}, \theta_{j})[i]\in X(i=1,2)$

$w[\iota]$ 上記以外の場合

$q_{w_{7}\theta_{1},\theta_{2}}$ の標準形を $\overline{q}_{w,’\text{、}},\theta_{2}$ とする. $w\preceq$

$\overline{q}_{w,\theta_{1},\theta_{2}}$ であり, $|c(\overline{q}_{w,\theta_{1},\theta_{2}})|\leq|c(p_{1})|+|c(p_{2})|$ ,

$\overline{q}w,\theta_{1},\theta_{2}\leq 2|\mathrm{c}(\overline{q}_{w,\theta_{1},\theta_{2}})|+1$ が成立する.

従って, 異なる $\overline{q}_{uJ},\theta_{\text{、}},\theta_{2}$ は $p_{1},p_{2}$ に依存した

有限個しかなく, その有限個の正規パターンか
らなる和パターン表現 $Q$ の生成する言語 $L(Q)$

は $L(p_{1}\Lambda p_{2})$ を含む また, Qw角, $\theta_{\mathit{2}}$
の構成法

より, $L(Q)\subseteq L(p_{1}\Lambda p_{2})$ となる.

よって 22積パターン言語に等しい和パターン
表現の存在が示された $\blacksquare$

kk和積パターン表現 $P$ に対し, 言語の等し $\mathrm{t}_{\mathit{1}}$

$\mathrm{a}$

和パターン表現の集合を $D(P)$ で表す.

3.2 特徴集合と包含関係

ここでは, kk和積パターン言語の特徴集合と
包含関係を取り扱う. 特徴集合の存在は次章で
議論する学習可能性に深く関わる, また, 特徴

集合の概念を用いて kk和積パターン言語の包含
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関係を 2 つの kk和積パターン表現の構文的関係
に還元することも試みる.
語の有限集合 $S$ が言語族 $\mathcal{L}$ における言語 $L\in$

$\mathcal{L}$ の特徴集合であるとは,

$S\subseteq L’\in \mathcal{L}\Rightarrow L\subseteq L’$

が成立することである.
2 つの kk和パターン表現 $P,$ $Q$ に対して次の

ような二項関係 $\subseteq$ を定義する.

kk和積パターン表現 $Q$ に対しその積樽標準形
を以下のように表現しておく.

$NF(Q)=I_{1}(Q)\wedge\cdots\Lambda$ Iへ (Q)

ただし $I_{i}=J_{m,1}\vee\cdots\vee J_{m,n_{m}}(1\leq i\leq m)$ で

あるとする. $E(I_{i})\subseteq E(Q)$ となることに注意

せよ.

定理 34. $\#\Sigma\geq k+2$ のとき, $P,$ $Q\in CRP^{k}$ ,

$P’\in D(P)$ とすると以下の同値性が成立する.

$P\subseteq Q\Leftrightarrow\forall p\in E(P),\exists q\in E(Q)s.t$. $p\preceq q$

$p$ を正規パターンとし, $var(p)=\{x_{1}, \cdots,x_{n}\}$

する. $S(p)$ を以下のように定義する.

$S(p)=$ {p{x\sim :二 $w_{1},$ $\cdots,$ $x_{n}:=w_{n}$ }
$|w_{i}\in\Sigma^{2}(1\leq i\leq n\rangle\}$

また, 和パターン表現 $P$ に対し,

$(i)S(P’)\subseteq L(Q\rangle$

$\Leftrightarrow$ $(ii)\forall i,P’\subseteq I_{i}(Q)(1\leq i\leq m)$

$\Leftrightarrow$ $(iii)L(P)\subseteq L(Q)$

Proof $(ii)\Rightarrow(iii),$ $(iii)\Rightarrow(i)$ は自明である.

$(i)\Rightarrow(ii)$ のとき, $S(P’)\subseteq L(Q)$ より, 任意の

$i(1\leq i\leq m)$ に対して, $S(P’)\subseteq L(I_{i})$ である.

上記補題より, $P’\subseteq I_{i}$ が成立する. $\blacksquare$

$S(P)=$ $\cup$ $S(p)$

$p\in E(P)$ 4 k-和積パターン–\equiv -語の学習

とする 4
kk和パターン言語からなる族において閉包性
と呼ばれる以下のものが成立する.

補題 32(植村・佐藤 [22]). $\oint\Sigma\geq k+2$ のと

き, $P,$ $Q$ を kk和パターン表現とすると以下の同

値性が成立する.

$S(P)\subseteq L(Q)\Leftrightarrow P\subseteq Q\subset L(P)\subseteq L(Q)$

補題 3.3. $\#\Sigma\geq k+2$ のとき, $P$ を和パターン

表現, $Q$ を kk和パターン表現とすると以下の同

値性が成立する.

$(i)S(P)\subseteq L(Q)$

$=$ $(ii)P\subseteq Q$

$\Leftrightarrow$ $(iii)L(P)\subseteq L(Q)$

Proof. $(ii)\Rightarrow\langle iii$), $(iii)\Rightarrow(i)$ は自明である.
$(i)\Rightarrow(ii)$ を証明する. $p\in P$ を満たす任意の $p$

に対して, $S(p)\subseteq L(Q)$ より, 上記の補題を用

いると, $\{p\}\subseteq Q$ である. これはどの $p$ に対し

ても成立するから, $P\subseteq Q$ である. $\blacksquare$

4.1 正例からの帰納学習

帰納的言語の添え字つき族 言語族 $\mathcal{L}=L_{1},L_{2}$ ,
$\ldots$ が帰納的言語の添字付族であるとは, 次の

ような帰納的関数 $f$ : $N\mathrm{x}\Sigma^{*}arrow\{0,1\}$ が存在

することをいう.

$f(i,w)=\{$
1, if $w\in L_{i}$

0, if $w\not\in L_{i}$

正提示 文字列の無限列 $w_{1},w_{2},$ $\cdots$ が言語 $L$

の正提示であるとは, $\{w_{n}|n\geq 1\}=L$ が成立

することである. 文字列の無限列 $w_{1},$ $w_{2},$ $\cdots$ の

1 番目から $n$ 番目までの有限列を $\sigma[n]$ で表し,

初期断片と呼ぶ.

推論アルゴリズム 推論アルゴリズム $M$ とは,

次々に入力を要求し, 次々に出力を生成する実

行的手続きのことであり, $M$ の出力を推測と

呼ぶ. 文字列の無限列 $\sigma$ に対して, その初期断

片 $\sigma[n]$ が入力された後, $M$ が生成する出力を
$M(\sigma[n])$ で表す. 推論アルゴリズム $M$ が入力

の列 $\sigma$ に対して, 添字 $g\in N$ に収束するとは,
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ある $m\in N$ が存在し, 任意の $n\geq m$ に対し

て, $M(\sigma^{r}\lfloor n])=g$ となることをいう. 推論アル

ゴリズム $M$ が言語 $L$ を正例から極限同定する

とは, $L$ の任意の正提示に対して, $M$ が $L=L_{i}$

なる $i$ に収束することである. また, 任意の言

語 $L\in \mathcal{L}$ を語例から極限同定する推論アルゴ
リズムが存在するとき, $\mathcal{L}$ は正例から推論可能

であるという.

42 kk御積パターン言語の学習

定義 4.1. 語の有限集合 $S$が言語族君における

言語 $L$ の有限証拠集合であるとは, $S\underline{\subseteq}L$ の

とき,
$S\underline{\subseteq}L’\subset L$

となる言語 $L’$ が言語族 $\mathcal{L}$ に存在しないことで

. ある.

補題 42(Angluin[2]). $L$ を言語族 $\mathcal{L}$ の言語

とする. 任意の $L$ が有限証拠集合をもち, それ

を列挙するアルゴリズムをもつことと, 言語族
$\mathcal{L}$ が正例から帰納推論可能であることは同値で
ある.

定理 3.1 より, $D(P)$ の元を 1 っ具体的にと

る方法が存在する. $P’\in D(P)$ とすると, $P’$ に

対し $S(P’)$ は 1 つに定まり, その元を列挙する

ことは容易である.

定理 34 より, $S(P’)(P’\in D(P))$ は $L(P)$

の有限証拠集合となることがわかる.

定理 43. $\#\Sigma\geq k+2$ のとき, $CRP^{k}$ は正例か

ら帰納学習可能である.

4.3 パターン言語の和・積・補集合と
学習

和積補パターン言語

定義 4.4. 和積雨パターン表現は正規パターン
と $\{\Lambda,\vee, \neg, (, )\}$ からなる有限文字列で以下の

ように帰納的に定義される.

1. 長さ 0の文字列 ($\lambda$ で表す) は和積補パター

ン表現である.

2. 正規パターンは和積パターン表現である.
3. $P,$ $Q$ が和積補パターン表現ならば $(P\Lambda Q)$

も和積補パターン表現である.

4. $P,$ $Q$ が下積補パターン表現ならば $(P\vee Q)$

も和積補パターン表現である.

5. $P$ が和積補パターン表現ならば $\neg(\overline{P})\backslash$ も

和積補パターン表現である.

6. 1-5で作られるもののみが和積補パターン
表現である.

和積補パターン表現 $P$ に含まれるパターン

の集合を $E(P)$ で表す. kk和積補パターン表現

は二二補パターン表現でかつ $\# E(P)\leq k$ とな

るものとする.
kk和訓補パターン表現の生成する言語を以下
のように定義する. kk和積補パターン表現 $P$ が

ただ 1 つのパターン $p$ からなる場合は,

$L(P)=(L(p))$

また,
$L(\lambda)=\emptyset$

$L$( $(P$ A $Q)$ ) $=(L(P)\cap L(Q))$

$L((P\vee Q\})=(L(P)\cup L(Q))$

$L(\neg(P))=(L(P))^{c}$

となるものとする.

kk和積補パターン言語が学習不能であること
定理の証明の前に, 学習不能を示すための結果
を引用する.
言語族乙の言語 $L$ が集積点であるとは, 以

下の条件 1, 2, 3 を満たす有限言語の列 $(T_{n})_{n\in N}$

が存在することである.

1. $T_{1}\subseteq T_{2}\subseteq\cdots$

2. $\bigcup_{n=1}^{\infty}T_{n}=L$

3. $\forall n\in N,$ $\exists L_{n}\in \mathcal{L}s.t$. $T_{n}\subseteq L_{n}\subset L$

補題 4.5 (Kapur[6]). 言語 $L$ が $\mathcal{L}$ における

有限証拠集合をもつことと, $L$ が集積点でない

ことは同値である.

$a\in\Sigma$ とする.

$L=L(xay)$
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$T_{n}=L(xay)\cap\Sigma^{\leq n}$

$L_{n}=L(xay)\cap(L(x_{0}ax_{1}a\cdots ax_{n+1}))^{c}$

とおくと, $L$ は和積補パターン言語の族に集
積点となることがわかる. 上記結果から $L$ は有

限証拠集合をもたず, 和知補パターン言語の族

が正例から帰納学習不能であることがわかる.

定理 46. kk和積補パターン言語からなる言語
の族は正例から帰納学習不能である.
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