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ランキング関数のオンライン学習について

北海道大学大学院情報科学概究科 中村篤祥 (Atsuyoshi Nakamura)

Graduate School of Information Science and Technology, Hokkaido University

1 はじめに

ランキングとは、多クラス分類の 1 種で、 クラス間に全順序の関係がなりたつ場合をいう。本論文では、
ランキング関数として、法線ベクトルとクラス境界の閾値により表現される線形ランキング関数について
考える。 線形ランキング関数に関し、Rajaram ら [7] は $\mathrm{V}\mathrm{C}$ 次元の解析を行い、線形識別子と差が無いこ

とを示した。 ここではグラフ次元の解析を行い、線形ランキング関数が線形識別子からなる決定リストと
$\mathrm{V}\mathrm{C}$ 次元は同じであるが、グラフ次元においてはより複雑である可能性を示す。 また、 Cram $\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{r}$ と Singer

による Perceptron アルゴリズムを拡張した Prank アルゴリズムについて、彼らが証明したオンライン学

習におけるランキング損失の上界に関する定理を、 マージンが負の場合にも拡張する。

2 線形ランキング関数
$X$ を集合、 $Y=\{1,2., \cdots, k\}$ とする。 このとき、 $f$ : $Xarrow Y$ を $k$ 愼関数と呼ぶ。本論文では $X=\Re^{n}$ と

し、 $k$ を固定して考える。 $\mathrm{w}\in\Re^{n}$ と $b_{1}\leq b_{2}\leq\cdots\leq b_{k-1}$ を満たす $\mathrm{b}=$ $(b_{1}, b_{2}, ...jb_{k-1})$ により以下のよ

うに定義される $f$ を線形ランキング関数と呼ぶ。

$f( \mathrm{x})=\min_{r\in Y}\{r : \mathrm{w}\cdot \mathrm{x}-b_{r}<0\}$

ただし、 $b_{k}=\infty$ とする。

線形ランキング関数の族を $\mathcal{R}$ で表す。

3 線形ランキング関数の複雑さ
関数族の複雑さを比較するために、線形ランキング関数族を含む、 より大きな関数族を考える。いま、

{-1, 1}-値の関数族 $B$ に属する $k-1$ 個の関数 $g_{1},g_{2},$ $\ldots,$ $g_{k-1}$ により定 $\text{義さ}$れる、決定リストの形をした次

のような $k$ 値関数 $f$ を考える。

$f=[(g_{1},1), (g_{2},2), \ldots, (g_{k-1}, k-1), (g_{k}, k)]$

ただし、 $g_{k}=1$ とし、 $f$ は $f(x)= \min\{i:g_{i}(x)=1\}$ で定義される関数を表しているものとする。 このよ

うに定義される関数 $f$ からなる関数族をんとする。 $\mathcal{L}$ を線形識別関数族とすれば、 $Fc$ は線形ランキング

関数族 $\mathcal{R}$ を含む。 この節では、 これら 2つの関数族の複雑さを分析し比較する。

3.1 $\mathrm{V}\mathrm{C}$ 次元による分析

$F$ を $k\mathrm{f}^{+}\llcorner \mathrm{B}$関数の集合とする。任意の自然数 $l$ に対し、$X$ の $l$個要素からなるリスト $S=(\mathrm{x}_{1}, \mathrm{x}_{2}, \ldots,\mathrm{x}_{l})\in X^{l}$

を考える。 $f\in F$ に対して、 $fs=(f(\mathrm{x}_{1}), f(\mathrm{x}_{2}),$
$\ldots,$

$f(\mathrm{x}\iota))\in Y^{l}$ とする。 このとき、

$\mathrm{I}\mathrm{I}_{F}(S)=\{f_{S} : f\in F\}$
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と定義する。 更に ‘ 自然数 $m$ に対して

垣$F(m)= \max|$垣$F(S)|$
$S\in X^{m}$

と定義する。ただし、 $|\cdot|$ は集合の要素数を表すものとする。 $|\Pi_{F}(S)|=k^{m}$ のとき、 $S$ は $F$ により shatter

されるという。 $F$ により shatter される最大要素数の集合の要素数を $F$ の $\mathrm{V}\mathrm{C}$ 次元という。 つまり、 $k$ 値

関数族 $F$ の $\mathrm{V}\mathrm{C}$ 次元 $d_{V}(F)$ は.

$d_{V}(F)= \max\{m:|\mathrm{I}\mathrm{I}r(m)|=k^{m}\}$

と定義される $[1, 7]_{\text{。}^{}1}$

次の命題が成り立つことは明らかである。

命題 1 $d_{V}(F_{B})\leq d_{V}(\mathcal{B})$

命題 1 と $\mathcal{R}\underline{\subseteq}F_{\mathcal{L}}$ より
$d_{V}(\mathcal{R})\leq d_{V}(\mathcal{L})$ (1)

が成り立つ。 [7] では、 不等式 (1) において等号が成立することが示されている。

定理 1 (Rajaram et al. [7]) $d_{V}(\mathcal{R})=d_{V}(L)$

したがって、 $d_{V}(\mathcal{R})=d\gamma(F_{\mathcal{L}})$ となり、 $\mathrm{V}\mathrm{C}$ 次元による複雑さの分析では、 2つの関数族に差がでない
ことがわかる。

32 グラフ次元による分析

2値関数族の $\mathrm{V}\mathrm{C}$ 次元の $k$ 値関数族への拡張として、 Natarajanは以下のように定義されるグラフ次元
というものを考えた $[5, 1]$ .
まず、 $Y\mathrm{x}Y$ 上の {0, 1}-{直関数 $\delta$ を、 $i=j$ のときのみ $\delta(i,j)=1$ となる関数とする。任意の自然数 $l$ に

対し、 $X$ の $l$ 個要素からなるリスト $S=(\mathrm{x}_{1},\mathrm{x}_{2}, \ldots, \mathrm{x}\iota)\in X^{l}$ を考える。 $I=(i_{1}, \mathrm{i}_{2}, \ldots, i_{l})\in Y^{l}$ 及び $f\in F$

に対して、
$fi,s=(\delta(f(\mathrm{x}_{1}), \mathrm{i}_{1}),$ $\delta(f(\mathrm{x}_{2}), i_{2}),$

$\ldots,$

$\delta(f(\mathrm{x}\iota), \mathrm{i}_{l}))\in\{\mathrm{O}, 1\}^{l}$

とする。 このとき、 自然数 $m$ に対して

$\Pi_{I,F}(S)$ $=$ $\{fi,s : f\in F\}$

$\Pi_{f}(m)$ $=$
$S\in X^{m},I\in Y^{\mathrm{m}}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}|\Pi_{I,F}(S)|$

と定義する。
$k\{\llcorner \mathrm{B}$関数族 $F$ のグラフ次元 $dc(F)$ は、

$d_{G}(F)= \max\{m:|\mathrm{I}\mathrm{I}_{F}(m)|=2^{m}\}$

と定義される。

命題 2 $d_{G}(\mathcal{F}_{B})\leq kd_{V}(\mathcal{B})$

$1dv(F)$ のことを、論文 [7] ではランキング次元と呼んでいる。



53

(証明) $I=$ (il, $i2,$
$\ldots,$ il) において $I_{i}=\{j : i_{j}=i\}$ が $dv(B)$ 個より多くあるとする。任意の $S=$

$(\mathrm{x}1,\mathrm{x}2, \ldots, \mathrm{x}l)$ に対し、 $S_{i}=\{\mathrm{X}j : j\in I_{\dot{\theta}}\}$ とする。 このとき、 Si のある部分集合 $S$ が存在し、 $B$ に属

する関数で $S$ と $S_{\dot{\mathrm{t}}}-S$ を分離するものが存在しない。 このとき、 これをランク境界としてもつんの関数
は存在しない。 したがって $d_{G}(F_{B})\leq kd_{V}(\mathcal{B})$ が成り立つ。 口

命題 3 $(k-1)n\leq d_{G}(Fc)\leq k(n+1)$

(証明) 命題 2 と線形関数の $\mathrm{V}\mathrm{C}$ 次元が $n+1$ であるという事笑から、 $d_{G}(F_{\mathcal{L}})\leq k(n+1)$ が成り立つ。

以下、 $kn\geq d_{G}(F_{\mathcal{L}})$ を証明する。空問 $X=\{(x_{1},x_{2}, \ldots, x_{n}) : x_{i}\in\Re\}$において、 $x_{1}=0$ という部分空

問を考える。 これは、 $.=*$治 $\Re^{n-1}$ とみなせるので、 この空間における線形識別関数の $\mathrm{V}\mathrm{C}$ 次元は $n$である。

そこで線形識別関数により shatter される $n$点のリスト $S_{0}$ を考える。 $S_{0}$ を $x_{1}$ 軸方向に $\mathrm{i}$ だけ移動した集

合を $S_{i}$ とする。 So, $S_{1},$
$\ldots,$

$S_{k-2}$ をつなげてできる長さ $(k-1)n$ のリスト $S$ と

$I=(1,1, ..., 1, 2, 2, ..., 2, ..., k-1, k-1, ...,$ $\ -1)$

$-\infty$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$n$ times $n$ times $n$ times

を考えたとき $\Pi_{I,F}(S)=\{0,1\}^{(k-1)n}$であることを示す。任意の $A\in\{0,1\}^{(k-1)n}$ が与えられたとする。 Si
を含む超平面 $x_{1}=i$ 内において、線形関数 $g_{i}$ が存在し、 $S_{i}$ に含まれる $n$ 個の点に対し、対応する $A$ 内の

要素の値が 1 のときのみ $g_{i}$ の値が負となる。 この線形関数は、全空間の線形関数義を $x_{1}=i$ 内に制限し

たものとみることができる。関数あの法線方向は $(1, 0, 0, \ldots, 0)$ にいくらでも近くとれる。つまり、 $S_{i+1}$ 内

の全ての点 $\mathrm{x}$ に対し、 $f_{i}(\mathrm{x})>0$ とできる。 このとき、 $f=[(f_{1},1), (f_{2},2), \ldots, (f_{k-1}, k-1), (1, k)]$ に $\mathrm{x}\backslash arrow \mathfrak{l}$し、

$fi,s=A$が成り立つ。 口

命題 4 $d_{G}(\mathcal{R})\geq n+k-1$

(証明) 命題 3 と同様に、空間 $X=\{(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n}) : x_{i}\in\Re\}$ において、 $x_{1}=0$ という空面内の点で、

線形識別関数により shatter される $n$ 点のリスト $S_{0}$ を考える。 また、 $i=1,2,$ $\ldots,$ $k-1$ に対して 1 点か

らなるリスト $S_{i}=\{(i, 0,0, \ldots, 0)\}$ を考える。 $S_{0},$ $S_{1},$
$\ldots,$

$S_{k-1}$ をつなげてできる長さ $n+k-1$ のリスト

$S=(\mathrm{x}_{1},\mathrm{x}_{2}, \ldots, \mathrm{x}_{n+k-1}.)$ と

$I=(\underline{1,1,\ldots,1},2,3, \ldots, k)$

$n$ times
を考えたとき $\Pi_{I,F}(S)=\{0,1\}^{n+k-1}$ であることを示す $\mathrm{Q}$

任意の $A=(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{n+k-1})\in\{0,1\}^{n+k-1}$ 力 8

与えられたとする。命題 3 と同様な議論により、ある $\mathrm{w}\in\Re^{n}$ と $b_{1}\leq b_{2}\leq\ldots\leq b_{k-1}$ が存在し、これにより定

義される線形ランキング関数 $f( \mathrm{x})=\min_{r\in Y}\{r:\mathrm{w}\cdot \mathrm{x}-b_{r}<0\}$ により、 So 内においては、対応する $A$ 内の

要素が 1 のときのみ $f’(\mathrm{x})=1$ となり、 $S_{i}=\{\mathrm{x}_{n+i}\}(i>0)$においては、 $f(\mathrm{x}_{n+i})=i+1$ となる。したがって、

$(a_{n+1}, a_{n+2,)}\ldots a_{n+k-1})=(1_{1}1, \ldots, 1)$の場合, $fi,s=$ Alis成 1)立つ. $(a_{n+1},a_{n+2}, \ldots,a_{n+k-1})\neq(0,0,$ $\ldots$ ;

の場合、 関数 $f$ の闘値 $b_{2},$ $b_{3},$
$\ldots,$

$b_{k-1}$. を次のような $b_{2}’,$ $b_{3}’,$
$\ldots,$

$b_{k-1}’$ に変更することにより $ff,s=A$ が成り

立つ。

$b_{i}’=\{$

$b_{i}$ $(a_{n+i-1}=1)$

$b_{i-1}$ $(a_{n+i-1}=0,$ $i< \max\{j$ : $a_{n+j-1}=1\})$

$b_{i+1}$ $(a_{n+i-1}=0,$ $i> \max\{j$ : $a_{n+j-1}=1\})$

($a_{n+1},$ $a_{n+2}$ , ”.
$\rangle$

an+ん-l) $=(0,0,$
$\ldots,$

$0$} の場合 $\text{、}$
数 $f$ の $\mathrm{w}$ を $x_{1}=0$ の面 $1_{\llcorner}’$ $\mathrm{x}\urcorner\backslash$称な方向にし 1 7ffi{直

$b_{2},$ $b_{3},$
$\ldots,$

$b_{k-1}$ をすべて $b_{1}$ にすることにより $f_{I,S}=A$が成り立つ。 口

残念ながら、 $d_{G}(\mathcal{R})$ の明らかでない上界は今のところ求まっていないが、パラメータの数から考えると

$d_{G}(\mathcal{R})\leq n+k-1$ ではないかと予想される。
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4 無疵盾仮説出力アルゴリズムの PAC学習サンプル数
$D$ を $X\mathrm{x}Y$ 上の確率分布とする。 $h:Xarrow Y$ に対し、

$\mathrm{P}\mathrm{r}_{(x,y)\sim D}(h(\mathrm{x})\neq y)<\epsilon$

が成り立つとき、 $h$ を $\epsilon$ 近似仮説であるという。
グラフ次元に関し、 Ben-David らは次のような定理を導いた。

定理 2(Ben-David et al. [1]) $F$ を $X$ 上の $k$ 値関数族とする。 $D$ を $X\mathrm{x}Y$ 上の確率分布で、すべての

$(\mathrm{x}, i)\in X\mathrm{x}Y$ に対して、 $D(\mathrm{i}|\mathrm{x})=1$ または 0が成り立つものとする。 このとき、 ある定数 $c>0$ が存在

し、 任意の $0<\epsilon,$ $\delta<1$ に対し、確率分布のにしたがってランダムに生成された

$m \geq\frac{\mathrm{c}}{\epsilon}(d_{G}(F)\log\frac{1}{\epsilon}+\log\frac{1}{\delta})$ (2)

個の例に無矛盾な $F$ に属する仮説が $\epsilon$ 近 $41^{\backslash }1$仮説である確率は、 $1-\delta$ より大きい。

したがって、 $d_{G}(F_{\mathcal{L}})=\Theta(nk)$ であるから、 $F_{\mathcal{L}}$ の関数を学習する場合、 $k$ と $n$ に関し $O(kn)$ でサンプル

数が増加する。 それに対し $dc(\mathcal{R})=O(n+k)$ の予想が正しければ、 $\mathcal{R}$ に関してサンプル数の増力 uのオー
ダーを $O(n+k)$ に抑えることができる。

5 Prankアルゴリズムのマージンベースの性能評価
$\phi \mathrm{I}\mathrm{J}(\mathrm{x}, y)\in X\mathrm{x}Y$の線形ランキング関数 $f( \mathrm{x})=\min_{r\in Y}\{r:\mathrm{w}\cdot \mathrm{x}-b_{r}<0\}$ に対するマージン $\gamma((\mathrm{x},y),$ $f)$

を以下のように定める。

$\gamma((\mathrm{x}, y),$ $f)= \min\{(\mathrm{w}\cdot \mathrm{x}-b_{r})y_{r}d\mathrm{e}f : r=1,2, \ldots, k-1\}$

ただし、

$(y_{1}, y_{2}, \ldots,y_{k-1})=(\underline{1,1,\ldots,1}, -1, -1, \ldots, -1)$

$(y-1)tim\mathrm{e}s$

とする。 また、 サンプル $S\subseteq X\rangle \mathrm{e}Y$ の線形ランキング関数 $f$ に対するマージン $m(S, f)$ を

$m(S, f)=de[$ $\min\gamma((\mathrm{x}, y),$ $f)$

$(\mathrm{x},y\rangle\in S$

で定義する。

Perceptron アルゴリズム [4] は、線形識別開数をオンライン学習するアルゴリズムである。 Crammer と

Singer[3] は、 Perceptronアルゴリズムの線形ランキング関数版である Prankアルゴリズム $(\mathrm{E}1)$ を考えた。

予測値 $\hat{\{}/$ と実際の値 $y$ との差 $|?\hat{\prime}-y|$ をランキング損失という。 このとき、 Crammer と Singer[3] は以下

の定理が成り立つことを示した。

定理 3(Crammer and Singer [3]) 例のシークエンス $(\mathrm{x}^{1}, y^{1}),$ $(\mathrm{x}^{2},y^{2}),$
$\ldots,$

$(\mathrm{x}^{T},y^{T})$が、この順で与えら

れるとする。 $||(\mathrm{w}^{*}, b_{1}^{*}\dot,b_{2}^{*}, \ldots, b_{k-1}^{*})||=1$を満たすある線形ランキング関数 $f( \mathrm{x}\rangle=\min_{r\in Y}\{r:\mathrm{w}^{*}\cdot \mathrm{x}-b_{r}^{*}<$

$0\}$が存在し、 このシークエンスに含まれる例の集合 $S$ の $f$ に対するマージンが $\gamma>0$ であるとき、 Pmnk
アルゴリズムの累積ランキング損失は、 高々 $(k-1)(R^{2}+1)/\gamma^{2}$ である。ただし、 $R^{2}= \max_{t}||\mathrm{x}^{t}||^{2}=$

$\max_{t}\sum_{i=1}^{n}(x_{\mathrm{i}}^{t})^{2}$ とする。
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初期値 : $\mathrm{w}=0,$ $\mathrm{b}=(b_{1}, b_{2}, \ldots, b_{k-1})=(0,0, \ldots, 0)$ 4. 以下のように $\mathrm{w}$ と $\mathrm{b}$ の更新を行う。

以下の手順を繰り返す。
(a) $\tau=(\tau_{1}, \tau_{2}, \ldots, \tau_{k-1}.)$ を以下のように定

1. $\mathrm{x}\in X$ が与えられる。 める。

2. 予測値 $\hat{y}=\mathrm{n}1\mathrm{i}\mathrm{n}_{r\in Y}\{r : \mathrm{w}\cdot \mathrm{x}-b_{r}<0\}$ を計 $\tau_{r}=\{$

算する。

1 $(\hat{y}\leq r<y)$

-1 $(y\leq r<\hat{y})$

0(otherwize)

(b) $\mathrm{w}$ と $\mathrm{b}$ を次のように更新する。

3. 実際の $4\mathrm{B}\llcorner$

$y$ が与えられる。

$\mathrm{w}$ $arrow$ $\mathrm{w}+(\sum_{r=1}^{k-1}\tau_{r})\mathrm{x}$

$\mathrm{b}$ $arrow$ $\mathrm{b}-\tau$

図 1: Prank アルゴリズム

定理 3 は、 Perceptron アルゴリズムに関する Novikoffの定理 [6] の拡張になっている。 この定理を拡張

することにより、与えられた例の集合 $S$ に関して、 $m(S, f)<0$ となる線形ランキング関数 $f$ に対する累

積ランキング損失の上界も導ける。

定理 4 例のシークエンス $(\mathrm{x}^{1}, y^{1}),$
$\ldots,$

$(\mathrm{x}^{T}, y^{T})$ が、 この順で与えられるとする。 $||(\mathrm{w}^{*}, b_{1\}}^{*}b_{2}^{*}, \ldots, b_{k-1}^{*})||=1$

を満たすある線形ランキング関数 $f( \mathrm{x})=\min_{r\in Y}\{r:\mathrm{w}^{*}\cdot \mathrm{x}-b_{r}^{*}<0\}$ に $\urcorner \mathrm{x}\backslash$し、 このシークエンスに含まれ

る例の集合を $S$ とし、 $y^{t}$ を $f(\mathrm{x}^{t})$ に変更した集合 $S’=\{(\mathrm{x}^{1}, f(\mathrm{x}^{1}\rangle), \ldots, (\mathrm{x}^{T}, f(\mathrm{x}^{T}))\}$ を考える。 $S$ を $f$ で

予測した場合の累積ランキング損失 $\sum_{t=1}^{T}|f(\mathrm{x}^{t})-y^{t}|$ を $L$ とする。 S宝対する $f$ のマージンが $\gamma>0$ で

あるとき $2_{\backslash }$ Prank アルゴリズムの累積ランキング損失は、高々 $(k-1)(R^{2}+1)/\gamma^{2}+2L(1+\sqrt{R^{2}+1}/\gamma)$

である。 ただし、 $R^{2}= \max_{t}||\mathrm{x}^{t}||^{2}=\max_{\ell}\sum_{i=1}^{n}(x\mathrm{z})^{2}$ とする。

(証明) $\mathrm{b}^{*}=(b_{1}^{*}, b_{2}^{*}, \ldots, b_{k-1}^{*})$ とする。 $\mathrm{v}^{*}=(\mathrm{w}^{*}, \mathrm{b}^{*})$ とおく。 また、 Prank アルゴリズムにおいて、例

$(\mathrm{x}^{\mathrm{f}}, y^{t})$ に対する処理を行うときの更新前の $\mathrm{v}=(\mathrm{w},\mathrm{b})$ 及び $\tau$ を、 それぞれ $\mathrm{v}^{t}=(\mathrm{w}^{t}, \mathrm{b}^{t})$ 及び $\tau^{t}.\text{と}$ おく。

このとき、

$\mathrm{v}^{*}\cdot \mathrm{v}^{t+1}=\mathrm{v}^{*}\cdot \mathrm{v}^{t}+\sum_{\tau=1}^{k-1}\tau_{r}^{t}(\mathrm{w}^{*}\cdot \mathrm{x}^{t}-b_{r}^{*})$ (3)

が成り立つ。

$\mathrm{y}^{t}=(y_{1}^{t}, \ldots, y_{k-1}^{t})=(\underline{1,\ldots,1} , -1, \ldots, -1)_{\backslash }$
$\mathrm{y}^{*}=(y_{1}^{*}, \ldots,y_{k-1}^{*})=$

$( \underline{1,\ldots,} 1 , -1, \ldots-j1)$

$(y^{\mathrm{t}}-1)\ell ime\mathit{8}$
$(f(\mathrm{x}^{t}\}-1)tim\mathrm{e}s$.

とする。 $(\mathrm{x}^{t},y^{t})\}_{\llcorner x\gamma\backslash }^{arrow}$する $f$ のランキング損失を $h^{t}$ とおくと、 2 つのべ $\text{ク}$ }$\backslash$ ノレ $\mathrm{y}^{t}$ と $\mathrm{y}^{*}$ で値が異な $\text{る}..\text{要}$素

の数は $h^{i}$ である。式 (3) の右辺の第 2項に関して、 $\tau_{r}^{t}\neq 0$ であれば $y_{r}^{t}=\tau_{r}^{t}$ であり、 $y_{r}^{*}(\mathrm{w}^{*}\cdot \mathrm{x}^{t}-b_{r}^{*})\geq\gamma$

であるので、 $\phi \mathrm{I}\mathrm{J}(\mathrm{x}^{t}, y^{t})$ に対する Prank アルゴリズムのランキング損失を $n^{t}$ とすれ{f、

$\sum_{r=1}^{--}\tau_{r}^{t}(\mathrm{w}^{*} . \mathrm{x}^{t}-b_{r}^{*})$
$=$

$\tau^{\mathrm{t}},\neq 0,\mathrm{t}/_{\wedge}=y^{*},\sum_{\mathrm{t}}y_{r}^{*}(\mathrm{w}^{*}\cdot \mathrm{x}^{t}-b_{r}^{*})+\sum_{\tau_{r}^{t}\neq 0,y^{\mathrm{t}},\neq y^{*},}y_{r}^{t}(\mathrm{w}^{*}\cdot \mathrm{x}^{t}-b_{r}^{*})$

$\overline{r=1}$
$\tau_{r}^{\mathrm{t}}\neq 0,y_{r}^{\mathrm{t}}=y_{r}^{2}$

$\tau_{r}^{t}\neq 0,y_{r}^{\mathrm{t}}\neq y^{*}$,

$2S’$ \Phi 定義より $\gamma\geq 0$ は常に成り立 $\sim 2_{\alpha}$
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$\geq$ $(n_{t}-h_{t})\gamma-$ $\sum$ $|\mathrm{w}^{*}.$ $\mathrm{x}^{t}-b_{r}^{*}|$

$\tau_{r}^{\mathrm{t}}\neq 0,y_{f}^{\mathrm{t}}\neq y_{f}$
.

$=$ $(n_{t}-h_{t})\gamma-$ $\sum$ $|\mathrm{v}^{*}\cdot(\mathrm{x}^{t}, -1_{r})|$

$\tau_{f}^{t}\neq 0,|J_{r}^{\mathrm{t}}\neq v_{r}^{*}$

$\geq$ $(n_{t}-h_{t})\gamma-$ $\sum$ $||\mathrm{v}^{*}||||(\mathrm{x}^{\ell}, -1_{r})||$

$.r_{r}^{\mathrm{t}}\neq 0,y_{r}^{t}\neq y_{\tau}^{*}$

$\geq$ $(n^{t}-h^{t})\gamma-h_{t}\sqrt{R^{2}+1}$ (4)

ただし、 $1_{r}$ は第 $r$ 成分のみ 1 でその他は 0 の $(k-1)$ 次元ベクトルを表すものとする。
式 (3) と式 (4) より、

$\mathrm{v}^{*}.$ $\mathrm{v}^{T+1}\geq\gamma\sum_{t=1}^{T}(n^{\mathrm{f}}-h^{t})-\sqrt{R^{2}+1}\sum_{\mathrm{t}=1}^{T}h_{l}=\gamma.\sum_{t=1}^{T}n_{t}-L(\gamma+\sqrt{R^{2}+1})$

よって

$||\mathrm{v}^{T}||^{2}=||\mathrm{v}^{T}||^{2}||\mathrm{v}^{*}||^{2}\geq(\mathrm{v}^{T}\cdot \mathrm{v}^{*})^{2}$ $\geq$
$( \gamma\sum_{t=1}^{T}n_{t}-L(\gamma+\sqrt{R^{2}+1}))^{2}$

$\geq$ $\gamma^{2}(\sum_{t=1}^{T}n^{\mathrm{t}})^{2}-2L\gamma(\gamma+\sqrt{R^{2}+1})\sum_{t=1}^{T}n^{l}$ (5)

Crammer と Singer の定理 3 の証明にあるように、

$|| \mathrm{v}^{T+1}||^{2}\leq(R^{2}(k-1)+1)\sum_{\iota=1}^{T}n^{\mathrm{t}}$ (6)

式 (5) と式 (6) より
$\sum_{t=1}^{T}n^{t}\leq\frac{(\ -1)(R^{2}+1)}{\gamma^{2}}+2L(1+ \frac{\sqrt{R^{2}+1}}{\gamma})$

が成り立つ。 $\square$
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