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バナッハ空間の凸性と $\psi$-直和について

新潟大自然科学 三谷 健一 (Ken-ichi Mitani)
新潟大理 斎藤 吉助 (Kichi-Suke Saito)

1 序文

バナッハ空間の幾何学の構造研究は 1930年代の Clarkson[4] による一様凸性
の導入が発端とされる.

定義 1J([4]). バナッハ空間 $X$ が一様凸であるとは, 任意の $\epsilon(0<\epsilon\leq 2.)$ に

対して $0<\delta<1$ が定まり, $||x||\leq 1,$ $||y||\leq 1,$ $||x-y||\geq\epsilon$ を満たす $X$ の任

意の元 $x,$ \sim こ対して,

$|| \frac{x+y}{2}||\leq 1-\delta$

が成り立つことである.

この中で Clarkson は $L_{\mathrm{p}}$ 空間の一様眠性を示した. さらに, バナッハ空間上
の中線定理の成立たなさを定量的に考え, 次の von Neumann-Jordan 定数を導
入した.

定義 12. $X$ をバナッハ空間とする. このとき,

$\frac{1}{C}\leq\frac{||x+y||^{2}+||x-y||^{2}}{2(||x||^{2}+||y||^{2})}\leq C$ $\forall(x, y)\neq(0,0)$

をみたす $C$の最小値を $X$ の von Neumann-Jordan定数 $C_{\mathrm{N}\mathrm{J}}(X)$ と言う.

このような幾何学的性質の多くはその空間のノルム (距離) に依存し, 例え

有限次元空間であってもノルムによって, 性質が大いに異なる. 例えば, 平面

(2 次元) において, 単位球を考えると通常, 円形になるが, $\ell_{1}$ , \ell 。ノルムの場合,
球が真四角やダイヤのような形になるように, 同じ空間であってもノルムを変
えてしまうと球の形状がかなり変化する. 他にも, 単位球が常に丸いという意
味を持つ狭義凸性や単位球が真四角であるかどうかを表す一様 non-squareness
など, 今までに多くの幾何学的概念が導入され, $L_{p}$ 空間などの古典的なバナッ

ハ空間について調べられている。
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また最近、 $\mathbb{C}^{n}$ 上の absolute ノルムにおいて、そのノルムの性質や幾何学
的性質に関する結果が $\mathfrak{F}$ られている. 実際, 斎藤加藤.高橋 $[14, 15]$ は, $\mathbb{C}^{2}$ 上

の absolute norm における von Neumann-Jordan 定数を計算し, また $\mathbb{C}^{n}$ 上の

absolute norm をある導関数で特徴づけ, 狭義法性を調べている. また, それに

関連して, $\ell_{p}$ 直和空間を一般化した空問として $\psi$ 直和空間が導入され, その空

間においての幾何学的性質について研究されている ([7, 13, 10, 12, 17]).
本論文では, 狭義凸性, 一様凸性の幾何学的性質を持つバナッハ空間におい

て, よく知られている不等式を \psi \psi 直和を用いて新たな関係する不等式を与え
る. さらに一様 non-square 性の幾何学的性質についても, 高橋\psi 加藤 [16] が与
えた Little-Wood行列のノルムによる評価についても \psi \psi 直和の概念を使って考
察する.

2 バナツハ空間の幾何学的概念

準備として, ここでは幾つかの幾何学的性質を挙げる.

定義 2.1. バナッハ空間 $X$ が狭義凸であるとは, 任意の $||x||=||y||=1,$ $x\neq y$

なる $x,$ $y\in X$ に対して

$|| \frac{x+y}{2}||<1$

が成り立つときをいう.

命題 22([1]). $X$ をバナッハ空間とする. このとき次は同値
$(\mathrm{i})X$ が狭義凸である
$(\mathrm{i}\mathrm{i})x,$ $y(\in X)$ が colinear (i.e. $\exists\alpha>0$ : $x=\alpha y$) でないならば

$||x+y||<||x||+||y||$

である.

定義 23. バナッハ空間 $X$ が一様凸であるとは, 任意の $\epsilon(0<\epsilon\leq 2)$ に対し

て $0<\delta<1$ が定まり, $||x||=||y||=1,$ $||x-y||\geq\epsilon$ を満たす $X$ の任意の元
$x,$ $y$ に対して

$|| \frac{x+y}{2}||\leq 1-\delta$

が成り立つことである.

定義から一様凸ならば狭義凸であることが容易にわかる,
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定義 24. $X$ をバナッハ空間とする. $X^{*}$ を $X$ の共役空間とし, $x\in X,$ $x\neq 0$

とするとき, $\alpha\in X^{*}$ が $x$ の norming functionalであるとは
$||\alpha||=$ $1,$ $\langle\alpha,x\rangle=||x||$

を満たす時をいう.

ここで $D(X,x)$ を $X$ における $x$ の norming functional 全体とする.

定義 25. バナッハ空間 $X$ が smoothであるとは, 任意の $x\in X,$ $x\neq 0$ に対し

て, $x$ の norming functionalが一意に存在する時をいう. 即ち $\# D(X, x)=1$

であるときをいう.

定義 26. バナッハ空聞 $X$ が一様 non-squareであるとは, ある $\epsilon,$
$\delta>0$ が存在

して $||x-y||\geq\epsilon,$ $||x||\leq 1,$ $||y||\leq 1,$ $x,$ $y\in X$ ならば

$|| \frac{x+y}{2}||\leq 1-\delta$

であるときをいう.

定義から, 一様凸な空間は一様 non-square であることは明らか.

命題 27. バナッハ空間 $X$ が一様 non-squareであることと, ある $\delta>0$ が存在

して $||x-y||>2(1-\delta),$ $||x||\leq 1,$ $||y||\leq 1,$ $x,$ $y\in X$ ならば

$|| \frac{x+y}{2}||\leq 1-\delta$

であることは同値.

3 Absolute $J$ ルムと \psi -直和
定義 31. $||\cdot||$ を $\mathbb{C}^{2}$ 上のノルムとする.

(i) $||\cdot||\mathrm{B}_{\grave{\grave{1}}}$ absolute であるとは $||(x_{1}, x_{2})||=||(|x_{1}|, |x_{2}|)||$ $(\forall x_{1}, x_{2}\in \mathbb{C})$ が成

り立つときをいう.

(ii) $||\cdot||\mathrm{B}_{1}^{\theta}$ normalized であるとは $||(1,0)||=||(0,1)||=1$ のときを $1_{\sqrt}\mathrm{a}$ う.

例えば $\ell_{p}$-norms $||\cdot||_{p}$ は absolute normalized である;

$||(x_{1}, x_{2})||_{p}=\{$

$(|x_{1}|^{p}+|x_{2}|^{p})^{1/\mathrm{p}}$ if $1\leq p<\infty$ ,

$\max(|x_{1}|, |x_{2}|)$ if $p=\infty$ .

$AN_{2}$ を $\mathbb{C}^{2}$ 上の absolute normalized ノルム全体とする.
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補題 32. 任意の $||\cdot||\in AN_{2}$ に対して

$||\cdot||_{\infty}\leq||\cdot||\leq||\cdot||_{1}$ .

実際任意の $x_{1},$
$x_{2}\in \mathbb{C}$ に対して

$||(x_{1}, x_{2})||_{\infty}= \max\{||(x_{1},0)||, ||(0, x_{2})||\}$

$= \frac{1}{2}\max${ $||$ ($x_{1}$ , x2)+(xb-X2)旧 $||(x_{1},$ $x_{2})+(-x_{1},$ $x_{2})||$ }

$\leq\frac{1}{2}\max\{||(x_{1}, x_{2})||+||(x_{1}, -x_{2})||, ||(x_{1}, x_{2})||+||(-x_{1}, x_{2})||\}$

$=||(x_{1}, x_{2})||$

$\leq||(x_{1},0)||+||(0, x_{2})||$

$=$ $||(x_{1}, x_{2})||_{1}$ .

任意の $||\cdot||\in AN_{2}$ とする. 任意の $0\leq t\leq 1$ に対して

$\psi(t)=||(1-t, t)||$ (1)

とおくと, $\psi$ は $[0,1]$ 上の凸関数で $\psi(0)=\psi(1)=1$ かつ $\max\{1-t, t\}\leq\psi(t)\leq$

$1(0\leq t\leq 1)$ をみたす. そこでこのような関数の全体を $\Psi_{2}$ とおく. このとき

定理 33([3], cf. [14]). $AN_{2}$ と $\Psi_{2}$ は (1) の対応で 1 対 1 に対応する. 即ち,
任意の $\psi\in\Psi_{2}$ に対して

$||(x_{1}, x_{2})||\psi=\{$

$(|x_{1}|+|x_{2}|) \psi(\frac{|x_{2}|}{|x_{1}|+|x_{2}|})$ $((x_{1}, x_{2})\neq(0,0))$ ,

0 $((x_{1}, x_{2})=(0, \mathrm{O}))$

と定義すると $||\cdot||_{\psi}\in AN_{2}$ かつ (1) をみたす.

例えばらノルムに対応する凸関数は $\psi_{p}(t)=\{(1-t)^{p}+t^{p}\}^{1/p}$で与えられる,

またらノルム以外に多くの absolute normalized なノルムが沢山あることが分
かる. さらに, バナッハ空間 $X,$ $Y$ において, その直和空間上に

$||(x, y)||_{\psi}=||(||x||, ||y||)||\psi(x\in X, y\in Y)$

を導入する. この空間を \psi \psi 直和空間といい, $X\oplus_{\psi}Y$ とかく. これは 4pp直和の
拡張である. 即ち,



例 34. $1\leq p\leq\infty$ とする. このとき $X\oplus_{\psi_{p}}Y=X\oplus_{p}$ Y.

例 3.5. $1\leq q<p\leq\infty,$ $2^{1/p-1/q}<\lambda<1$ とする. また $\psi_{p,q,\lambda}=\max\{\psi_{p}, \lambda\psi_{q}\}\in$

$\Psi_{2}$ とおく, このとき $X\oplus_{\psi_{p,q,\lambda}}Y$ のノルムは

$||(x, y)||_{\psi_{\mathrm{p},q,\lambda}}= \max\{||(x, y)||_{p}, \lambda||(x, y)||_{q}\}$

と与えられる.

例 3.6. $1/2\leq\alpha\leq 1$ とする.

$\psi_{\alpha}(t)=\{$

$\frac{\alpha-1}{\alpha}t+1$ if $0\leq t\leq\alpha$ ,

$t$ if $\alpha\leq t\leq 1$ .

このとき $\psi_{\alpha}.\in\Psi_{2}$ であり, $X\oplus_{\psi_{\alpha}}Y$ のノルムは

$||(x, y)||_{\psi_{\alpha}}= \max\{||x||+(2-\frac{1}{\alpha})||y||, ||y||\}$ .

と与えられる.

命題 37([7, 8, 10, 13, 17]). $\psi\in\Psi_{2}$ とし, また $X,$ $Y$ をバナッハ空間とす

る. このとき

(i) $X\oplus_{\psi}Y$ が狭義凸であることと $X,$ $Y$ が狭義凸かつ $\psi$ が関数として狭義凸

であることは同値.

(ii) $X\oplus_{\psi}Y$ が一様凸であることと $X,$ $Y$ が一様凸かつ $\psi$ が関数として狭義凸

であることは同値.

(iii) $X\oplus_{\psi}Y$ が smooth であることと $X,$ $Y$ が smoothかつ $\varphi$ が関数として $\mathbb{R}$ 上

で微分可能であることは同値. ここで、

$\varphi(t)=\{$

$1-t$ , if $t<0$ ,
$\psi(t)$ , if $0\leq t\leq 1$ ,
$t$ , if $t>1$ .

(iv) $X\oplus_{\psi}Y$ が一様 non-square であることと $X,$ $Y$ が一様 non-square かつ
$\psi\neq\psi_{1}$ , \psi 。であることは同値.
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4 主結果

初めに, 次の狭義凸性に関する特徴づけを考える.

命題 41([1]). $X$ をバナッハ空間とし, $1<p<\infty$ とする. このとき $X$ が狭

義凸であることと任意の $x,$ $y\in X(x\neq y)$ に対して

$|| \frac{x+y}{2}||^{p}<\frac{1}{2}(||x||^{p}+||y||^{p})$

であることは同値である.

定理 42. $\psi\in$ 重 2 とし, $\psi$ が唯一の最小点 t。を持つとする. このとき次は同値
である.

(i) バナツハ空間 $X$ が狭義凸である.
(ii) 任意の $x,$ $y\in X(x\neq y)$ に対して

$||(1-t_{0})x+t_{0}y||< \frac{1}{\psi(t_{0})}||((1-t_{0})x, t_{0}y)||_{\psi}$ (2)

である,

証明. $X$ が狭義凸と仮定する. $t\neq t_{0}$ ならば $\psi(t)>\psi(t_{0})$ より $0<t_{0}<1$ . も

し $x,$ $y$ が colinear でないならば

$||(1-t_{0})x+t_{0}y||$ $<$ $||(1-t_{0})x||+||t_{0}y||$

$=$ $||((1-t_{0})x, t_{0}y)||_{1}$

$\leq$ $\max_{0\leq t\leq 1}\frac{\psi_{1}(t)}{\psi(t)}||_{\backslash }^{(}(1-t_{0})x_{1}t_{0}y)||_{\psi}$

$=$
$\frac{1}{\min_{0\leq t\leq 1}\psi(t)}||((1-t_{0})x, t_{0}y)||_{\psi}$

$=$ $\frac{1}{\psi(t_{0})}||((1-t_{0})x, t_{0}y)||_{\psi}$ .

もし $x,$ $y$ が colinear ならば, ある $\alpha(\alpha>0)$ が存在して $(1-t_{0})x=\alpha t_{0}y$ . $x\neq y$

より $1/(\alpha+1)\neq t_{0}$ . よって

$\psi(1/(\alpha+1))>\psi(t_{0})$ .
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また

$||(1-t_{0})x+t_{0}y||$ $=$ $||\alpha t_{0}y+t_{0}y||$

$=t_{0}(\alpha+1)||y||$

$<$ $\frac{t_{0}}{\psi(t_{0})}(\alpha+1)\mathrm{s}l’(\frac{1}{\alpha+1})||y||$

$=$ $\frac{1}{\psi(t_{0})}||(\alpha t_{0}||y||, t_{0}||y||)||_{\psi}$

$=$ $\frac{1}{\psi(t_{0})}||((1-t_{0})x, t_{0}y)||_{\psi}$ .

従って (2) が言える.
逆に (2) が任意の $x,$ $y\in X(x\neq y)$ で成り立つとする. 各 $x,$ $y\in S_{X}(x\neq y)$

に対して

$||(1-t_{0})x+t_{0}y||$ $<$ $\frac{1}{\psi(t_{0})}||((1-t_{0})||x||, t_{0}||y||)||_{\psi}$

$=$ $\frac{1}{\psi(t_{0})}||(1-t_{0}, t_{0})||_{\psi}=1$ .

従って $X$ は狭義凸. (証明終)

例 36 の関数 \psi 。を上の定理に適用すると次が得られる.

系 43. $1/2\leq\alpha<1$ とおく. このときバナッハ空間 $X$ は狭義凸であることと,

任意の $x,$ $y\in X(x\neq y)$ に対して

$||(1- \alpha)x+\alpha y||<\frac{1}{\alpha}\max\{(1-\alpha)||x||+\langle 2\alpha-1)||y||, \alpha||y||\}$ .

は同値である.

さらに一様凸性についても \psi \psi 直和で特徴付けられる.

命題 44([1]). $X$ をバナッハ空間とし, $1<p<\infty$ とする. このとき $X$ が

一様凸であることと, 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\delta_{p}(\epsilon)>0$ が存在し $||x-y||\geq$

$\epsilon,$ $||x||\leq 1,$ $||y||\leq 1,$ $x,$ $y\in X$ ならば

$|| \frac{x+y}{2}||^{p}\leq(1-\delta_{p}(\epsilon))\frac{||x||^{p}+||y||^{p}}{2}$

が成り立つことは同値である.
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定理 45. $\psi\in\Psi_{2}$ とし, $\psi$ が唯一の最小点 t。を持つとする. このとき次は同値
である,

(i) バナッハ空間 $X$ が一様凸である.

(ii) 任意の $\epsilon>0$ に対して, ある $\delta>0$ が存在し $||x-y||\geq\epsilon,$ $||x||\leq 1,$ $||y||\leq$

$1,$ $x,$ $y\in X$ ならば

$||(1-t_{0})x+t_{0}y|| \leq(1-\delta)\frac{1}{\psi(t_{0})}||((1-t_{0})x, t_{0}y)||_{\psi}$ . (3)

である.

最後に一様 nonsquareness を考える. 高橋-加藤 [16] は Little-Wood行列を使
い, 次のように一様 nonsquareness を特徴付けた.

命題 46(高橋-加藤 [16]). バナッハ空間 $X$ において次は同値.

(i) $X$ が一様 non-square.
(ii) ある $\delta>0$ が存在して,

$||x-y||\geq 2(1-\delta),$ $||x||\leq 1,$ $||y||\leq 1,$ $x,$ $y\in X$

ならば

$|| \frac{x+y}{2}||^{p}\leq(1-\delta)\frac{||x||^{p}+||y||^{p}}{2}$.

(iii) ある $\delta>0$ が存在して, 任意の $x,$ $y\in X$ に対して,

$|| \frac{x+y}{2}||p +|| \frac{x-y}{2}||^{p}\leq(2-\delta)\frac{||x||^{p}+||y||^{p}}{2}$ .

(iv) 任意の (resp. ある) $p(1<p<\infty)$ に対して,

$||A:\ell_{p}^{2}(X)arrow\ell_{p}^{2}(X)||<2$ .

(v) 任意の (resp. ある) $r$ と $s(1<r\leq\infty, 1\leq s<\infty, 1/r+1/r’=1)$ に対

して

$||A$ : $\ell_{r}^{2}(X)arrow\ell_{s}^{2}(X)||<2^{1/r’+1/s}$ ,

が成り立つ. ここで

$A=(\begin{array}{l}111-1\end{array})$ (Little-Wood行列)

また $\ell_{p}^{2}(X)=X\oplus_{p}X$ .
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我々は \psi \psi 直和を使って上の結果を拡張した.

定理 47. $\psi,$ $\phi\in\Psi_{2}$ とする. また $\phi\neq\psi_{\infty}$ であり $\psi$ は唯一の最小点 t。をもっ
とする. このときバナッハ空間 $X$ に対して次は同値

(i) $X$ は一様 non-square.
(ii) ある $\delta(0<\delta<1)$ が存在して, 任意の $x,$ $y\in X$ に対して,

$||((1-t_{0})x+t_{0}y, (1-t_{0})x-t_{0}y)||_{\phi}$

$\leq 2\frac{\phi(1/2)}{\psi(t_{0})}(1-\delta)||((1-t_{0})x, t_{0}y)||_{\psi}$.

(iii)

$||A:X \oplus_{\psi}Xarrow X\oplus_{\phi}X||<2\frac{\phi(1/2)}{\psi(t_{0})}$.
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