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Permanence of irreducible structured
population models and instability of the origin

既約な構造化人口モデルのパーマネンスと原点の不安定性

九州大学大学院数理学研究院 今 隆助 (Ryusuke Kon )
Faculty of Mathematics, Kyushu University

平成 17 年 2 月 17

1 導入

本研究ではなんらかの構造を持つ個体群の存続可能性について研究する. 以下の 2
つの数理モデルは構造化人ロモデルの例である :

$\{$

$i$
$=$ $\beta(l, a)a-\mu(l, a)l-f(l, a)l$ ,

$\dot{a}$ $=$ $f(l, a)t-\alpha(l, a)a$ .
(1)

$\dot{x}_{i}=g_{i}(x_{i})x_{i}+\sum_{j=1}^{n}(\mu_{ij^{X}j}-\mu ji^{X_{i})},$ $i=1,2$ , $\ldots,$
$n$ . (2)

ただし, $\beta,$
$\mu,$ $f,$ $\alpha$ : $\mathbb{R}_{+}^{2}arrow(0, +\infty)$ 及び $gi$ : $\mathbb{R}_{+}arrow(0, +\infty)$ は連続的微分可能な関数

であり, $\mu ij>0$ は正の定数である. 方程式 (1) は単一種からなる生物の個体群動態を
幼生と成体に分けて考えた発育段階構造モデルであり, $l$ と $a$ はそれぞれ幼生と成体
の個体群密度である. 一方, 方程式 (2) はパッチ状の生息域に生息する単一種の個体
群動態を扱った空間構造モデルであり, $x$: はパッチ $i$ の個体群密度である. これら 2
つの構造化人ロモデルのほかにも, 年齢構造, 性構造, 行動構造など様々な構造を組
み込んだ人ロモデル (個体群モデル) が提案されている.
本研究では, 上の 2 つの数理モデルを $n$ 次元常微分方程式

$\dot{\mathrm{x}}=A(\mathrm{x})\mathrm{x}$ , (3)

の特殊な場合として捉え, 構造を持つ個体群の存続可能性について考える. だたし,
ここで $\mathrm{x}=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})$ であり, $A(\mathrm{x})=(a_{ij}(\mathrm{x}))$ は $n\mathrm{x}n$ 行列値関数である. $x$ :
は, (1hこおいては $\mathrm{i}$ 番目の発育段階の個体群密度であり, (2) においては $i$ 番目のパッ
チの個体群密度であった. 以下では, 発育段階やパッチを一般的にクラスと呼ぶ.

2 存続可能性

構造化人ロモデルにおいて個体群の存続可能性を評価する方法は 2種類考えられる.
1 つは個体群を構成する全クラスの個体群密度の和 (総個体群密度) を評価する方法
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であり, もう 1 つは各クラスの個体群密度を評価する方法である. 総個体群密度によっ
て評価する個体群の存続性は次のように定義される :
定義 1 ( $\mathrm{p}-$ パーマネンス)

系 (3) は散逸的で, 初期値に依存しない定数 $\delta>0$ が存在して, 任意の初期値
$\mathrm{x}(0)\in \mathbb{R}_{+}^{n}$ に対して解 $\{\mathrm{x}(t)\}_{t\geq 0}$ が

$\lim_{tarrow}\inf_{\infty}\sum xi(t)n\geq\delta$

$i=1$

を満たすとき, $\mathrm{P}$

- パーマネンスといわれる.

この定義から, 系が $\mathrm{p}$

- パーマネンスであるとき, 総個体群密度は十分時間が経過し

た後ある正の値 $\delta$ より常に大きくなることが保証される (系が散逸的であることに注

意). しかし, 系が $\mathrm{p}$

- パーマネンスであっても一部のクラスの個体群密度 $xi$ がゼロ

に近づく可能性は残っている. そこで, 各クラスの個体群密度によって評価する個体
群の存続性を次のように定義する :
定義2( $\mathrm{c}-$ パーマネンス)

系 (3) は散逸的で, 初期値に依存しない定数 $\delta>0$ が存在して, 任意の初期値

$\mathrm{x}(0)\in \mathbb{R}_{+}^{n}$ に対して解 $\{\mathrm{x}(t)\}_{t\geq 0}$ が

$\lim_{tarrow}\inf_{\infty}\prod_{i=1}^{n}x_{i}(t)\geq\delta$

を満たすとき, $\mathrm{c}-$ パーマネンスといわれる.

この定義から, 系が $\mathrm{c}-$ パーマネンスであるとき, 各クラスの個体群密度は十分時間
が経過した後ある正の値 $\delta$ より常に大きくなることが保証される. $\mathrm{c}-$ パーマネンス

であれば $\mathrm{p}-$ パーマネンスであるが, その逆は成り立たない.

具体的な構造化人ロモデル (1) と (2) の $\mathrm{c}$

- パーマネンスについてはすでに研究され

ており, 方程式が散逸的なとき次の結果が知られている ([7, 9] 参照) :

原点が (ヤコビ行列が実部正の固有値を持つという意味で) 不安定ならば方程

式 (1) および (2) は $\mathrm{c}-$ パーマネンスである.

パーマネンスの定義から分かるように, 原点が安定な場合, 各方程式は $\mathrm{p}-$ パーマネ

ンスでも $\mathrm{c}$

- パーマネンスでもない. そのため, 散逸的であるという仮定の下では,

方程式 (1) と (2) の個体群の存続可能性は原点の安定性によって決定される. 以下では,

具体的な構造化人ロモデル (1) および (2) を特殊な場合として含む方程式 (3) について

今回得られた結果を述べる.
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3 結果

方程式 (3) に対して次のことを仮定する :

(HO) : 活錘 $\mathbb{R}_{+}^{n}$ は正不変である.

(H1) : 関数 $a_{ij}$ : $\mathbb{R}_{+}^{\tau\iota}arrow \mathbb{R}$は連続的微分可能である.

(H2) : 系 (3) は散逸的である.

仮定 (HO) は個体群密度が負にならないことを保証している. 仮定 (H1) は系 (3) の解

が-億であり初期値に対して連続性があることを保証している. 仮定 (H2) は個体群
密度が無制限に増加しないことを保証している.
定理 1

$(\mathrm{H}\mathrm{O})-(\mathrm{H}2)$ を仮定する. $A(0)$ は既約な指数的非負行列であると仮定する. このと

き, 原点が不安定なら方程式 (3) は $\mathrm{p}-$ パーマネンスである.

(証明の概略) 仮定 (H2) から系 (3) は散逸的であるから, ある正不変なコンパクト集
合 $X_{p}\subset \mathbb{R}_{+}^{n}$ が存在して任意の $\mathrm{x}\in \mathbb{R}_{+}^{n}$ に対して $\gamma^{+}(\mathrm{x})\cap X_{p}\neq\emptyset$ が成り立つ.
いま $A(0)$ は既約な指数的非負行列であるから, $e^{A(0)}$ ま正行列となる. この正行

列に対して Perron-Frobenius の定理を適用すると, $A(\mathrm{O})$ の任意の固有値 $\mu$ に対して
${\rm Re}\mu\leq\lambda$ が成り立つという意味で優占な固有値 $\lambda\in \mathbb{R}$ が存在する. さらに, $A(0)$ は

$A(0)^{\mathrm{T}}\mathrm{w}=\lambda \mathrm{w}$ を満たす正の左固有ベクトル $\mathrm{w}>0$ を持つ.
このとき, 関数 $P(\mathrm{x})=\mathrm{w}^{\mathrm{T}}\mathrm{x}$ が原点に対する平均リアプノフ関数になっていること

が確認でき, 原点が一様リペラー, つまり系が $\mathrm{p}$

- パーマネンスであることが示せる.

口

行列 $A(\mathrm{x})$ に対してさらに仮定を加えると, 次のように系は $\mathrm{c}$
-パーマネンスになる.

定理 2

(H1) と (H2) を仮定する. $A(\mathrm{x})$ が任意の $\mathrm{X}\in \mathrm{b}\mathrm{d}\mathbb{R}_{+}^{n}$ に対して既約な指数的非負行
列であると仮定する. このとき, 系 (3) が $\mathrm{c}$

- パーマネンスになるための必要十分

条件は系 (3) が $\mathrm{p}-$ パーマネンスであることである.

(証明の概略) $x_{i}=0$ かつ $\mathrm{x}\in \mathbb{R}_{+}^{n}$ のとき常に $\sum_{j=1}^{n}a_{ij}(\mathrm{x})xj\geq 0$であるから, Propo-
sition B.7[8] を適用すると正錘 $\mathbb{R}_{+}^{n}$ は正不変であることが分かる. すなわち, 仮定
(HO) が成り立つ.
系は $\mathrm{p}-$ パーマネンスであるから, ある正不変なコンパクト集合 $X_{c}\subset X_{p}\backslash O$ が存

在して任意の $\mathrm{x}\in X_{p}\backslash O$ に対して $\gamma^{+}(\mathrm{x})\cap X_{\mathrm{c}}\neq\emptyset$が成り立つ.
X。上の解に着目し, $S_{c}:=X_{c}\cap \mathrm{b}\mathrm{d}\mathbb{R}_{+}^{n}$ が一様リペラーであることを示す. 系 (3) は
次のように書くことができる :

$\mathrm{x}(t+h)=h\{(\frac{1}{h}I+A(\mathrm{x}(t)))\mathrm{x}(t)+\mathrm{o}(h)\}$ .
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ここで $I$ は単位行列であり, $harrow \mathrm{O}$ なら $\mathrm{o}(h)arrow 0$ である. いま $\mathrm{x}(t)\in S_{\mathrm{C}}$ とする. $A(\mathrm{x})$

は既約な指数的非負行列だから, 十分小さな $h>0$ に対して $(1/h)I+A(\mathrm{x}(t))$ は既約な

非負行列となる. ゆえに $0<h<h_{+}$ なら $((1/h)I+A(\mathrm{x}(t)))\mathrm{x}(t)+\mathrm{o}(h)\in X_{\mathrm{C}}\backslash S_{\mathcal{L}}$ とな

るような $h+>0$ が存在する. つまり, 任意の $T\in(t, t+h+)$ に対して $\mathrm{x}(T)\in X_{\mathrm{C}}\backslash S_{C}$

となる. 同様にして, 任意の $T\in(t-h_{-}, t)$ に対して $\mathrm{x}(T)\not\in \mathbb{R}_{+}^{n}$ となるような

$h_{-}>0$ が存在することが分かる. これらの結果は X。\5。が正不変であり, x\in S。な
ら $\gamma^{+}(\mathrm{x})\cap X_{\mathcal{L}}\backslash S_{\mathrm{C}}\neq\emptyset$ であることを意味する. よって Corollary 1[5] を適用すると,

S。が一様りペラーであることが示せる. すなわち, 系 (3) は $\mathrm{c}$

- パーマネンスである.

系 (3) が $\mathrm{p}-$ パーマネンスでないなら, 明らかに $\mathrm{c}-$ パーマネンスではない.

口

4 考察

方程式 (1) と (2) が仮定 (H1) を満たしていることは明らかである. 仮定 (H2) につ

いては, 関数 $\beta,$
$\mu,$ $f,$ $\alpha,$ $g_{i}$ に依存することが分かる. さらに, 方程式 (1) と (2) の行列

$A(\mathrm{x})$ は任意の $\mathrm{x}\in \mathrm{b}\mathrm{e}1\mathbb{R}_{+}^{n}$ に対して既約な指数的非負行列であることが分かる. その

ため, 上記の定理は方程式 (1) と (2) に対する先行研究の結果を拡張している.

定理 1 では行列 $A(0)$ が既約な指数的非負行列であると仮定した. この仮定がどの
ように定理 1 の結果に影響を与えているかを考察する. まず行列 $A(0)$ が指数的非負

でない場合について考える. このとき, 定理 $\mathrm{A}$ 1 から $a_{kl}(0)<0$ となる非対角成分

が存在する. 仮定 (H1) から関数 $a_{kl}.(\mathrm{x})$ は連続であるから, 原点 0 のある近傍 $U$ で

$a_{kl}(\mathrm{x})<0$ が成り立っている. したがって, $\mathrm{i}\neq l$ に対して $x_{i}=0$ かつ $x_{l}>0$ となる

点 $\mathrm{x}\in \mathbb{R}_{+}^{n}\cap U$ が存在する。 この点 $\mathrm{x}$ に対して $\dot{x}_{k}=a_{kl}x\iota<0$ であるから, $\mathrm{x}$ を初期

値とする解は正錘 $\mathbb{R}_{+}^{n}$ の外に飛び出してしまい, 仮定 (HO) が成り立たなくなってし

まう. 次に行列 $A(0)$ が既約でない場合, つまり可約な場合について考える. このと

き, 原点の不安定性が $\mathrm{p}$

- パーマネンスを意味しない具体的な例を簡単に作ることが
できる (例えば, ロトカ・ヴォルテラ方程式について考えよ). また, 可約であって

も原点の不安定性が $\mathrm{p}$

- パーマネンスを意味する場合があり, 可約な場合についてさ

らに研究する必要である.

付録
- . — . . $-arrow–\backslash \backslash \cdot$ . $-\backslash -\backslash -$ $\cdot 1.\sim’.--\cdot,$ $-$
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定理 $\mathrm{A}$ 1 (Theorem 82[10] 参照)

行列 $A$ が指数的非負であるための必要十分条件は $A$ の非対角成分が非負である
ことである.

(証明) 行列 $A$ が指数的非負であると仮定する. すなわち, 任意の $t>0$ に対して
$\mathrm{e}^{tA}=I+tA+t^{2}A^{2}/2!+\cdots$ が非負であると仮定する. $A$ が負の非対角成分を持つな
ら, 十分小さな $t>0$ に対して $\mathrm{e}^{tA}=I+tA+\cdots$ は明らかに負の成分を持ってしま
う. よって, このとき $A$ の非対角成分は非負であることが分かる.
次に $A$ の非対角成分が非負であると仮定する. このとき, A+sBま十分大きな $\mathit{8}>0$

に対して非負である. よって, 任意の $t>0$ に対して $\mathrm{e}^{t(A+sI)}=I+t(A+sI)$ 十 $t^{2}(A$ 十

$sI)^{2}/2!+\cdots$ は非負であり, したがって

$\mathrm{e}^{tA}=\mathrm{e}^{-st}\mathrm{e}^{t(A+sI)}$

も非負であることが分かる.

口

定理A2 (Theorem 82[10] 参照)

行列 $A$ が指数的正であるための必要十分条件は $A$ が指数的非負であり既約であ
ることである.

(証明) 行列且が指数的正であると仮定する. すなわち, 任意の $t>0$ に対して $\mathrm{e}^{lA}=$

$I+tA+t^{2}A^{2}/2!+\cdots$ が正であると仮定する. 定理 $\mathrm{A}$ 1 から $A$ は非負行列である. も
し $A$ が既約でない, つまり可約であるとすると, 任意の整数 $m>0$ に対して $A^{m}$ は可

約であり, $\mathrm{e}^{tA}=I$ 十 $tA+t^{2}A^{2}/2!+\cdots$ がゼロになる成分を持ってしまう. したがっ

て, $A$ は既約である.
次に $A$ が指数的非負であり既約であると仮定する. このとき, 十分大きな $s>0$ に

対して $A+sI$ が非負で原始的な行列となる. そのため, 十分大きな整数 $m>0$ に対
して $(A+sI)^{m}$ が正行列となる. よって, 定理 $\mathrm{A}$ 1 の証明と同様にして

$\mathrm{e}^{tA}=\mathrm{e}^{-st}\mathrm{e}^{t(A+sI)}$

が正であることが分かる.

口
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