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1 序論

多くの生物学者は種の多様性に魅了され, その一方で原因の究明に頭を悩ませている

[12]. 湿潤熱帯に例をとれば, 地球上では 25 万種の顕花植物が存在し, そのうち 17 万種が

熱帯に分布する [11]. 種の多様性が豊富である要因は多くの研究者により研究されてきた

が多くの部分で謎に包まれている. 我々は種の多様性が豊富である説明をするため, 種の

共存が促進される機構の解明を行うことを目的とする. そこで, 我々は種の共存を促進さ

せる機構のひとつとして空き地と栄養に注目し数学モデルを用いてその影響を考察する.

一般に, 撹乱による植物の除去は個体数の減少のみならず, 幼生の定着場所の提供という

側面を有し, 植物の幼生個体の生産率は土壌中の栄養に依存する. その意味で空き地, 土

壌中の栄養が種の多様性にどのような影響を与えるかを理論的側面から研究することは多

種共存機構の解明の一助となると考える. 本研究では, Chesson ら [1] により提案された

ロッタリーモデルに栄養の影響を付け加えたモデルを提案しその基本的性質を紹介する.

Chesson らは次のモデルを提案した.

$N_{i}(t+1)=(1- \delta_{i}(t))N_{i}(t)+\{K-\sum_{j=1}^{n}(1-\delta_{j}(t))N_{j}(t)\}\frac{\beta_{i}(t)N_{i}(t)}{\sum_{j=1}^{n}\beta_{j}(t)N_{j}(t)}$

, (1)

$\mathrm{i}=1,$
$\cdots,$ $n,$ $t=0,1,2,$ $\cdots$ .
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ここで, $N_{\dot{\mathrm{t}}}(t)$ を植物種 $\mathrm{i}$ が時刻 $t$ において占める面積を指し, $0\leq\delta_{f}(t)\leq 1$ は時亥 $\mathrm{I}$」 $t$ にお

ける植物種 $i$ の死亡率, $\beta_{j}(t)\geq 0$は時刻 $t$ における植物種 $\mathrm{i}$ の繁殖率を示している. $K>0$

は種が生存できる可能性がある面積の合計であり, 環境収容力である.

Chesson らはこのモデルを用い, 死亡率 $\delta_{i}(t)$ , 繁殖率 $\beta_{i}(t)$ が時間に依存し変動する場

合に共存が促進され, 時間に依存しない場合は稀にしか共存しないことを示した [2]. こ

のモデルの第 2項は, 各種子が撹乱により生じる空き地 { $K- \sum_{j=1}^{n}$ (1 一 $\overline{\delta}_{j}(t)$ ) $N_{i}(t)$ } を全

ての幼生の総数に対する種 $\mathrm{i}$ の割合 $f\mathit{3}_{i}(t)N_{i}(t/\Sigma$;pi(t)Nj(棚 で定着することを表現

している. ロッタリーモデルはこの割合がくじ引きのように決定されることが由来であ

る. ロッタリーモデルを用いた研究には Muko ら [6], [7] の生息地の違いを考慮したモデ

ル [4] がある. しかし Chesson らによるロッタリーモデルでは次の 2 つの仮定を元に構築

されている. 栄養が十分存在している. 植物は種子の総数に関わらず一定の割合で全

ての空き地に定着することができる. 我々はこの仮定を変更し, 生産量が栄養に依存する

こと, また全ての空き地が利用されるとは限らないことを考慮した関数を導入したロッタ

リーモデルを用いて解析を行う.

2 モアル

我々のモデルでは, 種は前年から生き残った個体と新たに生まれ空き地に定着できた個

体により次世代の個体数が決定される. 次の年の栄養素は, 前年に種により利用されずか

つ残留した量と常に一定の割合で流入してくる栄養量により決定される. これらを考慮し

た方程式が次の差分方程式モデルである.

$\{$

$N_{i}(t+1)$ $=(1- \delta_{i})N_{i}(f)+\{K-\sum_{j=1}^{n}(1-\delta_{j})N_{j}(t)\}g(C(t))\frac{\beta_{i}(S(t))N_{i}(t)}{n}$

$\sum_{j=1}\beta_{j}(S(t))N_{j}(t)$ (2)

$KS(t+1)$ $=(KS(t)- \sum_{j=1}^{n}c_{j}\beta_{j}(S(t))N_{\mathrm{j}}(t))q+x_{in},$ $i=1$ , $\cdot$ . . , $n,$ $t=0,1,2$ , $\cdots$ .

ここで,

$\sum\beta_{j}(S(t))N_{j}(t)n$

$C(t)= \frac{j=1}{n},\beta_{i}(S)=\frac{\lambda_{i}S}{a_{i}+S}$,

$K- \sum_{j=1}(1-\delta_{j})N_{j}(t)$
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とする. 初期値は $(N_{1}(0), \cdots, N_{n}(0), S(0))\in\Omega:=\{(N_{1}, \cdots, N_{n}, S)\in \mathbb{R}^{n+1}|N_{1}\geq$

$0,$
$,$ $\cdots,$ $N_{n}\geq 0,$ $K \geq\sum_{j=1}^{n}N_{j}\geq 0,$ $S\geq 0\}$ とする. $N_{i}(t),$ $K,$ $\delta_{i}$ はモデル (1 ) と同

様の意味であり, $\delta_{i}$ は時間依存しない. $S(t)$ は時刻 $t$ における単位面積当たりに含まれる

栄養量を示す. $\lambda_{i}$ は単位栄養当たりに種 $\mathrm{i}$ から生産される最大の種子数の占める面積を, $a_{i}$

はMichaelis-Menten定数で栄養摂取率 $S/(a+S)$ が 2分の 1 となる栄養量を示す. 亀は植

物の占める面積から栄養への変換係数を示している $(c_{i}>0)$ . ここで, 植物が存在する以

上の栄養を摂取する状況がないよう $\lambda_{i}c_{i}$ く $a_{i}$ と仮定する. $q$ は栄養の残留率 $(0<q<1)$

で $x_{in}$ は流入栄養量 $(x_{in}>0)$ を示す. $g(C)$ は, 空き地 $\{K-\sum_{j=1}^{n}(1-\delta_{j})N_{j}(t)\}$ に対す

る新しく生産されたすべての種の子が占めるだろう面積 $\sum_{f}^{n}=1\beta_{j}(S(t))N_{j}(t)$ の割合 $C$ に

より決定される関数で $g\in[0,1)$ , $C\geq 0$ を満たす, 本論文では

$g \langle C)=\frac{C}{1+C}$

として考えている.

ここで, 方程式 (2) は次の命題を満たすことがわかっている,

命題 1. $\beta_{i}(S)\equiv\beta_{i}$ と $g(C)\equiv 1$ を満たすとき, 系 (2) は系 (1) に帰着する.

命題 2. 系 (1) が内部平衡点を持つならば, 次の等式を満たす.

$\frac{\delta_{\mathrm{z}}}{\beta_{i}}=\frac{\delta_{j}}{\beta_{j}},$ $\mathrm{i}\neq j\mathrm{i},$ $j=1$ , $\cdot$ . . , $n$ . (3)

これらから, オリジナルのロッタリーモデルでは特殊な場合しか共存しないことがわ

かる.

2.1 有界性と非負性

我々のモデルでは次の 2つの命題が成立する.

命題 3. $(N_{1}(0), \cdots, N_{n}(0), S(0))\in\Omega$ ならば任意の $t\geq 0$ において $(N_{1}(t),$ $\cdots,$ $N_{n}(t)$

, $S(t))\in\Omega$ が成立する.

証明. $(N_{1}(0), \cdots, N_{n}(0), S(0))\in\Omega$ と仮定する. このとき, 任意の $\mathrm{i}$ について $g(C(1))\geq 0$
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であるので任意の $i$ について $N_{i}(1)\geq 0$ は自明.

$\sum_{i=1}^{n}N_{i}(1)$ $=$ $\sum_{i=1}^{n}\ovalbox{\tt\small REJECT}(1-\overline{\delta}_{i})N_{i}(0)+\{K-\sum_{j=1}^{n}(1-\delta_{j})N_{j}(0)\}g(C(0))\frac{\beta_{i}(S(\mathrm{O}))N_{i}(0)}{\sum_{j=1}^{n}\beta_{j}(S(0))N_{j}(0)}\}$

$=$ $K-(1-g(C(0))) \{K-\sum_{j=1}^{n}(1-\delta_{j})N_{j}(0)\}\leq K$

次に, $f_{M}(S)= \max_{i}\{\frac{a_{i}}{a_{i}+S}\}$ とおき, \lambda i果く $a_{i}$ であることから

$KS(1)$ $=$ $(KS(0)- \sum_{j=1}^{n}c_{j}\frac{\lambda_{j}S(0)}{a_{j}+S(0)}Nj(0))q+x_{in}$

$\geq$ $(KS( \mathrm{O})-\sum_{j=1}^{n}\frac{a_{j}S(0)}{a_{j}+S(0)}N_{j}(0))q+x_{in}$

$\geq$ $(KS(0)- \sum_{j=1}^{n}f_{M}(S(0))S(0)N_{j}(0))q+x_{in}$

$\geq$ $KS(\mathrm{O})(1-f_{NI}(S(0)))q+x_{in}\geq 0$ .

これらの議論は $t\geq 2$ でも同様 ゆえに, $(N_{1}(0), \cdots, N_{n}(0), S(0))\in\Omega$ ならば任意の

$t\geq 0$ において $(N_{1}(t), \cdots, N_{n}(t), S(t))\in\Omega$が成立する. 口

命題 4. $(N_{1}(0), \cdots, N_{n}(\mathrm{O}), S(0))\in\Omega$ としたとき, 系 (2) の全ての解は有界である.

証明, $(N_{1}(0), \cdots, N_{n}(0), S(0))\in\Omega$ と仮定すると命題 3 が成立する. 一方で,

$KS(t+1)$ $=$ $(KS(t)- \sum_{j=1}^{7L}cj\frac{\lambda_{j}S(t)}{a_{j}+S(t)}Nj(t))q+x_{in}$

$\leq$ $(KS(t))q+x_{in}$

である.

$KS$( $t$ 十 1) $\leq$ $KS(t)q+x_{in}$

$S(t+1)- \frac{x_{in}}{K(1-q)}$ $\leq$ $q(S( \mathrm{f})-\frac{x_{in}}{K(1-q)})$

$S(t+1)- \frac{x_{in}}{K(1-q)}$ $\leq$ $q^{t+1}(S(0)- \frac{x_{in}}{K(1-q)})$
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$0<q<1$ であるので, $t$ を十分大きくとったとき, 次の不等式が成立する.

$S(t) \leq\frac{2x_{in}}{K(1-q)}$

以上から $S(t)$ は有界である. $N_{i}(t)$ に関しては命題 3 より有界であることがわかってい

る 口

2.2 平衡点と安定性

系 (2) では, 植物が絶滅し栄養 $S$ だけが残る平衡点は常に存在する. この平衡点 Es は
$(0, \cdots, 0, S^{*})S^{*}=x_{in}/K(1-q)$ である. 絶滅平衡点 $E_{S}$ は $0<q<1$ であることから常

に存在している. $F_{i}=(1-\overline{\delta}_{\overline{l}})+\beta_{i}(S^{*})$ としたとき, $F_{i}<1,$ $\mathrm{i}=1,$ $\cdots,$ $n$ が成立すれば

安定となることがわかっている. すなわち, 全ての $i$ について $\delta_{i}>\beta_{i}(S^{*})$ である (死亡

率が繁殖率を上回る) 場合, 全ての種は絶滅する.

系 (2) において内部平衡点 $(\hat{N}_{1}, \cdots ,\hat{N}_{n},\hat{S})$ が存在する場合

$\frac{\beta_{i}(\hat{S})}{\delta_{i}}=\frac{\beta_{k}(\hat{S})}{\delta_{k}},$
$\mathrm{i},$ $k=1,2,$ $\cdots,$ $n,$ $\mathrm{i}\neq k$

を満たす必要がある. この制限により, 系 (2) は実質的には $n=2$ の場合に正の平衡点が

存在し, $n\geq 3$ では内部平衡点は公平面上に退化して存在する.

3 まとめ

土壌の影響を組み込んだロッタリーモデルを提案しその基本的な性質について述べた.

紹介した基本的性質 ( $\mathrm{i}.e$ . 系 (2) の解の非負性, 有界性) は, 生物を対象とするモデルと

して最低限満たすべき条件である. なぜなら, 個体数や栄養の量が負となる, 有界でなく

なることは現実の世界においては常に成立している定性的性質に反するからだ. その意味

で, 我々のモデルは新しいモデルとして提案する最低条件を満たしている.

我々のモデルで将来的に説明できる可能性があることとこれまでの先行研究の成果を

比較する. 栄養を考慮したモデルとして, Tilman[10] があげられる. Tilman は資源の供

給速度と消費速度のバランスに着目したモデルを提案した. Tilman はそのモデルと実験

により, 双方ともに種内競争の効果の方が種祭競争の効果よりも強いときに安定した共存
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が生じるという結果を示した. Tilman のモデルと同様に, 我々のモデルにおいても植物

$N_{i}$ が存在しなければ栄養 $S$ の量は平衡状態 $S^{*}$ へ向かう. しかしながら, Tilman の結論

でも栄養の種類を超える種は共存できない. 一方で我々のモデルでは, 栄養種 $n$種に対し

て植物種 $n+1$ 種が共存できる事が示せる可能性がある. その意味で, Tilman の示した共

存機構とは異なる共存機構の提示を行える可能性がある.

Tiiman のモデルは多くの研究者によって研究されるようになったが, 数値計算で 3 種

の栄養と 9種の生物が共存していることが Huisman ら [5] により示された. 一方, 理論的

な研究では, $n$種の資源に対して $n+1$ 種の生物が安定的に共存することはできないこと

が知られている [9]. 現在, 我々のモデルを用いたシミュレーションでは 1 種類の資源に

対して 2種の生物が共存している可能性がある. この点に関してより深い考察と数学的裏

づけがなされれば大きな発見となると考える.
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