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Decomposition of Green ppoolynomials of type A
and DeConcini-Procesi-Tanisaki algebras of certarn

types

森田英章 (東海大学理学部) ・ 中島達洋 (明海大学経済学部)

1 導入\sim 余不変式環の場合
$W$ を有限鏡映群, $R=\oplus_{d}R^{d}$ をその自然な有限次元次数表現とする. 表現は特に断られ
ない限り複素数体 $\mathrm{C}$ 上で考えることにする - 例えば余不変式環などを念頭においていただ
きたい. このとき, ある自然数昌こ対して, $l$ を法として互いに合同な次数をもつ $R$ の斉次空
問の直和

$R(k;l):=$ $\oplus$ $R^{d}$ , $k=0,1,$ $\ldots,$ $l-1$$\oplus$ $R^{a}$ , $k=0,1,$ $\ldots,$ $l-1$
$d\equiv k$ mod 1

を考えると, これらの次元が $k$ によらず一定になることがよくおこる. この現象のことを今
後簡単に「次元の一致」 とよぶことにする. この次元の一致が, どのような次数表現に対し
て起きるのか, いつ起きるのか, そしてそれが何を意味するのかは今のところ全くわからな
い. ただ現在のところ, 有限鏡映群に自然に附随する有限次元次数表現を考えれば, (我々
の手に負える範囲のものに対しては) 概ねこの現象を持つことが確認されている. 例えば冒
頭にでてきた「余不変式環」 はその代表的な例である. $W$ を有限鏡映群とし, $W\subset GL(V)$

$(\dim V=n)$ をその鏡映表現とする. このとき $W$ は多項式環 $S(V^{*})$ に自然に作用しており,
その不変式環 $S(V^{*})^{W}$ を考えれば, これが $n$ 変数の多項式環になることはよく知られている
事実である. その際 $S(V^{*})^{W}$ の代数独立かつ斉次な生成元 $f_{1},$ $f_{2},$

$\ldots$ , $f_{n}$ を $W$ の「基本不変
式」 とよび, それらの次数 $d_{1}=\deg f_{1},$ $d_{2}=\deg f_{2},$

$\ldots,$
$d_{n}=\deg f_{n}$ をその「基本次数」 とよ

んでいる. 一般に基本不変式の取りかたは一意的ではないが, それらの次数のなす集合は一
意的に定まることが知られている. 有限鏡映群 $W$ の余不変式環 $S_{W}$ とは, 多項式環 $S(V^{*})$

を基本不変式で生成されるイデアル $I_{W}:=$ $(f_{1}, f_{2}, . . . , f_{n})$ で割って得られる商環

$S_{W}=S(V^{*})_{/}^{/}I_{W}$

のことをいう. その構成から余不変式環は $W$ の次数表現すなわち $S_{W}$ は斉次空間分解

$S_{W}=\oplus_{d}S_{W}^{d}$

をもち, $S_{W}$ 自体のみならず各斉次空問 $S_{W}^{d}$ も WS基群の構造をもつことがわかる. また, $S_{W}$

は $W$ の左正則表現 $\mathrm{C}[W]$ と同型であり, 特に $W$ が crystallographic の場合には, 対応する
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旗多様体のコホモロジー環と同型になることも知られている. 有限鏡映群の余不変式環は,
$W$ の基本次数 (およびその約数) に対して次元の一致を持つことが, 以下のようにしてわか
る. まず, 一般に次の事実が成立することに注意する 1.

Lemma 1 $f(q)=a_{0}+a_{1}q+a_{2}q^{2}+\cdots$ を (少なくとも標数 0 の体上の) 多項式とする. こ

のときある正整数 $l$ に対して

$c(k;l):= \sum_{d\equiv k\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} l}a_{d}$
, $k=0,1,$ $\ldots,$

$l-1$

とおく. このとき $c(k;l)$ が $k$ によらず一定であることと, $f(q)$ が $\zeta_{l}^{l}(j=1,2, \ldots, l-1)$ を

そのゼロ点にもつこととが同値である. ただし, 科は 1 の原始 $l$ 乗根 口

この補題により, 我々はある有限次元次数付代数 $R=\oplus_{d}R^{d}$ に対し, その次元の一致の状

況を調べようと思えば, $R$ の Hilbert 多項式

$\mathrm{H}\mathrm{i}1\mathrm{b}_{R}(q):=\sum_{d}q^{d}\dim R^{d}$

のゼロ点の状況を調べればよいことがわかる. すなわち, いかなる正整数垣こ対し $\zeta_{l}^{j}(j=$

$1,2,$
$\ldots,$ $l-1)$ が $\mathrm{H}\mathrm{i}1\mathrm{b}_{R}(q)$ のゼロ点になっているかをみればよいことになる. そして有限鏡

映群の余不変式環の Hilbert 多項式は, 次のように基本次数を用いて表されることが知られ
ている $[\mathrm{H}, 3.15]$ .

Proposition 2 $W$ を有限鏡映群とし, $S_{W}=\oplus_{d}S_{W}^{d}$ をその余不変式環, $d_{1},$ $d_{2)}\ldots$ , d。は $W$

の基本次数とする, このとき, $Sw$ の Hilbert 多項式は

$\mathrm{H}\mathrm{i}1\mathrm{b}_{S_{W}}(q)=\prod_{i-1}^{d}\frac{1-q^{h}}{1-q}$

‘

で与えられる. 口

従って標数 0 の体輻では, 有限鏡映群の余不変式環の次元の一致は, 基本次数 (およびそ

の約数) に対し生じることがわかる.
我々はここで次の問題を考えることにしたい. $W$ を有限鏡映群, $R=\oplus R^{d}$ をその有限次

元次数表現とする. いま, $R$ には正整数垣こ対し次元の一致が生じている, すなわち部分加撃

$R(k;l)(k=0,1, \ldots, l-1)$ の次元がすべて一致していると仮定する. このとき :
$W$ の部分群 $H(l)$ , および次元が互いに相等しい $H(l)$ -刀群 $Z(k;l)$ で

$R(k,\cdot l)\cong_{W}$ IndHW(の $Z(k;l)_{7}$ $k=0,1,$ $\ldots,$
$l-1$

を満たすものを構成せよ.
1これは大島利雄氏による
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すなわち, 次元の一致に対してその「表現論的解釈」 を与えよ, という問題である.
この問に最初に答えを与えたのは $\mathrm{K}\mathrm{r}\mathrm{a}\acute{\mathrm{s}}\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{z}$ -Weyman[KW] である 2. 彼らは孟, $B,$ $D$

型の Weyl 群 $W$ の余不変式環 $S_{W}$ に対して, $l$ が「 $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{x}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}$ 数」 3 の場合にその表現論的解
釈を与えている. この場合, $W$ の Coxeter element $c$ で生成される巡回部分群は, 長さ $l$ の巡
回群 $C_{l}$ になるが, その既約表現

$\varphi_{l}^{(k)}$ : $C_{l}arrow \mathrm{C}^{\mathrm{X}}$ : $C\mapsto\zeta_{l}^{k}$

$(k=0_{7}1, \ldots, l-1)$ を考えれば, これらが

$S_{W}(k;l)\cong_{W}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{C_{1}}^{W}\varphi_{l}^{(k)}$, $k=0,1,$ $\ldots$ , $l-1$

を満たすことが示される. その後, 同様の結果がより一般の場合に対して Stembridge [St]
によって得られている. 彼の結果は, $W$ を一般の有限複素鏡映群としたとき, その余不変式
環の $W$ の「正則数」 に関する次元の一致の表現論的解釈を与えるもので, この場合も下の
部分群は巡回群となり, その表現は既約表現でことたりる. また最近になって, Bonnafe や
Reiner-Stanton-Webb らによって, 複素鏡映群あるいは一般の体上の鏡映群の余不変式環に
対しても, さらに一般的な結果が得られているが, これについては後に述べる.
以上は, 考える次数表現を余不変式環に固定し, 鏡映群を一般化する方向の話であるが, こ
の問題にはもう一方面一般化が考えられる. すなわち, 鏡映群を固定し次数表現を一般化し
ていく方向である. 現在我々は, 鏡映群は対称群に固定し, その次数表現を一般化する方向で,
次元の一致の表現論的解釈を進めている. 元となるのは余不変磁心である. しかし対称群に
対しては, 余不変式環を含み, 余不変式環と同様に旗多様体の幾何を背景とする自然な次数
表現の族が知られている. これがこの稿で我々がいうところの 「 $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}$ -Procesi-Tanisaki
代数」 [DP] [T] [GP] である. DeConcini-Procesi-Tanisaki 代数は, $n$ の分割 $\mu$ に対して定義さ
れる $n$ 次対称群 $S_{n}$ の有限次元次数表現である. 本稿ではそれを

$R_{\mu}=\oplus_{d}R_{\mu}^{d}$

で表すことにする. 対称群 $S_{n}$ の余不変式環 $R_{n}$ は, $\mu=(1^{n})$ の場合に相当している. 先に
も述べたように, 余不変式環は対称群の基本次数 $l=(1, )2,3,$ $\ldots,$

$n$ に対して次元の一致を
持ち, $l=n$ (Coxeter 数) の場合には Kraskiewicz-Weyman が, そして一般の基本次数 (及び
その約数) の場合には我々 [MNi, Theorem 8] が, その表現論的解釈を与えている. 同様に
$R_{\mu}$ も次元の一致を持つことが示されるのであるが, -般の $R_{\mu}$ の場合は, 全ての基本次数に
対して次元の一致が起きるわけではない. この場合, 各 $\mu\vdash n$ に対してある正整数 $M_{\mu}(\leq n)$

が定まり, $l=(1, )2,3,$
$\ldots,$

$M_{\mu}$ に対して次元の一致が生じることが示される. 本稿での我々
の目的は, $\mu$ が hook, すなわち $\mu=(n-h, 1^{h})(n-h>1)$ の場合, および $\mu$ が rectangle,
すなわち $\mu=(r^{p})$ の場合に, R。の次元の一致の表現型的解釈を与えることである.

2本質的には Springer [SP] によ.$\supset$ てすでに知られていた.
$3\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{x}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}$数は基本次数の特別な場合である.
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2 DeConcini-Procesi-Tanisaki 代数
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は $n$ 次対称群とする. また $P_{n}$ により複素数係数の $n$ 変数の多項式環 $\mathrm{C}[x_{1}, \ldots, x_{n}]$ を

表すことにする. このとき $S_{n}$ は $P_{n}$ に以下のように変数の入れ替えとして作用する : $\sigma\in S_{n}$

および $f=f(x_{1}, \ldots, x_{n})\in P_{n}$ に対して

$(\sigma f)(x_{1}, \ldots, x_{n})=f(x_{\sigma(1)}, \ldots, x_{\sigma(n\}})$.

さて, $n$ の分割 $\mu$ (以下これを表すのに $\mu\vdash n$ を用いる) に対して, $P_{n}$ の斉次イデアル $I_{\mu}$

を以下のように構成する. $\mu’=(\mu_{1}’, \mu_{2}’, \ldots)$ は $\mu$ の共役とする. このとき, $I_{\mu}$ の生成系は

布 $=\langle e_{m}(x_{i_{1}}, \ldots, x_{i_{n-k+1}})|n-k+1\geq m\geq n-k+1-(\mu_{k}’+\mu_{k+1}’+\cdots+\mu_{\mu_{1}}’k=1,\ldots,\mu_{1},+1)\}$

で与えられる. ただし $e_{m}(x_{i_{1}}, \ldots, x_{i_{n-k+1}})$ は $x_{\dot{\iota}_{1}},$ $\ldots$ , xin-k+、を変数とする $m$ 次の基本対称

式を表している. 例えば, $\mu=(2,1)\vdash 3$ とすれば, $I_{\mu}$ の生成系は

$e_{3}(x_{1}, x_{2}, x_{3}),$ $e_{2}(x_{1},x_{2}, x_{3}),$ $e_{1}(x_{1}, x_{2}, x_{3})$ ,
$e_{2}(x_{1}, x_{2})_{7}e_{2}(x_{17}x_{3}),$ $e_{2}(x_{2}, x_{3})$

で与えられる. そして, $n$ の分割 $\mu$ に附随する DeConcini-Procesi-Tanisaki 代数 $R_{\mu}$ は, 商環

$R_{\mu}:=P_{n}/I_{\mu}$

として定義される [DP][GP][T].
さて, 定義よりすぐわかるように, $R_{\mu}$ は次数 \searrow R加群となる. 以下, その斉次空間分解を

$R_{\mu}=\oplus d\geq 0R_{\mu}^{d}$

と表すことにする. 導入でも述べたように, 我々の第一の問題は, いかなる正整数 $l$ を法と

してこれらの斉次空間の直和をとれば, それらの次元が一定になりうるかということである.
すなわち, Lemma 1 の観点に立てば, どのような正整数 $l$ に対して $\zeta_{l}^{j}(j=1,2, \ldots, l-1)$ が

$R_{\mu}$ の Hilbert 級数 (多項式)

$\mathrm{H}\mathrm{i}1\mathrm{b}_{R_{\mu}}(.q):=\sum_{d\geq 0}q^{d}\dim R_{\mu}^{d}$

のゼロ点を与えるかを調べることになる. 我々は, この問題を $R_{\mu}$ の次数指標を用いて, より

一般的な枠組みで考えることにしたい.
まず, 先程も述べたように, DeConcini-Procesi-Tanisaki 代数 $R_{\mu}$ は次数 &a加群である. そ

こでその「次数指標」 $\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{q}R_{\mu}$ を

$\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{q}R_{\mu}$

$:= \sum_{d\geq 0}q^{d}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}R_{\mu}^{d}$
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で定義する. ただし, $\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}R_{\mu}^{d}$ は $R_{\mu}$ の部分 &R加群 $R_{\mu}^{d}$ の指標である. この次数指標の単位

元 $e$ での値をとれば, $\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}R_{\mu}^{d}(e)=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}.R_{\mu}^{d}$ であるから,

$\mathrm{H}\mathrm{i}1\mathrm{b}_{R_{\mu}}(q)=\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{q}R_{\mu}(e)$

を得ることに注意する. 実はこの $R_{\mu}$ の次数指標は, 「 ( $A$ 型の) Green 多項式」 と一致する
ことが知られている. (A 型) Green 多項式 $Q_{\rho}^{\mu}(q)$ [Gr] [Mc] とは, $\rho$ を $n$ の分割としたとき,
羅和対称函数 $p_{\rho}(x)$ を Hall-Littlewood 対称函数 $P_{\mu}(x; t)$ で展開して

$p_{\rho}(x)= \sum_{\mu\vdash n}X_{\rho}^{\mu}(t)P_{\mu}(x;t)$

としたとき, これらの係数 $X_{\rho}^{\mu}(t)$ を

$Q_{\rho}^{\mu}(q)=q^{n(\mu)}X_{\rho}^{\mu}(q^{-1})$

により modify して得られる整数係数の多項式である. ただし, ここで $\mu=(\mu_{1}, \mu_{2}, \ldots)$ に対

して, $n( \mu)=\sum_{i\geq 1}(\mathrm{i}-1)\mu_{i}$ と定義する. 現在, Green 多項式は様々なタイプのものが考えら
れているが [S1] [S2], 本稿では単に Green 多項式といえば全てこの $A$ 型のものを指すこと
とする.
さて, Green 多項式に関してはこの定義の他に, “Kostka 多項式” を用いた記述が知られ

ている. (Kostka 多項式の定義に関しては [Mc, $\mathrm{I}$ , Section 6] 参照) いま, Kostka 多項式を
$K_{\lambda\mu}(q)(\lambda, \mu\vdash n)$ で表し, それを modify したものを

$\tilde{K}_{\lambda\mu}(q)=q^{n(\mu)}K_{\lambda\mu}(q^{-1})$

であらわせば,
$Q_{\rho}^{\mu}(q)= \sum_{\lambda\vdash n}\chi_{\rho}^{\lambda}\tilde{K}_{\lambda\mu}(q)$

となることが知られている (e.g., [Mc, $(7.11,\mathrm{I}$ ] $)$ . ただし $\chi_{\rho}^{\lambda}$ は, $S_{n}$ の既約指標 $\chi^{\lambda}$ の cycle
type が $\rho$ の共役類での値を表している, そして, この “modified”Kostka 多項式 $\tilde{K}_{\lambda},(q)$ は,
DeConcini-Procesi-Tanisaki 代数 $R_{\mu}$ における, $S_{n}$ の既約表現 $V^{\lambda}$ の Poincare’多項式に一
致すなわち

$\tilde{K}_{\lambda\mu}(q)=\sum_{\lambda\vdash n}[R_{\mu}^{d} : V^{\lambda}]q^{d}$

となることが知られているので (see e.g., $[\mathrm{G}\mathrm{P}, (\mathrm{I}, 81]’)$ , Green 多項式 $Q_{\rho}^{\mu}(q)$ は DeConcini-
Procesi-Tanisaki代数 $R_{\mu}$ の次数指標 $\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{q}R_{\mu}$ の cycle type $\rho$ を持つ共役類での値 $\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{q}R_{\mu}(\rho)$

を与えていることがわかる :
Q\rho \mu (q)=Ch田\searrow R\mu (\rho ).

我々のここでの目標は, Green 多項式 $Q_{(1^{n})}^{\mu}(q)(=\mathrm{H}\mathrm{i}1\mathrm{b}_{R_{\mu}}(q))$ のゼロ点をあぶり出していく
ことである. そこで, Green 多項式 $Q_{\rho}^{\mu}(q)$ の具体形をできる限り詳しく知りたいのであるが,
現在我々が手にしているのは以下に挙げる場合に限られている. まず, 頻出する記号をまず
定めておく.
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Definition 3 分割 $\lambda=(1^{m_{1}}2^{m_{2}}\cdots n^{m_{n}})\vdash n$ に対して

$e_{\lambda}(q):=(1-q)^{m_{1}}(1-q^{2})^{m_{2}}\cdots(1-q^{n})^{m_{n}}$ ,
$b_{\lambda}(q):=$ 垣$i\geq 1(1-q)(1-q^{2})\cdots(1-q^{m_{i}})$ .

口

例えば, $(1 -q)\cdots(1-q^{M_{\mu}})$ は $b_{(1^{M}\mu)}(q)$ と表されること, 及び $\lambda=\mu\cup\nu$ の場合には

$e_{\lambda}=e_{\mu}e_{\nu}$ となることに注意する. また, 通常通り $\lambda=(1^{m_{1}}2^{m_{2}}\cdots n^{m_{n}})\vdash n$ に対して, 通常

と同様に
$z_{\lambda}=1^{m_{1}}m_{1}!2^{m_{2}}m_{2}!\cdots n^{n_{n}}m_{n}!$

とおく.

さて, 先述のように幾つかの特別な場合には, $Q_{\rho}^{\mu}(q)$ の具体的な形が知られている. 例えば,
余不変式環に対応する $\mu=(1^{n})$ の場合は次のようになる (see e.g., $[\mathrm{G}$ , Proposition 8.1]).

Proposition 4 $\rho\vdash n$ に対して

$\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{q}R_{n}(q)=Q_{\rho}^{\langle 1^{n})}(q)=\frac{(1-q)(1-q^{2})\cdots(1-q^{n})}{e_{\rho}(q)}$ .

口

また, $\mu$ が第一成分が 2 の三型 (hook) の場合, すなわち $\mu=(2,1^{n-2})\vdash n$ の場合の公式

は, A. Morris[Mr, Lemma 3] によって得られている,

Proposition 5 (Morris) $\rho=(1^{r_{1}}2^{r_{2}}\cdots n^{r_{n}})$ のとき,

$Q_{\rho}^{(2,1^{n-2})}(q)= \frac{(1-q)\cdots(1-q^{n-2})}{e_{\rho}(q)}\{(r_{1}-1)q^{n}-r_{1}q^{n-1}+1\}$ .

口

また, 一般の hook に対しては, 次を示すことができた [Mt, Theorem 5].

Proposition 6 $\mu=(n-h, 1^{h})\vdash n$ とする. このとき $\rho=(1^{r_{1}}2^{r_{2}}\cdots n^{r_{n}})$ に対して,

$Q_{\rho}^{\mu}(q)= \frac{(1-q)\cdots(1-q^{h})}{e_{\rho}(q)}G_{\rho}^{\mu}(q)$

ただし

$G_{\rho}^{\mu}(q)=(1-q^{n})- \sum_{k=1}^{n-h-1}\sum_{\tau=(1^{t_{1}}\cdots k^{\mathrm{t}_{k})}\vdash k}(\begin{array}{l}r_{1}t_{1}\end{array})\cdots(\begin{array}{l}r_{k}t_{k}\end{array})q^{n-k}e_{\tau}(q)$
.

口
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以上の例いずれにおいても, Green 多項式 $Q_{\rho}^{\mu}(q)$ から

$\frac{(1-q)\cdots(1-q^{M_{\mu}})}{e_{\rho}(q)}$

をくくり出すと, あとには多項式が残る構えになっている. そして Hilbert 多項式 $Q_{(1^{n})}^{\mu}(q)$

においては, この部分をみればひとまずどのような 1 の幕下 $\zeta_{l}^{j}$ がそのゼロ点になっている

かを見て取ることができる. すなわち, 具体的には $Q_{\langle 1^{n})}^{\mu}(q)$ が次の形の因子

$\frac{(1-q)(1-q^{2})\cdots(1-q^{m})}{(1-q)^{n}}$

をどのように含むかをいうことを問題とすれば, 我々の当面の目標は達せられることになる.
そのことを述べた次の定理は, 我々の議論において決定的な役割を果たす.

Theorem 7 $\mu,$ $\rho$ はそれぞれ $n$ の分割とする. このとき, 整数係数の多項式 $G_{\rho}^{\mu}(q)\in \mathrm{Z}[q]$

が存在し,
$Q_{\rho}^{\mu}(q)= \frac{b_{(1^{M_{\mu}})}(q)}{e_{\rho}(q)}G_{\rho}^{\mu}(q)$

が成立する. 口

このことと Lemme 1 を合わせると次が従う.

Corollary 8 $\mu$ は $n$ の分割とする. このとき, $\mathit{1}\in\{2, \ldots, M_{\mu}\}$ を任意に一つ固定すると, 各
$k=0,1,$ $\ldots,$ $l-1$ に対して, $\zeta_{l}^{k}$ は $Q_{(1^{n})}^{\mu}(q)$ の零点である. 従って, $R_{\mu}(k;l)$ の次元は $k$ によ

らず一定である. 口

以上より, 分割 $\mu\vdash n$ に対して, 整数 $l\in\{1,2, \ldots, M_{\mu}\}$ を任意に固定すると, $R_{\mu}(k;l)$ の

次元は $k$ によらず一定であることがわかった. 次節以降では, ある特別な場合に対して, 余
不変式環に対してしたのと同様に, 表現論的な解釈を求めていくことにする.

3 hook の場合
ここでは, $n$ の分割 $\mu$ が特に hook の場合に対し, DeConcini-Procesi-Tanisaki 代数 $R_{\mu}$ を

考え, その斉次空間の直和

$R_{\mu}(k;l)=\oplus R_{\mu}^{d}d\equiv \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} l$ ’ $k=0,1,$ $\ldots,$
$l-1$

に関して, 余不変式日に対してしたのと同様の問題を考えたい. すなわち, まずどのような $l$

の値に対して, $R_{\mu}(k;l)$ の次元が $k$ によらず一定になるか, そしてそのような場合, $l$ に対し



57

て $S_{n}$ の部分群 $H_{\mu}(l)$ が存在し, $R_{\mu}(k\mathrm{j}l)$ たちはこの $H_{\mu}(l)$ の表現からそれぞれ誘導されう
るか, という問題である.

$\mu=(n-h, 1^{h})\vdash n$ を hook とする. このとき, $n-h=1$ であれば $R_{\mu}$ は余不変式環にな
るので, 以下では $n-h>1$ を仮定する. すると $M_{\mu}=h$ となるから, $l=1_{1}2,$ $\ldots h$ に対して,

$\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{q}R_{\mu}(\rho)=Q_{\rho}^{\mu}(q)$ は, Theorem 7(あるいは Proposition 6) により $\zeta_{l}^{k}(k=0,1, \ldots, l-1)$

をその零点に持つ. 従って Lemma 1 より, これらの $l=1,2,$ $\ldots$ A に対しては, $R_{\mu}(k;l)$ の次

元は $k$ によらずに一定になることがわかる. ただし, $l=1$ の場合は自明なので除外して考え
る. すなわち, 我々は以下

$\mu=(n-h, 1^{h}),$ $n-h>1,$ $l=2,3,$ $\ldots,$
$h$

の場合に対して, 件の問題を考えていくこととする. また, $\overline{\mu}=(n-h$ , 1り, \mbox{\boldmath $\nu$}=(\sim りとおく.
その結論から先にいえば, 余不変式環の場合と同様の結論を得ることが可能であり, 詳し
くは次のようになる. まず, $h=dl+r,$ $0\leq r\leq l-1$ としておく. このとき $a\in S_{n}$ は巡回置

換の積

$a=(1,2, \ldots, l)$ ( $l$ 十 1, $l+2,$ $\ldots,$
$2l$ ) $\cdots((d-1)l+1, (d-1)l+2,$ $\ldots,$

$dl)$

とし, $C_{l}$ で $a$ で生成される $S_{n}$ の部分群を表す :
$C_{l}:=\langle a\rangle$ .

また, $S_{r\iota-dt}$ で $S_{n}$ の $\{1_{7}2, \ldots, dl\}$ の固定部分群を表す :
$S_{n-dl}:=$ { $\sigma\in S_{n}|\sigma(\mathrm{i})=\mathrm{i}$ for $\mathrm{i}=1,2,$

$\ldots,$
$dl$}.

また, これら二つの部分群の直積を \mbox{\boldmath $\omega$},のとおく :
$H_{\mu}(l):=C_{l}\mathrm{x}S_{n-dl}$ .

ここで, $k=0,1,$ $\ldots,$ $l-1$ に対して, $H_{\mu}(l)$ の表現 $Z_{\mu}(k;l)$ を次のように定義する :

$Z_{\mu}(k;l):=\oplus d\equiv k\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} l$
\mbox{\boldmath $\varphi$}7-の $\otimes R\frac{d}{\mu}$ .

ただし, $\varphi_{l}^{(\epsilon)}$ は巡回群 $C_{l}=\langle a\rangle$ の既約表現 $a\mapsto\zeta_{l}^{s}$ である. \mbox{\boldmath $\omega$},(l)l加群 $Z_{\mu}(k;l)$ は $R_{\overline{\mu}}$ の各

斉次空間 $R \frac{d}{\mu}$ を 1 次表現 $\varphi_{l}^{(k-d)}$ でひねっただけであるから, これらの次元は全て $R_{\overline{\mu}}$ のそれ

に等しい. ここでの我々の主張は, 8na白群の同型

$R_{\mu}(k;l)\cong \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{H_{\mu}\{l)}^{S_{n}}Z_{\mu}(k;l)$

をいうものであるが, これをいうのに我々は次の同値な命題を示すことにする.
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その同値な命題は, $R_{\mu}$ と $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{S_{n-ll}^{n}}^{S}‘ R_{\overline{\mu}}$ が Sn $\cross$ C2l加群の同型をいうものである. まず $R_{\mu}$

を次のように $S_{n}\mathrm{x}$ ClC加群と思う. $S_{n}$ の作用は通常のもの-を考えるが, G.加群の構造は次
のように入れる :

$a.x=\zeta_{l}^{d}x$ if $x\in R_{\mu}^{d}$ .

また誘導表現
$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{S_{n-dl}}^{S_{n}}R_{\mu}=\oplus\sigma\sigma\in S_{n}/S_{n-d\ell}\otimes R_{\overline{\mu}}$

には $C_{l}$ の作用を

$a.(\sigma\otimes x)=\sigma a^{-1}\otimes ax=\zeta_{l}^{d}\sigma a^{-1}\otimes x$ if $x \in R\frac{d}{\mu}$

で定めることにより $S_{n}$ $\cross$ ClG加群と思う.

Theorem 9 $\mu=(n-h, 1^{h})\vdash n(n-h>1)$ は hook とする. また $l\in\{2,3, \ldots, h\}$ に対し
て $n=dl+r(0\leq r\leq l-1)$ のとき, $\overline{\mu}=(n-h, 1^{r})$ とおく. このとき, $S_{n}\mathrm{x}$ Cl\ell 加群の同型

$R_{\mu}\cong \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{S_{n-d}}^{S_{n}},R_{\overline{\mu}}$

が存在する. ロ

まず, この定理と我々の同型

$R_{\mu}(k;l)\cong_{S_{n}}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{H_{\mu}\{l)}^{S_{n}}Z_{\mu}(k;l)$ , $k=0,1,$ $\ldots,$ $l-1$

の存在が同値であることをみておく. Sn $\cross$ Cll加群の同型 $R_{\mu},\cong \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{S_{n-dl}}^{S_{n}}R_{\overline{\mu}}$ を仮定する. 左辺
において $C_{l}$ の生成元 $a$ の固有値 $\zeta_{l}^{k}$ の固有空間は $R_{\mu}(k;l)$ である, 一方, 右辺は

$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{S_{n-dl}}^{S_{n}}R_{\overline{\mu}}$ $=$ $\oplus$ $\sigma\otimes R_{\overline{\mu}}$

$\sigma\in S_{n}/s_{n-dl}$

$=$ $\oplus d\geq 0w\in S_{n}/C_{l}\mathrm{x}S_{n-dl}\oplus\oplus wa^{j}\otimes R_{\mu}^{d}j=0l-1$

$=$ $\oplus d\geq 0w\in S_{n}/C_{f}\mathrm{x}S_{n-dl}\oplus\oplus wb_{s}\otimes R\frac{d}{\mu}s=0l-1$

である. ただし各 $s=0,1,$ $\ldots l-71$ に対して $b_{s}=1+(\zeta_{l}^{s})a+(\zeta_{l}^{2s})a^{2}+\cdots+(\zeta_{l}^{(t-1)s})a^{l-1}$

とおいている. ここで, $b_{s}a^{-1}=\zeta_{l}^{s}b_{s}$ に注意すれば, $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{S_{n-dl}^{n}}^{S}R_{\overline{\mu}}$ での $a$ の固有値 $\zeta_{l}^{k}$ の固有空
間は

$d+e \equiv k\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} l\oplus b_{s}\otimes R\frac{d}{\mu}d.\mathrm{s}$

であることがわかる. このとき, $\mathrm{C}b_{k}$ 窪
$C_{l}$

$\psi^{(k)}$ より主張を得る. もう一方の証明はこの証明
を逆にたどればよい 4
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この節の最後に, Theorem 9 の証明の概略を述べる. 基本的には双方の指標値が一致する
ことをみる, すなわち, 各 $(w, a^{j})\in S_{n}\mathrm{x}C_{l}$ に対して

$\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}R_{\mu}(w, a^{j})=$ char $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{S_{r}}^{S_{n}}R_{\overline{\mu}}(w,$ $a\ovalbox{\tt\small REJECT}$

であることを示す 4. この左辺は $R_{\mu}$ の次数指標 $\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{q}R_{\mu}(w)$ の $q–\zeta_{l}^{j}$ における特殊値とし

て, すなわち Green 多項式 $Q_{\lambda(w\}}^{\mu}(q)$ の $q=\zeta_{l}^{j}$ における値と一致することに注意する. ただ

し, ここで $\lambda(w)$ は $w\in S_{n}$ の cycle type である. また, 直接計算することにより,

char $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{S_{r}}^{S_{n}}R_{\overline{\mu}}(w, a^{j})\neq 0\Rightarrow w=a^{j}\tau\in H_{\mu}(l)$ , $\tau\in S_{r}$

であることが示される. さらに $w=a^{j}\tau$ に対して

char $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathit{8}_{r}}^{S_{n}}R_{\overline{\mu}}(w, a^{j})=(\begin{array}{l}e+r_{\mathrm{p}}e\end{array})p^{\epsilon}e!\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}R_{\overline{\mu}}(\tau)$,

ただし $(p^{e})$ は $a^{j}$ の cycle type, $r_{p}$ は $\lambda(\tau)$ における $p$ の重複度を表す.
一方, Theorem 7 を用いると Green 多項式 $Q_{\rho}^{\mu}(q)$ に対しても, 次のことを示すことができ

る. 記号は上に準ずる.

$\bullet 5Q_{\rho}^{\mu}(\zeta_{l}^{j})\neq 0\supset\rho=\lambda(a^{j}\tau)$ , $a^{j}\tau\in H_{\mu}(l)$ ,

$\bullet$ $Q_{\lambda(a^{i}\tau)}^{\mu}(\zeta_{l}^{j})=(\begin{array}{l}e+r_{p}e\end{array})p^{e}e!Q_{\lambda(\tau)}^{\overline{\mu}}(\zeta_{l}^{j})$.

この節冒頭に述べたことにより $Q_{\lambda(\tau\rangle}^{\overline{\mu}}(\zeta_{l}^{j})=\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}R_{\overline{\mu}}(\tau)|_{q=\zeta_{l}}j$ を得るので, Theorem 9 の $\equiv\vec{\mathrm{p}}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{R}fl$

を終える.

4 rectangle の場合
この節では, $\mu$ が rectangle の場合に, $R_{\mu}$ の次元の一致の表現論的解釈を与える. ただし,

$\mu$ としてはその重複度が素数の場合, すなわち $\mu=(r^{p}),$ $p$ は素数, の場合のみを考える. ま

た次元の一致を与える自然数 $l$ としては, $l=p$ の場合のみを考えることにする 6.
$\mu=(r^{p})$ を重複度が素数の rectangle とする. $n=rp$ とおこう. このとき DeConcini-

Procesi-Tanisaki 代数 $R_{\mu}$ は, 次数付 5nN加熱をあたえ, $l=p$ に対して次元が一致している.
すなわち

$R_{\mu}(k;p)=$ $\oplus$ $R_{\mu}^{d}$ , $k=0,1,$ $\ldots,$
$l-1$

$d\equiv k$ ゆ$\mathrm{o}\mathrm{d}$

$p$

$4j=0$ の場合は Deconcini-Procesi-Tanisaki 代数の基本的な性質がから既に成立していることがわかる.
したがって, 実際に $l\mathrm{f}j>0$ の場合に示せば充分であることに注意する.

5この部分の証明には, modffied Hall Littlewood 関数を用 $\backslash$ た Lascoux-Leclerc-Thibon [LLT] の手法を用

いる.

6現在では一般の重複度 $\mu=(r^{m})$ , および垣よ $m$ およびその約数に対して, 次元の一致の表現論的解釈を得
ている.
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の次元は $k$ によらず一定である. 問題をくり返せば, 以下のようになる :
$S_{n}$ の部分群 $H_{\mu}(p)$ , および次元が互いに相等しい H\mu (p)p加群 $Z_{\mu}(k,\cdot p)$ で

$R_{\mu}(k;p)\cong_{S_{n}}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{H_{\mu}(p)}^{S_{n}}Z_{\mu}(k;p)$ , $k=0_{7}1,$ $\ldots p-1$

をみたすものを構成せよ.

部分群の構成は一般の場合に記述すると冗長を避けないので, 実例を用いて述べることに
する.

Example 10 (瑞および $Z_{\mu}$ の定義) $\mu=(2,2,2)$ の場合を考える. このとき $p=3$ に対
して

$a=(\begin{array}{llllll}1 2 3 4 5 63 4 5 6 1 2\end{array})$

と定義すると, $a$ で生成される部分群は長さ 3 の巡回群 $C_{3}$ に同型になる. また, $S_{\mu}$ は $\mu$ に

附随する Young 部分群とする. すなわち, $S_{\mu}=S_{\{1_{\}}2\}}\mathrm{x}S_{\{3,4\}}\mathrm{x}S_{\{5,6\}}$ . ただし, $S_{\{i,j,\ldots,k\}}$ は

文字 $\{\mathrm{i},j, \ldots, k\}$ の対称群. このとき

$H_{\mu}(3):=S_{\mu})\triangleleft\langle a\rangle\cong(S_{2}^{\mathrm{x}3})\rangle\triangleleft C_{3}$

と定義する. 一方, 次元が互いに相等しい $H_{\mu}(3)$ -加群 $Z_{\mu}(k:3)$ としては, $C_{3}=\langle a\rangle$ の各既約
表現 $\varphi_{3}^{(k)}(k=0,1,2)$ を $H_{\mu}(3)$ に自明に拡張したものを考える. すなわち, $k=0,1,2$ に対
して

$\overline{\varphi}_{3}^{(k)}$ . $H_{\mu}(3)arrow \mathrm{C}^{\mathrm{x}}$ : $\{$

$a\mapsto\zeta_{3}^{k}$ ,
$\tau\mapsto 1$ , $\tau\in S_{\mu}$ .

口

以上のように構成した $H_{\mu}(p)$ および $Z_{\mu}(k;p)(k=0,1, \ldots,p-1)$ に対して, 我々は以下
を得る :

Theorem 11 素数重複度の rectangle $\mu=(r^{p})$ を考える. $n=rp$ とおく. このとき

DeConcini-Procesi-Tanisaki代数 $R_{\mu}$ は, $l=p$ に対して次元の一致をもち, 各 $k=0,1,$ $\ldots,p-$

$1$ に対して
$R_{\mu}(k;p)\cong s_{n}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{H_{\mu}(p)}^{S_{n}}Z_{\mu}(k;p)$

を得る. 1

以下, 証明に関して簡単に触れることにしたい. まず, hook の場合と同様の議論により, こ
の定理は次の $S_{n}\mathrm{x}$ Cp-同型を示すことと同値になることに注意する.
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Theorem 12 $R_{\mu}\cong_{S_{n^{\rangle\langle}}C_{p}}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{S_{\mu}}^{S_{n}}1$ , ただし 1 は $S_{\mu}$ の自明な表現 口

ここで, $R_{\mu}$ および $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{S_{\mu}}^{S_{n}}1=\oplus_{\sigma\in S_{n}/S_{\mu}}\sigma\otimes \mathrm{C}$ の $S_{n}\mathrm{x}$ .Cpq等群の構造は, 先の節と全く同様に
定義する.

Therorem 12 の証明も, 両辺の指標の一致をみる. すなわち各 $(w, a^{j})\in S_{n}\mathrm{x}C_{p},$ $j>0$ に
対して

$\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}R_{\mu}(w, a^{j})=$ char $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{S_{\mu}}^{S_{n}}1(w,$
$a^{J}$

を示すのであるが, この左辺は先と同様に Green 多項式の特殊値 $Q_{\lambda(w)}^{\mu}(\zeta_{p}^{j})$ に一致している

ことに注意する. また $p$ は素数なので. $=1$ の場合のみを調べれば充分である. 以上と右辺
の値の解析とあわせて, 次の命題が示せればよいことがわかる.

Proposition 13 $w\in S_{n}$ に対し

$\bullet Q_{\lambda\langle w)}^{\mu}(\zeta_{p}^{j})\neq 0\Rightarrow w=\tau a^{j}\in H_{\mu}(p)$,

$\bullet w=\tau a^{j}\in H_{\mu}(p)$ に対し $Q_{\lambda(w)}^{\mu}(\zeta_{p}^{j})=p^{l(\lambda(w\rangle)}$ .
口

Example 14 Morris [Mr] の表によれば, $\mu=(2,2,2)$ の場合, $Q_{\rho}^{\mu}(\zeta_{3})\neq 0$ を満たす $\rho$ は

$(3, 3)$ および (6) のみであり 7, これは $H_{\mu}(3)$ の元の cycle type を与えている. 逆に $H_{\mu}(3)$

の元の cycle type はこれらに限られる. そしてこのとき, Green 多項式の具体形は以下で与
えられる :

$\bullet Q_{(3,3)}^{(2,2,2)}(q)=(1-q)(1-q^{2})(1+2q^{3})$ ,

$\bullet Q_{(6)}^{(2,2,2)}(q)=(1-q)(1-q^{2})$ .

そして簡単な計算により, $Q_{\rho}^{(2,2,2)}(\zeta_{3})=3^{l(\rho)}$ が $\rho=(3,3),$ (6) に対し確認できる 口

Proposition 13 は, Lacoux-Leclerc-Thibon による Green 多項式 $X_{\rho}^{(r^{m})}\mathrm{G}$ ) に関する次の公

式 [LLT, Theorem 32] より直接従う,

Proposition 15 (Lascoux-Leclerc-Thibon) $\mu=(r^{m})$ を rectangle とする. ここでは特

に $m$ は素数とは限らない. このとき

$X_{\rho}^{\mu}(\zeta_{m})=\{$

$(-1)^{\langle m-1)j}mX_{\rho-\{i\}}^{((r-j)^{m})}(\zeta_{m})$ , if $i=jm\in\rho$ ,
0, otherwise.

この Lascoux-Leclerc-Thibon の公式は, $\rho$ に $m$ の倍数以外の成分が含まれていれば X$(r^{m})(q)$

の $q=\zeta_{m}$ における値が 0 になることをいっている. そして $\rho$ の成分が $m$ の倍数のみから

なるとき, $X_{\rho}^{(r^{m})}(\zeta_{m})$ を $Q_{\rho}^{\mu}(\zeta_{m})$ になおすと, 常に先頭の符号が消え, 我々の Proposition 13
を得る.

7この表によれば $Q_{(3,1,1,1)}^{(2,2,2\}}(q)=(1-q^{2})(1+q-q^{2})$ とあるが, これは $(1-q^{2})(1+q+q^{2})$ が正しい.
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5 補足

5.1 $R_{\mu}$ のその後

この研究集会での発表後にも少々議論が進んだ. また, この一連の計算にまつわる情報も
入ってきたので, それらについて最後にまとめておきたい.
我々の問題は端的にいえば, $\mu\vdash n$ に対し $R_{\mu}$ の次元の一致を表現論の言葉を使って解釈
することである. 発表の時点では, 余不変単寧の場合 ($\mu=(1^{n})$ の場合) [MN1], および $\mu$ は

hook の場合は, 全ての $l=(1, )2,$ $\ldots,$
$M_{\mu}$ に対して, その次元の一致の表現論的解釈を与える

事ができているが, rectangle $\mu=(r^{m})$ の場合には, $m$ は素数 $p$ という条件が必要であり, か

つ $l=p$ のときのみに表現論的解釈を得ているのみであった [Mt]. この場合の証明は, その

本質的な部分を Lascoux-Leclerc-Thibon の公式 (Propositon 15) によっている. この場合の

表現論的解釈は, Green 多項式の 1 の罧根での値 $Q_{\rho}^{(r^{p})}(\zeta_{p}^{j})$ を調べることと同値である. LLT
の公式は Green 多項式 $Q_{\rho}^{(r^{m})}(q)$ の $q=$ $\zeta_{m}$ での挙動を記述するものであり, 一般の $q=\ovalbox{\tt\small REJECT}$

での値に関するものではない. このような一般の場合には, $\mu$ の重複度と $\zeta_{m}^{j}$ の位数がずれ

てしまい, $R_{\mu}$ の次元の一致の表現論的解釈を得るには, LLT の公式では足りなくなってしま
う. しかし, 重複度が素数 $p$ の場合は, $\zeta_{p}^{j}(1\leq\acute{J}\leq p-1)$ の位数は常に $p$ なので, LLT の公
式で事足りるのである. これが rectangle の場合にその重複度が素数であることを求める理
由であった.
現在ではこの難点が克服され, 一般の rectangle $\mu=(r^{m})$ の場合に結果を得ている. この

場合, 法を取る数は $l=m$ (およびその約数) で考えているが, 実のところこれも再び LLT の

ある公式によるところが大きい. 実際には, この場合に限っていえばより一般の $\mu$ に対して,
現在結果を手にしているので, それについて少し述べておくことにしたい. 正整数 $m$ に対し

て, その重複度 $m_{i}$ が全て $m$ で割り切れる分割 $\mu=(1^{m_{1}}2^{m_{2}}\cdots n^{m_{n}})\vdash n$ を, ここでは m-
分割とよぶことにする 8. $\mu$ を m\mu 分割としたときに, 当然 $m\leq M_{\mu}$ でるので, $R_{\mu}$ は $m$ に関

して次元が一致し, 現在その表現論的解釈が得られている [MN2]. これは, $l$ として一般には
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の約数をとった場合に対応していることに注意する. 一般重複度の rectangle $\mu=(r^{m})$

で $l=m$ (あるいはその約数) のときも, まさにこの場合に含まれているが容易にわかる. さ

て, その表現論的解釈の背景となるのが, Green 多項式 $Q_{\rho}^{\mu}(q)$ の $q=\zeta_{m}$ における挙動に関
する次の式である. ここでは細かい記号の説明は省き, おおよその雰囲気を伝えるに留める.
(記号等は [MN2] に詳しくありますが, 現在準備中です)

$\bullet Q_{\rho}^{\mu}(\zeta_{m,}\backslash \neq 0\Rightarrow\rho=m\kappa,$
$\kappa\vdash\mu^{1/m}$ ,

$\bullet$ $\rho=m\kappa$ , \kappa \vdash \mu 1/- のとき, $Q_{\rho}^{\mu}(\zeta_{m})=(\begin{array}{ll}\sum_{\tau\vdash\mu^{1/m}} m_{\tau}\rho_{\mathcal{T}}=\rho \end{array})m^{l(\rho)}$ .

$8\mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{x}$-Lecler-Thibon の表記を用いれば, これは $\mu=\nu^{k}$ という形に表される分割のことである [LLT].
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先ほど言った LLT の「ある公式」 とは以下のものである [DLT]. ここで主張されているこ
とをより精密にもう少し先まで計算し, その上で $Q$ に書き換えれば上の式が得られ, mm分割
の場合の次元の一致の表現論的解釈が, $l=m$ (およびその約数) の場合に得られる.

Proposition 16 (Lascoux-Leclerc-Thibon) $m$ は正整数とし, $\mu\vdash n$ は mm分割とする.

このとき次が成り立つ :
$\bullet X_{\rho}^{\mu}(\zeta_{m})\neq 0\Rightarrow\rho=m\kappa$ , $\kappa\vdash\frac{n}{m’}$

$\bullet\kappa\vdash\frac{n}{m}$ に対して, $X_{m\kappa}^{\mu}(\zeta_{m})=(-1)^{(k-1)n/m}m^{l(\kappa)}\langle p_{\kappa}, h_{\mu^{1/m}}\rangle$ .

以上, $m$-分割で $l|m$ の場合, $R_{\mu}$ の $l$ に関する次元の一致の表現論的解釈は, その多くは
$\mathrm{L}_{\mathfrak{B}}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{x}- \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{c}1\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{c}$ -Thibon の公式の語るところであった. 従って我々の一連の計算は, $l(1\leq$

$l\leq M_{\mu})$ で $M_{\mu}$ を割ったときに余りがでる場合に, ことを一般化したことになる.

5.2 他の鏡映群\sim 正則数・非正則数

以上に述べてきた次元の一致の表現論的解釈の問題は, 導入でも述べたように, 一般の有

限鏡映群に対しても想定しうる問題である. ただし, その場合どのような次数表現を考える
かが問題となるが, 当面は余不変式環を考えていくことになる. こちらの方面では, Springer

[Sp], Kraskiewicz-Weyman [KW], Stembridge [St] らによって, 有限複素鏡映群の余不変耳環
の次元の一致が, $l$ が正則数の場合に調べられており, その表現論的解釈が得られている. そ

の後, 最近になって Bonnaf6 [$\mathrm{B}$ , Theorem $\mathrm{A}$] により $l$ が非正則数の場合にも, 次元の一致の

表現論的解釈が与えられた 4
一方, 任意の軸上の議論への一般化も Reiner-Stanton-Webb [RSW] によって進められてい

る. $k$ を一般の体とし, $V$ を $k$ 上の $n$ 次元線形空間とする. また, $W$ を $V$ 上の有限 (擬)

鏡映群とし, $S_{W}$ でその余不変式環を表すことにする. いま, $W$ の鏡映超平面全体の集合を

冗で表すことにし, $\bigcup_{H\in?\{}H$ に含まれない $V$ の元を「正則元」 とよぶことにする. このとき,

非単位元 $w\in W$ が $W$ の「正則元」であるとは, 正則な固有ベクトルを持つこととして定義
する 9. またその位数を $W$ の「正則数」 とよぶことにする. 例えば $n$ 次対称群の正則数は

$n-1$ および $n$ の約数 $(>1)$ たちのことである [Sp]. Reiner-Stanton-Webb による一般化と

は, $W$ の余不変式環 $R_{W}$ と群町 $k[W]$ の W $\cross$ qG罪群としての組成列の一致をいうもので
ある. ここで $C_{l}$ は位数が 1 の正則元 $a$ で生成される巡回群であり, $R_{W}$ や $k[W]$ の Cl-加群

の構造はそれぞれ
$a.x=\zeta_{l}^{d}x$ , $x\in R_{W}^{d}$

$a.w=wa^{-1}$ , $w\in W$

9正確 $f^{\sim}$.は係数体 $k$ の代数閉包上で全てを考える.
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で入れている. $\cdot$ただし, $R_{W}^{d}$ は余不変式環 $Rw$ の斉 $d$ 次空間. $\mathrm{K}\mathrm{r}\mathrm{a}\acute{s}\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{z}$-Weyman あるい
は Stembridge あるいは Springer らの結果は余不変式環 $R_{W}$ と群環 $\mathrm{C}[W]$ の W $\cross$ ClG加群
同型を与えることになるので, Reiner-Stanton-Webb の結果がその一般化を与えていること
は容易に納得できる.
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