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Record statistics for the Weibull
distribution
筑波大・教育 諏佐 洋一 (Yoichi Susa)
筑波大・数理 赤平 昌文 (Masafumi Akahira)

1 はじめに

最近, 数理統計学の分野では, 独立同分布に従う確率変数から得られる記録値, 記録時
刻, 記録時刻の差などの分布や, 記録値の予測問題についての研究が盛んに行われている
(Arnold et $.al[\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{N}98]$ , Hida and Akahira $[\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{A}\mathrm{k}02]$ , 竹内・藤野 [TF88]). また, 記録値
と記録時刻に含まれる情報量についても論じられている (Hofmann and Nagaraja $[\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{N}03]\}$

Yamamoto and Akahira [YAk04] $)$ .
本論では, 第 3節において, $[\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{N}98]$ , [TF88] に従って, 記録数の正確な分布, 記録数
の分布の近似について論じる. 第 4節では, 第 3節の応用として, イチローが新記録を達
成した年間最多安打数等の実際の米国のメジャーリーグのデータから得られる記録数に
もとづいて, 過去 104年間における打者の競技力の水準に関する仮説検定を行い, その結
論を得る. そして, 第 5.1 節では, [YAk04] に従って, 連続型分布から得られた無作為標本
にもとつく上位 (下位) の記録値, 記録時刻, 最大 (最小) の記録値のもつ Kullback-Leibler
情報量について論じる. その上で, 第 5.2節において, [YAk04] で論じられている指数分布
$\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}(\lambda)$ を特別な場合として含むWeibull分布 $W(\alpha, \lambda)$ の場合を論じ, 実際に母数 $\alpha,$

$\lambda$ を変

化させて K-L情報量の値を数値的に求め, その情報量から記録データを通してその分布の
性質について考察する.

2 設定

いま, 確率変数 $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ をたがいに独立にいずれも確率密度関数 (probability density
function 略して p.d.f.) $f(x, \theta)$ , 累積分布関数 (cumulative distribution function 略して
c.d.f.) $F(x, \theta)$ をもつ分布に従うとする. ただし, $\theta\in\Theta$ とし, $\Theta$ を $R^{1}$ の開区間とする. 上

位の記録時刻 (upper record time) $T_{m}$ , 上位の記録値 (upper record value) R、を

$T_{1}:=1,$ $T_{m}:= \min\{j|j>T_{m-1},X_{j}>X_{T_{m}-1}\}$ $(m=2, \cdots, n)$ ,

$R_{m}:=X_{T_{m}}(m=1, \cdots n)\}$

と定義する. さらに, 下位の (lower) 記録時刻, 記録値も同様に

$T_{1}:=1,$ $T_{m}:= \min\{j|j>T_{m-1}, X_{j}<X_{T_{m}-1}\}$ $(m=2, \cdots , n)$ ,

$R_{m}:=X_{T_{m}}(m=1, \cdots, n)$

と定義する. また, $X_{1},$ $\cdots,$
$X_{n}$ 間の記録値の数 (記録数) を $N_{n}$ と定義する. ただし, $X_{1}$ は

いつも記録値となるから, $N_{1}=1$ とする.

数理解析研究所講究録 1439巻 2005年 1-30



2

次に, $\theta_{1},$ $\theta_{2}\in\Theta$ について, $f(\cdot, \theta_{2})$ に対して $f(\cdot, \theta_{1})$ の識別をするために, Kullback-Leibler
(K-L) 情報量を

$I( \theta_{1} : \theta_{2}).:=[_{-\infty}^{\infty}1f(x, \theta_{1})\log\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})}dx$

によって定義する. ただし, $0/0=1$ , Olog $0=0$ , alog(a/0) $=\infty(a>0)$ とする. この

K-L 情報量は, $f(\cdot, \theta_{1})$ と $f(\cdot\}\theta_{2})$ の相違を表す尺度であり, また標本が p.d.f. $f(x, \theta_{1})$ をも

つ分布から得られたと仮定するとき, その標本が p.d.f. $f(x, \theta_{2})$ をもつ分布から得られた

ものでない程度の度合いを表す尺度とも考えられる. ここで, $I(\theta_{1} : \theta_{2})\geq 0$ であり, 等号

成立は $f(x, \theta_{1})=f(x, \theta_{2})a.e$. のときに限る. そして, $I(\theta_{1} : \theta_{2})\neq I(\theta_{2} : \theta_{1})$ となり, 非対

称であるから, $I(\cdot$ : $)$ は距離ではない.

3 記録数および記録時刻の分布
本節では, $[\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{N}98]$ , [TF88] に従って, 記録町 $N_{n}$ の正確な分布と, 近似による分布を

求める. また, 記録数の分布から, 記録時刻 $T_{m}$ の分布についても考察する.

3.1 記録数の正確な分布

いま, 上位の記録値に関して, 確率変数 $I_{n}$ を

$I_{1}:=1,$ $I_{n}=I[X_{n}> \max\{X_{1}, \cdots, X_{n-1}\}]$

と定義する. ただし, 1 $[$ . $]$ は定義関数とする. 同様に, 下位の記録値に関して,

$I_{1}.--1,$ $I_{n}=I[X_{n}< \min\{X_{1}, \cdots, X_{n-1}\}]$

と定義する. これは, $X_{n}$ が記録値であるとき, $I_{n}=1$ になることを意味している.

次に, $I_{1},$ $\cdots,$
$I_{n}$ に関して, 同時分布を求めるために, $1=j_{1}<f2<\cdots<j_{m}(m\in N)$ の

自然数の列に対して, $j_{1},j_{2},$ $\cdots$ ,j一のときの観測値が記録値となる確率を考える. このと
き, 一般性を失うことなく, 任意の $X_{i}$ は一様分布 $U(0,1)$ に従うと仮定してよい. そこで,

上位の記録値に関して, $m=1$ のとき

$P(I_{j_{1}}=1)=P(I_{1}=1)=1= \frac{1}{j_{1}}$ (3.1)

となる. また, 各 $m\geq 2$ について,

$P(I_{j_{1}}=1, I_{j_{2}}=1, \cdots, I_{j_{m}}=1)$

$= \int_{0<x_{1}<x_{2}<}\cdot\cdot..\cdot.\oint_{<x_{m}<1}P(I_{j_{1}}=1, I_{j_{2}}=1, \cdots)I_{j_{m}}=1|X_{j_{1}}=x_{1},$
$\cdots,$ $X_{j_{m}}=x_{m})dx_{1}\cdots dx_{m}$

$= \oint_{0<x_{1}<x_{2}<}\cdot\cdot..\cdot.\oint_{<x_{m}<1}x_{2}^{j_{2}-2}x_{3}^{j_{3}-j_{2}-1}\cdots x_{m}^{j_{m}-j_{m-1}}-1dx_{1}\cdots dx_{m}$

$= \frac{1}{j_{1}}\frac{1}{j_{2}}\frac{1}{j_{3}}$ . . . $\frac{1}{j_{m}}$ (3.2)
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となる. ここで, (3.2) の等号が成り立つことを数学的帰納法によって示す.

(i) $m=2$ のとき

$\int_{0<x_{1}<x_{2}}\cdots\int_{<1}x_{2}^{j_{2}-2}dx_{1}dx_{2}=\oint_{0}^{1}\int_{x_{1}}^{1}x_{2}^{j_{2}-2}dx_{2}dx_{1}$

$= \frac{1}{j_{2}-1}\oint_{0}^{1}(\bm{1}-x_{1}^{j_{2}-1})dx_{1}$

$= \frac{1}{j_{1}}\frac{1}{j_{2}}$

となるから, $\mathrm{m}=2$ のとき, (3.2) は成り立つ.
(ii) $m=k-1$ のとき, (3.2) の等式が成り立つと仮定する. そこで, $m=k$ のとき,
$x_{i}’=x_{i}/x_{k}(i=1, \cdots, k-1)$ と変数変換すると

$\int_{0<x_{1}<x_{2}<}\cdot\cdot..\cdot.\oint_{<x_{k}<1}x_{2}^{j_{2}-2}x_{3}^{j_{3^{--}}j_{2}-1}\cdots x_{k}^{j_{k}-j_{k-1}-1}dx_{1}\cdots dx_{k}$

$= \int_{0}^{1}$ $I\cdots I$ $(x_{k}x_{2}’)^{j_{2}-2}(x_{k}x_{3}’)^{j_{3}-j_{2}-1}\cdots(x_{k}x_{k-1}’)^{j_{k-1}-j_{k-2}-1}$

$0<x_{1}’<x_{2}’<\cdots<x_{k-1}’<1$

$x_{k}^{j_{k}-j_{k-1}-1}x_{k}^{k-1}dx_{1}’\cdots dx_{k-1}’.dx_{k}$

$= \int_{0<x_{1}^{/}<x_{2}’<\cdot\cdot<}\cdot.\cdot\cdot\int_{x_{k-1}’<1}x_{2}’x_{3}’j_{2}-2j_{3}-j_{2}-1\ldots x_{k-1}^{\prime j_{k-1}-j_{k-2}-1}dx_{1}’\cdots dx_{k-1}’I_{0}^{1}x_{k}^{j_{k}-1}dx_{k}$

$= \frac{1}{j_{1}}\frac{1}{j_{2}}\frac{1}{j_{3}}$ . . . $\frac{1}{j_{m-1}}\frac{1}{j_{m}}$

となるから, $m=k$ のとき (3.2) は成り立つ. よって, (i), (ii) より $m\geq 2$ において等式

(3.2) が成り立つ.

いま, (3.1), (3.2) から, $I_{j_{1)}}\cdots,$ $I_{j_{m}}$ はたがいに独立で, 各 $I_{j}$ は確率

$P(I_{j}=1)= \frac{1}{j}$ , $P(I_{j}=0)=1- \frac{1}{j}=\frac{j-1}{j}$ (3.3)

をもつベルヌーイ分布 Ber(l/のに従うことがわかる. 下位の記録値に関しても同様に,

$m=1$ のとき,

$P(I_{j_{1}})= \frac{1}{j_{1}}$ (3.4)

となり, $m\geq 2$ において

$P(I_{j_{1}}=1, I_{j_{2}}=1, \cdots, I_{j_{m}}=1)$

$= \int_{0<x_{m}<\cdot<x_{2}}..\cdots\oint_{<x_{1}<1}(1-x_{2})^{j_{2}-2}(1-x_{3})^{j_{3}-j_{2}-1}\cdots(1-x_{m})^{j_{m}-j_{m-1}-1}dx_{1}\cdots dx_{m}$

$= \frac{1}{j_{1}}\frac{1}{j_{2}}\frac{1}{j_{3}}$ . . . $\frac{1}{Jm}-$ (3.5)
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となるから, (3.4), (3.5) より, 下位の記録値の場合にも $I_{j_{1}},$ $\cdots,$ $I_{j_{m}}$ はたが $^{\mathrm{a}}$に独立で, 各

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は確率 (3.3) をもつベルヌーイ分布 $\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{r}(1/j)$ に従う. このとき, $\text{各}I_{j}$ の平均と分散は, そ

れぞれ

$E(I_{j})=P(I_{j}=1)= \frac{1}{j}$ (3.6)

$V(I_{j})= \frac{1}{j}-(\frac{1}{j})^{2}=\frac{j-1}{j^{2}}$ (3.7)

となる. また, 記録数 $N_{n}$ は $I_{j}(j=1, \cdots, n)$ を用いて

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=\sum_{j=1}^{n}I_{j}$

と表せるから, 記録数 $N_{n}$ の平均と分散は, (3.6), (3.7) から

$E(N_{n})= \sum_{j=1}^{n}\frac{1}{j}$
(3.8)

$V(N_{n})= \sum_{j=1}^{n}\frac{j-1}{j^{2}}=\sum_{j=1}^{n}\frac{1}{j}(1-\frac{1}{j})$ (3.9)

になる.

次に, 記録数 $N_{n}$ の正確な分布を求める. いま, $N_{n}$ の確率量関数 (probability mass func-

tion 略して $\mathrm{p}.\mathrm{m}.\mathrm{f}.$ ) を

$f_{N_{n}}(k):=P\{N_{n}=k\}$

とおくと, 事象について

$\{N_{n}=k\}=\{N_{n-1}=k-1, I_{n}=1\}\cup\{N_{n-1}=k, I_{n}=0\}$

であるから,

$f_{N_{1}}(1)=1$ ,
$f_{N_{n}}(k)=P\{N_{n-1}=k-1, I_{n}=1\}+P\{N_{n-1}=k, I_{n}=0\}$

$=P\{I_{n}=1|N_{n-1}=k-1\}P\{N_{n-1}=k-1\}+P\{I_{n}=0|N_{n-1}=k\}P\{N_{n-1}=k\}$

$= \frac{1}{n}f_{N_{n-1}}(k-1)+\frac{n-1}{n}f_{N_{n-1}}(k)$ (3.10)

$(k=1, \cdots, n ; n=2,3, \cdots)$

という関係が成り立つ. ただし,

$f_{N_{n}}(0)=f_{N_{n}}(n+1)=0$ $(n=1,2, \cdots)$

とする. よって, $N_{n}$ の正確な分布は (3.10) から再帰的に求められる ([TF88]).
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また, (3.10) で定まる分布は, 確率母関数 (probability generating function 略して p.g.f.)
を用いても得られる. 実際, まず p各 $\mathrm{f}$ . は

$\pi_{N_{n}}(s):=E(s^{N_{n}})=\prod_{j=1}^{n}E(s^{I_{j}})=\prod_{j=1}^{n}(\frac{s}{j}+\cdot.\frac{.?-1}{j})=\frac{1}{n^{l}}.\prod_{j=1}^{n}(s+j-1)$ (3.11)

になり, そして

$\pi_{N_{n}}(s)=\sum_{l=1}^{n}P\{N_{n}=l\}s^{l}=\sum_{l=1}^{k-1}P\{N_{n}=l\}s^{l}+P\{N_{n}=k\}s^{k}+\sum_{l=k+1}^{n}P\{N_{n}=l\}s^{l}$

(3.12)

となる. (3.11), (3.12) より, 等式

$\prod_{k=1}^{n}(s+k-1)=s(s+1)\cdots(s+n-1)=\sum_{k=1}^{n}S_{n}^{k}\cdot s^{k}$

で定義される第 1 種のスターリング数 $S_{n}^{k}$ を用いると

$P\{N_{n}=k\}=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{k}$ in $\frac{1}{n!}\prod_{j=1}^{n}(s+j-1)$

$= \frac{S_{n}^{k}}{n!}$ (3.13)

と表せる $([\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{N}98])$ . $(3.10),$ $(3.13)$ より, 記録数 $N_{n}$ の分布は母数 $\theta$ に無関係であるか

ら, 記録数 $N_{n}$ は補助統計量になる.

3.2 記録数の分布の近似

観測数 $n$ が十分大きいときに, 記録数 $N_{n}$ の分布の近似を考える. まず, $N_{n}$ の平均 (3.8),

分散 (3.9) は, $n$ が大きいとき,

$E(N_{n})\approx\log n+\gamma=:m_{n)}$
$V(N_{r\iota}) \approx\log n+\gamma-\frac{\pi^{2}}{6}=:s_{n}^{2}$ (3.14)

となる. ただし, $\gamma$ はオイラーの定数で,

$\gamma=\lim_{narrow\infty}\{1+\frac{1}{2}+\cdots+\frac{1}{n}-\log n\}=0.5772\cdots$

である. したがって, 例えば, 観測数 $n$ が 1000 のときに記録数の平均は約 75 で小さいこ

とがわかる.

次に, $N_{n}$ の分布の近似を中心極限定理を用いて考えるが, いまの場合, $I_{1},$ $\cdots,$
$I_{n}$ は独立

であるが, 同分布でない場合の次の定理を用いる (西尾 [Ni78]).
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定理 31 $X_{1},$ $X_{2},$ $\cdots,X_{n},$ $\cdots$ を $:l\mathrm{f}\mathrm{i};Z\mathrm{a}$な確率変数列とし洛 $X_{j}$ の平均を $\mu j$ , 分散を $\sigma_{j}^{2}$

とし, $s_{n}^{2}= \sum_{j=1}^{n}\sigma_{j}^{2}$ とする. ある正数 $\delta$ について,

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{s_{n}^{2+\delta}}\sum_{j=1}^{n}E[|X_{j}-\mu_{f}|^{2+\delta}]=0$
(3.15)

を満たすとする. このとき

$\sum_{j=1}^{n}(X_{j}-\mu_{j})$

$s_{n}$

は標準正規分布 $N(0,1)$ に従う確率変数に法則収束する.

さて, 確率変数ち $(j=1, \cdots, n)$ はたがいに独立で $N_{n}= \sum_{j=1j}^{n}.I$ である. ここで, $\delta=1$

とすると, (3.14) より

$\frac{\sum_{j=1}^{n}E\ovalbox{\tt\small REJECT}|I_{j}-\frac{1}{j}|^{3}\ovalbox{\tt\small REJECT}}{s_{n}^{3}}=\frac{\sum_{j=1}^{n}E\ovalbox{\tt\small REJECT}|I_{j}-\frac{1}{j}|^{3}\ovalbox{\tt\small REJECT}}{\backslash ^{s_{n}^{2})^{3/2}}f}$

$\sum_{j=1}^{n}E[|_{1}I_{j}|^{3}]$

$\leq\overline{(s_{n}^{2})^{3/2}}$

$=O( \frac{1}{(\log n)^{1/2}})arrow 0$ $(narrow\infty,\mathrm{I}$

となり, 条件 (3.15) を満たすから, 定理 3.1 より,

$\frac{N_{n}-E(N_{n})}{\sqrt{V(N_{n})}}=\frac{N_{n}-m_{n}}{\sqrt{s_{n}^{2}}}\underline{L}Z$
$(narrow\infty)$

となる. ただし, $Z$ は $N(0,1)$ に従う確率変数とする. すなわち, $N_{n}$ は漸近的に正規分布
$N(m_{n}, s_{n}^{2})$ に従う.
いま, $N_{n}$ の正確な分布と, 極限分布における平均, 分散上側 5%点をそれぞれ表 3.1, 表

32 に示す. それらの表から, $n$ が 20以上であればその近似は良さそうである. なお, 正確

な分布の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点は, $P${ $N_{n}\geq$ げ} $\leq\alpha$ をみたす最小の自然数, 極限分布による上側
100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点は, 連続補正を行い, u。を標準正規分布 $N(0,1)$ の上側 $100\alpha\%$ として,

$\tilde{r}_{n}^{*}=\log n+\gamma+u_{\alpha}\sqrt{\log n+\gamma-\frac{\pi^{2}}{6}}+\frac{1}{2}$ (3.16)

で求めることができる. なお, 数値計算は極限分布による方が正確な分布より容易である.
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表 31: 正確な分布による $n$ 回観測したと 表 32 : 極限分布による $n$ 回観測したとき
きの記録数 $N_{n}$ の平均と分散, およ の記録数 $N_{n}$ の平均と分散, および
び上側 5%点 $r_{n}^{*}$ 上側 5%点 $\tilde{r}_{n}^{*}$

3.3 記録時刻の分布

次に, 記録数 $N_{n}$ の分布から記録時刻 $T_{m}$ の分布を求める. いま, $T_{m}$ の p.m.f. を

$f_{T_{m}}(n):=P\{T_{m}=n\}$

とおくと
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

事象について

$\{T_{m}=n\}=\{N_{n}=m, N_{n-1}=m-1\}=\{I_{n}=1, N_{n-1}=m-1\}$

であり, $I_{n}$ と $N_{n-1}$ は独立であるから,

$f_{T_{1}}(1)=1$ ,

$f_{T_{m}}(n)=P\{I_{n}=1, N_{n-1}=m-1\}$

$= \frac{1}{n}\cdot f_{N_{n-1}}(m-1)$ $(m=2,3, \cdots)n$ ; $n=2,3,$ $\cdots$ ) (3.17)

という関係か成り立ち, (3.10) から再帰的に求められる. また, (3.17) は (3.13) より第 1 種
のスターリング数を用いて

$P \{T_{m}=n\}=\frac{1}{n}\frac{S_{n-1}^{m-1}}{(n-1)!}=\frac{S_{n-1}^{m-1}}{n!}$

と表せる. しかし, $m$ が大きくなるにつれて, $T_{m}$ も増加していくため, 記録時刻 $T_{m}$ の平

均は $E(T_{m})=\infty$ となってしまう.

また, 記録時刻 $T:=(T_{1}, \cdots, T_{m})$ の同時 p.m.f. $f_{T}(t)$ は, 自然数 $1=n_{1}<n_{2}<\cdots<$

$n_{m}(rr\iota\in N)$ に対して

$f_{T}(t)$ $:=P\{T_{1}=n_{1}, T_{2}=n_{2}, \cdots,T_{m}=n_{m}\}$

$=P\{I_{n_{1}}=1, I_{2}=0, \cdots, I_{n_{2}-1}=0, I_{n_{2}}=1, \cdot\vee\cdot, I_{n_{m}}=1\}$

$= \frac{1}{(n_{2}-1)(n_{3}-1)\cdots(n_{m}-1)n_{m}}$ (3.18)
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となる. ただし, $t:=(n_{1}, \cdots, n_{m})$ とする. さらに, (3.18) から $T$ の分布も記録数 $N_{n}$ の分

布と同様, 母数 $\theta$ に無関係であるから, 記録時刻 $T$ は補助統計量になる.

4 記録数にもとつく仮説検定の応用例
本節では, 前節で求めた記録数 $N_{n}$ の分布をもとに, 実際のデータにもとづ $1_{\mathit{1}}\mathrm{a}$て仮説検

定問題を考える. 実際の記録データとして, 米国のメジャーリーグの 1901 年から 2004 年

までの 104年間における年間最高安打数と年問最高本塁打数を取り上げ, 野球における打
者の競技水準について考察する.
まず, データ数 $n=104$ のときの記録数 N。の p.m.f. $f_{N_{n}}(k)$ は, (3.10) より表 4.1 の

ようになり, 極限分布と比較すると図 4.1 のようになる. また, (3.8) より記録数の平均

$E(N_{n})=5.226$ であり, (3.14) より極限分布による平均は 5222 であるから, 2 つの分布は

近いものと考えられる.

表 4.1 : 記録数 $N_{n}$ の p.m.f. $f_{N_{n}}(k)(n=104)$

図 4.1 : 記録数 $N_{104}$ の p.m.f. $f_{N_{104}}$ およびその極限分布 (曲線)

(i) メジャーリーグの年間最多安打数にもとつく競技力に関する検定
メジャーリーグの年間最多安打数の記録値は表 42 のようになり, 記録数は 4 である
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([I05]). この値は平均 $E(N_{104})=5.226$ , 極限分布による平均 5222 よりも少ない値になっ
ている. そこで,

仮説 $H:|10$「
$4$年間において打者の競技力の水準に変化がない」

対立仮説 $K:$ 「 $104$年間において打者の競技力の水準が退歩している」

の有意水準 0.10 の検定を行う.
いま, $n=104$ のときの $N_{n}$ の分布の下側 10%点は表 4.1 より 2 であり, また, その極限

分布による下側 10%点は

$\log n+\gamma-u_{\alpha}\sqrt{\log n+\gamma-\frac{\pi^{2}}{6}}-\frac{1}{2}$

より, 2298 となる. このとき, $N_{104}=4>2$ (または 2298) であるから, 仮説 $H$ は受容さ

れ, 年間最多安打数でみる 104年間の打者の投手に対する相対的な競技水準は変化がない
と見なせる. なお, 下側 5%点は 1(または 1611) になる.

表 4.2 : メジャーリーグの年間最多安打新記録 (1901 年 $\sim 2004$年)

(ii) メジャーリーグの年間最多本塁打数にもとつく競技力に関する検定
メジャーリーグの年間最多本塁打数のデータの記録値は表 43 のようになり, 記録数は

10 である ([I05]). この値は平均 $E(N_{104})=5.226$ , 極限分布による平均 5222 より大きい値
になっている. そこで,

仮説 $H:$ 「 $104$年間において打者の競技力の水準に変化がない」

対立仮説 $K:$ 「 $104$年間において打者の競技力の水準が向上している」

の有意水準 0.10 の検定を行う.

表 43: メジャーリーグの年間最多本塁打新記録 (1901 年 $\sim 2004$年)
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いま, $n=104$ のときの $N_{n}$ の分布の上側 10%点は表 4.1 より 8 であり, また, その極限分

布による上側 10%点は (3.16) より 8.145 である. このとき, $N_{104}=10>8$ (または 8.145)

であるから, 仮説 $H$ は棄却され, 年間最多本塁打数でみる 104詳聞の打者の投手に対する

相対的な競技水準は向上していると見なせる.
また, 有意水準 005 の検定においても, 上側 5%点は 9(または 8833) であるから同様の

結論が得られる.
上記の (i), (ii) の検定から, 104年聞のメジャーリーグの歴史において, 打者のヒットを

打つ能力はあまり変化していないが, ホームランを打つ能力, すなわち, ボーノレを遠くに飛

ばす能力は上がってきていると考えることができる. その要因は, 科学的に研究された打

撃フォームや, 個人個人の筋力アップなどが考えられる. しかし, バット等の道具の発達

によることも予想できるので, ここでは打者の投手に対する相対的な競技水準として考え
ている.

5 記録データのKullback-Leibler情報量
本節では, 第 2節の設定の下で [YAk04] に従って, 母数 $\theta_{2}$ をもつ分布に対して母数 $\theta_{1}$ を

もつ分布の識別をするために, 記録値等に関する K-L情報量を求める. その際に, 次の表

記を用いる.

(i) $I_{RT}^{U}(n, \theta_{1}, \theta_{2})$ : 大きさ $n$ の無作為標本から得られた上位の記録値 $R:=(R_{1}, \cdots, R_{N_{n}})$

と上位の記録時刻 $T:=(T_{1}, \cdots, T_{N_{n}})$ の組 $(R, T)$ のもつ K-L情報量

(ii) $I_{R}^{U}(n, \theta_{1}, \theta_{2})$ : 大きさ $n$ の無作為標本から得られた上位の記録値 $R$のもつ K-L情報量

(iii) $I_{M}^{U}(n, \theta_{1}, \theta_{2})$ : 大きさ $n$ の無作為標本から得られた最後 (最大) の記録値ぬのもつ

K-L情報量

また, 下位の記録値に関しても, 同様の表記 $I_{RT}^{L}(n, \theta_{1}, \theta_{2}),$ $I_{R}^{L}(n, \theta_{1}, \theta_{2}),$ $I_{M}^{L}(n, \theta_{1}, \theta_{2})$ を用

いる.

注意 51 $X:=(X_{1}, \cdots, X_{n})$ のもつ K-L 情報量を $I_{\mathrm{X}}(\theta_{1}, \theta_{2})$ とするとき, $I_{X}-I_{RT}^{U}(n)$ を

$(R, T)$ の情報量損失という. これは, $(R, T)$ が全標本 $X$ と比較して, どれだけ情報を失う
かを示す (非負値) 量と考えられる. 他の $I_{R}^{U}(n)$ , $I_{M}^{U}(n),$ $I_{RT}^{L}(n),$ $I_{R}^{L}(n),$ $I_{M}^{L}(n)$ についても

同様である.

5.1 Kullback-Leibler情報量

まず, $X_{1},$ $\cdots,$
$X_{n}$ をたがいに独立にいずれも p.d.f. $f(x, \theta))$ c.d.f. $F(x, \theta)$ をもつ分

布に従う確率変数とする, このとき, 最大の記録値 $R_{m}$ 13i順序統計量を用いれば, $R_{m}=$

$\max_{1\leq i\leq 1}X_{i}=:X(n)$ となるから, その p.d.f. は,

$f_{R_{m}}(x, \theta)=nF^{n-1}(x, \theta)f(x, \theta)$
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になる. 第 2節の K-L 情 $\not\equiv \mathrm{R}$量の定義より, 亀のもつ K-L 情報量は,

$I_{M}^{U}(n; \theta_{1}, \theta_{2})=\int_{-\infty}^{\infty}\{\log\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})}+(n-1)\log\frac{F(x,\theta_{1})}{F(x,\theta_{2})}\}nF^{n-1}(x, \theta_{1})f(x, \theta_{1})dx$ (5. 1)

になる. 最小の記録値のもつ K-L情報量については, (5.1) において $F$ を 1–F とすれば
よい.

次に, 記録値 $R$, 記録時刻 $T$ の同時確率密度関数 (joint(j $.$ ) $\mathrm{p}.\mathrm{d}.\mathrm{f}.$ ) は

$f_{R,T}(r, t, \theta)=P\{X_{T_{1}}=r_{1}\}P\{X_{T_{1}+1}\leq r_{1}\}\cdots$ P{XT2-l\leq rl}P{X乃 $=r_{2}$ }
. $P\{X_{T_{2}+1}\leq r_{2}\}\cdots P\{X_{T_{m}}=r_{m}\}\cdots$ Pし� Tm+l-l $\leq r_{m}$ }

$=f(r_{1)}\theta)\{F(r_{1}, \theta)\}^{t_{2}-t_{1}-1}f(r_{2}, \theta)\{F(r_{2}, \theta)\}^{t_{3}-t_{2}-1}\cdots f(r_{m}, \theta)\{F(r_{m}, \theta)\}^{n-t_{m}}$

$= \prod_{i=1}^{m}f(r_{i}, \theta)\prod_{i=1}^{m}F^{\delta_{i}}(r_{i}, \theta)$ (5.2)

と表される. ただし, $r_{1}<\cdots<r_{m},t_{1}=1<t_{2}<\cdots<t_{m}\leq n,m=1,$ $\cdots,$ $n,$ $\delta_{i}=$

$t_{i+1}-t_{i}-1,t_{m+1}=n+1$ とする. このとき, 上位の記録値と記録時刻の組 $(R, T)$ のもつ
$\theta$ に関する K-L情報量は,

$I_{RT}^{U}(n; \theta_{1}, \theta_{2})=E_{\theta_{1}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\log\frac{f(R_{7}T,\theta_{1})}{f(R,T,\theta_{2})}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$=E_{\theta_{1}} \ovalbox{\tt\small REJECT}\sum_{i=1}^{N_{n}}\log\frac{f(R_{i},\theta_{1})}{f(R_{\overline{l}},\theta_{2})}\ovalbox{\tt\small REJECT}+E_{\theta_{1}}[\sum_{i=1}^{N_{n}}\Delta_{i}\log\frac{F(R_{i},\theta_{1})}{F(R_{i)}\theta_{2})}]$

$=:E_{1}+E_{2}$ (5.3)

となる. ただし, $\triangle_{i}=T_{i+1}-T_{i}-1,$ $T_{m+1}=n+1$ とする. ここで,

$E_{1}= \sum_{m=1}^{n}E_{1}(m)$

とし, 各 $m=1,$ $\cdots$

?
$n$ について,

$E_{1}(m)= \oint\cdots\oint_{r_{1}<\cdots<r_{m}}\sum_{\delta(m)\in\Delta(m)}\{\sum_{i=1}^{m}\log\frac{f(r_{i},\theta_{1})}{f(r_{i},\theta_{2})}\}\prod_{j=1}^{m}f(r_{j}, \theta_{1})\prod_{k=1}^{m}F^{\delta_{k}}(r_{k}, \theta_{1})dr_{1}\cdots dr_{rn}$

とする. $_{\vec{-}}$だし, $\delta(m):=(\delta_{1}, \cdots, \delta_{m}),$ $\triangle(m):=\{(\delta_{1}, \cdots, \delta_{m})|\sum_{i=1}^{m}\delta_{i}=n-m,$ $\delta_{1},$

$\cdots,$
$\delta_{\tau n}$ :

非負の整数} とする. このとき, $E_{1}(m)$ を計算すると,

$E_{1}(m)= \int\cdots\int_{r_{1}<\cdots<r_{m}}\{\sum_{i=1}^{m}\log\frac{f(r_{i},\theta_{1})}{f(r_{i},\theta_{2})}\}\prod_{j=1}^{m}f(r_{j}, \theta_{1})\sum_{\delta(m)\in\Delta(m)}\prod_{k=1}^{m}F^{\delta_{k}}(r_{k}, \theta_{1})dr_{1}\cdots dr_{m}$

となる. ここで, 十分小さい $s$ に対して,

$\sum_{\delta(m)\in\Delta(m)}\prod_{k=1}^{m}F^{\delta_{k}}(r_{k}, \theta_{1})=$ coefficient of $s^{n-m}$ in $\prod_{k=1}^{m}\frac{1}{1-F(r_{k},\theta_{1})s}$ (5.4)
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になる. 実際,

$\prod_{k=1}^{m}\frac{1}{1-F(r_{k},\theta_{1})s}=\prod_{k=1}^{m}(1+F(r_{k}, \theta_{1})s+F^{2}(r_{k}, \theta_{1})s^{2}+\cdots)$

$=1+\{F(r_{1}, \theta_{1})+\cdots+F(r_{m}, \theta_{1})\}s+\{F^{2}(r_{1}, \theta_{1})+F(r_{1}, \theta_{1})F(r_{2}, \theta_{1})$

$+\cdots+F(r_{m-1}, \theta_{1})F(r_{m}, \theta_{1})+F^{2}(r_{m}, \theta_{1})\}s^{2}+\cdots$

$=1+( \sum_{k=1}^{m}F(r_{k}, \theta_{1}))s+\cdots+(\sum_{\delta(m)\in\Delta(m)}\prod_{k=1}^{m}F^{\delta_{k}}(r_{k}, \theta_{1}))s^{n-m}+\cdots$

であるから,

$E_{1}(m)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{n-m}$ in $I \cdots I_{r_{1}<\cdots<r_{m}}\{\sum_{i=1}^{m}\log\frac{f(r_{i},\theta_{1})}{f(r_{i},\theta_{2})}\}\prod_{j=1}^{m}\frac{f(r_{j},\theta_{1})}{1-F(r_{j},\theta_{1})s}dr_{1}\cdots$ d,エ

となる. さらに, この式の積分の項は,

$\int\cdots\int_{r_{1}<\cdots<r_{m}}\{\sum_{i=1}^{m}\log\frac{f(r_{i},\theta_{1})}{f(r_{i},\theta_{2})}\}\prod_{j=1}^{m}\frac{f(r_{j},\theta_{1})}{1-F(r_{j},\theta_{1})s}dr_{1}\cdots dr_{m}$

$= \frac{1}{m!}\int_{-\varpi}^{\infty}\cdots\int_{-\infty}^{\infty}\{\sum_{i=1}^{m}\log\frac{f(r_{i},\theta_{1})}{f(r_{i},\theta_{2})}\}\prod_{j=1}^{m}\frac{f(r_{j},\theta_{1})}{1-F(r_{j},\theta_{1})s}dr_{1}\cdots dr_{m}$

$= \frac{1}{(m-1)!}\oint_{-\infty}^{\infty}(\log\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})})\frac{f(x,\theta_{1})}{1-F(x,\theta_{1})s}dx\cdot(\int_{-\infty}^{\infty}\frac{f(y,\theta_{1})}{1-F(y,\theta_{1})s}dy)^{m-1}$

$= \frac{1}{(m-1)!}(-\frac{1}{s}\log(1-s))^{m-1}l_{-\infty}^{\infty}(\log\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})})(\sum_{i=0}^{\infty}F^{i}(x, \theta_{1})s^{i})f(x, \theta_{1})dx$

となる. いま, この 0 か $\dot{\text{ら}}\infty$ までの $i$ についての和は $s^{n-m}$ の係数として用いる部分のみ

考えればよい. 上式のもう一方の $s$ に依存する部分である一 $(1/s)\log(1-s)$ を Taylar 展

開すると,

$- \frac{1}{s}\log(1-s)=1+\frac{s}{2}+\frac{s^{2}}{3}+\cdots$

となるので, この $i$ についての和は結局 0 から $n-m$ まで考える必要があるということに
なる. よって,

$E_{1}(m)= \sum_{i=0}^{n-m}\frac{1}{(m-1)!}\int_{-\infty}^{\infty}(\log\frac{f(X_{\}}\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})})F^{i}(x, \theta_{1})f(x, \theta_{1})dx$

coefficient of $s^{n-i-1}$ in $(-\log(1-s))^{m-1}$

となるから,

$E_{1}= \sum_{\tau r\iota=1}^{n}E_{1}(m)$
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$= \sum_{i=0}^{\tau\iota-1}\oint_{-\infty}^{\infty}(\log\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})})F^{i}(x, \theta_{1})f(x, \theta_{1})dx$

. coefficient of $s^{n-i-1}$ il $\sum_{m=1}^{n-i}\frac{1}{(m-1)!}(-\log(1-s))^{m-1}$

となる. ここで上式において,

coefficient of $s^{n-i-1}$ in $\sum_{m=1}^{n-i}\frac{1}{(m-1)!}(-\log(1-s))^{m-1}$

$=$ coefficient of $s^{n-i-1}$ in $\sum_{m=1}^{\infty}\frac{1}{(m-1)!}(-\log(1-s))^{m-1}$

$=$ coefficient of $s^{n-i-1}$ in $\exp(-\log(1-s))$

$=$ coefficient of $s^{n-i-1}$ in $\frac{1}{1-s}$

$=1$ (5.5)

となるから,

$E_{1}= \sum_{i=0}^{n1}\oint_{-\infty}^{\infty}(\log\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})})F^{i}(x, \theta_{1})f(x, \theta_{1})dx$ (5.6)

を得る. また, 同様にして,

$E_{2}= \sum_{m=1}^{n}E_{2}(m)$

と表すと,

$E_{2}(m)= \int\cdots\int_{r_{1}<\cdots<r_{m}}\sum_{\delta\langle m)\in\Delta(m\}}\{\sum_{i=1}^{m}\delta_{l}-\log\frac{F(r_{i},\theta_{1})}{F(r_{i)}\theta_{2})}\}\prod_{j=1}^{m}f(r_{j}, \theta_{1})\prod_{k=1}^{m}F^{\delta_{k}}(r_{k_{2}}\theta_{1})dr_{1}\cdots dr_{m}$

$= \int\cdots\int_{r_{1}<\cdots<r_{m}}\{\sum_{i=1}^{m}\log\frac{F(r_{i},\theta_{1})}{F(r_{i},\theta_{2})}\}\prod_{\mathrm{i}=1}^{m}f(r_{j}, \theta_{1})\sum_{\delta(m)\in\Delta(m)}\delta_{i}\prod_{k=1}^{m}F^{\delta_{k}}(r_{k}, \theta_{1})dr_{1}\cdots dr_{m}$

となる. ここで, 十分小さい $s$ #こ対して,

$\sum_{\delta(m)\in\Delta(m)}\delta_{i}\prod_{k=1}^{m}F^{\delta_{k}}(r_{k}, \theta_{1})=\sum_{\delta(m)\in\Delta(m)}\frac{F(r_{i},\theta_{1})}{f(r_{i},\theta_{1})}\frac{\partial}{\partial r_{i}}\prod_{k=1}^{m}F^{\delta_{k}}(r_{k}, \theta_{1})$

$= \frac{F(r_{i},\theta_{1})}{f(r_{i},\theta_{1})}\frac{\partial}{\partial r_{i}}[\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{n-m}$ in $\prod_{k=1}^{m}\frac{1}{1-F(r_{k},\theta_{1})s}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}i\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{n-m}$ in $\frac{F(r_{i},\theta_{1})s}{1-F(r_{i},\theta_{1})s}\prod_{k=1}^{m}\frac{1}{1-F(r_{k},\theta_{1})s}$
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であるから,

E2 $(m)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{n-m}$ in

$I \cdots I_{r_{1}<\cdots<r_{m}}\{\sum_{i=1}^{m}\log\frac{F(r_{i},\theta_{1})}{F(r_{i},\theta_{2})}\}\frac{F(r_{i},\theta_{1})s}{1-F(r_{i},\theta_{1})s}\prod_{j=1}^{m}f(r_{j}, \theta_{1})\prod_{k=1}^{m}\frac{1}{1-F(r_{k},\theta_{1})s}dr_{1}$
. . . $dr_{m}$

となる. さらに, この右辺の積分の項は,

$I \cdots I_{r_{1}<\cdots<r_{m}}\{\sum_{i=1}^{m}\log\frac{F(r_{i},\theta_{1}\cdot)}{F(r_{i},\theta_{2})}\}\frac{F(r_{i},\theta_{1})s}{1-F(r_{i},\theta_{1})s}\prod_{j=1}^{m}f(r_{j}, \theta_{1})\prod_{k=1}^{m}\frac{1}{1-F(r_{k},\theta_{1})s}.dr_{1}\cdots dr_{m}$

$= \frac{s}{m!}\int_{-\infty}^{\infty}$ . . . $\oint_{-\infty}^{\infty}\{\sum_{i=1}^{m}\log\frac{F(r_{i},\theta_{1})}{F(r_{i},\theta_{2})}\}\frac{F(r_{i},\theta_{1})}{1-F(r_{i},\theta_{1})s}\prod_{j=1}^{m}\frac{f(r_{\mathrm{i}},\theta_{1})}{1-F(r_{j},\theta_{1})s}dr_{1}\cdots dr_{m}$

$= \frac{s}{(m-1)!}.\mathit{1}_{-\varpi}^{\infty}(\log\frac{F(x,\theta_{1})}{F(x,\theta_{2})})\frac{f(x,\theta_{1})F(x,\theta_{1})}{(1-F(x,\theta_{1})s)^{2}}dx\cdot(\int_{-\infty}^{\infty}\frac{f(y,\theta_{1})}{1-F(y,\theta_{1})s}dy)^{m-1}$ (5.7)

となる. ここで,

$\frac{1}{1-F(x,\theta_{1})s}=\sum_{i=0}^{\infty}F^{i}(x, \theta_{1})s^{i}$

の両辺を $s$ で微分すれば,

$\frac{F(x,\theta_{1})}{(1-F(x,\theta_{1})s)^{2}}=\sum_{i=0}^{\infty}iF^{i}(x, \theta_{1})s^{i-1}$

であるから, 結局 (5.7) の右辺の積分の項は,

$\frac{s}{(m-1)!}(-\frac{1}{s}\log(1-s))^{m-1}\oint_{-\varpi}^{\infty}(\log\frac{F(x,\theta_{1})}{F(x,\theta_{2})})(\sum_{i=0}^{\infty}iF^{i}(x, \theta_{1})s^{i-1})f(x, \theta_{1})dx$

となる. この $\mathrm{i}$ に関する和は $E_{1}$ の場合と同様に 0 から $n-m$ まで考えれば十分であるから,

$E_{2}(m)= \sum_{i=0}^{n-m}\frac{\mathrm{i}}{(m-1)!}\oint_{-\infty}^{\infty}(\log\frac{F(x,\theta_{1})}{F(x,\theta_{2})})F^{i}(x, \theta_{1})f(x, \theta_{1})dx$

coefficient of $s^{n-i-1}$ in $(-\log(1-s))^{m-1}$

となる. これより,

$E_{2}= \sum_{m=1}^{n}E_{2}(m)$

$= \sum_{i=0}^{n-1}i\oint_{-\infty}^{\infty}(\log\frac{F(x,\theta_{1})}{F(x,\theta_{2})})F^{i}(x, \theta_{1})f(x, \theta_{1})dx$

. coefficient of $s^{n-?-1}$
.

in $\sum_{m=1}^{n-i}\frac{1}{(m-1)!}(-\log(1-s))^{m-1}$
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となり, (5.5) よりこの係数部分は 1 になるから,

$E_{2}= \sum_{i=0}^{n-1}i\int_{-\varpi}^{\infty}(\log\frac{F(x,\theta_{1})}{F(x,\theta_{2})})F^{i}(x, \theta_{1})f(x, \theta_{1})dx$ (5.8)

となる. よって, (5.6) と (5.8) より,

$I_{RT}^{U}(n;\theta_{1}, \theta_{2})=E_{1}+E_{2}$

$= \sum_{i=0}^{n-1}\int_{-\infty}^{\infty}\{\log\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})}+i\log\frac{F(x,\theta_{1})}{F(x,\theta_{2})}\}F^{i}(x, \theta_{1})f(x, \theta_{1})dx$ (5.9)

を得る ([YAk04]). また, 下位の記録値のもつ K-L 情報量 $I_{RT}^{L}(n)$ については, (5.9) におい
て $F$ を 1-F におさかえればよい.

注意 52(5.1), (5.9) より,

$I_{RT}^{U}(n; \theta_{1}, \theta_{2})=\sum_{i=0}^{n-1}\frac{1}{\mathrm{i}+1}\int_{-\infty}^{\infty}\{\log\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})}+\mathrm{i}\log\frac{F(x,\theta_{1})}{F(x,\theta_{2})}\}(\mathrm{i}+1)F^{i}(x, \theta_{1})f(x, \theta_{1})dx$

$= \sum_{i=0}^{7\mathrm{z}-1}\frac{1}{\mathrm{i}+1}I_{M}^{U}(i+1;\theta_{1}, \theta_{2})$

$= \sum_{i=1}^{n}\frac{1}{\mathrm{i}}I_{M}^{U}(\mathrm{i};\theta_{1}, \theta_{2})$ (5.10)

を得る. 下位の記録値等のもつ K-L情報量に関しても, (5.10) と同様の関係式が成り立つ.
これより, 上位 (下位) の記録値と記録時刻の組の K-L 情報量を求めたいときには, (5.9) を
直接計算しなくてもよく, それぞれ, 最大 (最小) の記録値のみの K-L情報量を考慮すれば
(5.10) から求められるということになる.

記録値 $R$の周辺確率密度関数 (m.p.d.f) は, (5.2) において記録時刻 $T$ に関する周辺密度
を考えることにより得られる. すなわち, 各記録時二間の間隔である $\delta(m)$ を $\triangle(m)$ の中で

動かすことによって得られるので,

$f_{R}(r)= \prod_{i=1}^{m}f(r_{i}, \theta)\sum_{\delta(n\mathrm{z})\in\Delta(m)}\prod_{i=1}^{m}F^{\delta_{i}}(r_{i}, \theta)$

になる. ただし, $r_{1}<\cdots<r_{m},$ $m=1,$ $\cdots,$ $n,$ $\delta(m):=(\delta_{1}, \cdots, \delta_{m}),$ $\Delta(m):=\{(\delta_{1}, \cdots, \delta_{m})$

$\sum_{i=1}^{m}\delta_{i}=n-m,$ $\delta_{1},$

$\cdots,$
$\delta_{m}$ : 非負の整数} とする. よって, 上位の記録値 $R$ に含まれる

K-L 情報量 $I_{R}^{U}(n;\theta_{1}, \theta_{2})$ は,

$I_{R}^{U}(n; \theta_{1}, \theta_{2})=E_{\theta_{1}}[\log\frac{f(R,\theta_{1})}{f(R,\theta_{2})}]$

$=E_{\theta_{1}}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\log\frac{\prod_{i_{-}^{-}1}^{N_{n}}f(R_{i},\theta_{1})\sum_{\delta(m)\in\Delta(m)}\prod_{i_{-}^{-}1}^{N_{n}}F^{\Delta_{i}}(R_{i},\theta_{1})}{\prod_{i=1}^{N_{n}}f(R_{i},\theta_{2})\sum_{\delta(m)\in\Delta\langle m)}\prod_{i=1}^{N_{n}}F^{\Delta_{i}}(R_{i},\theta_{2})}\ovalbox{\tt\small REJECT}}$

$=E_{\theta_{1}} \ovalbox{\tt\small REJECT}\sum_{i=1}^{N_{n}}\log\frac{f(R_{i},\theta_{1})}{f(R_{i)}\theta_{2})}\ovalbox{\tt\small REJECT}+E_{\theta_{1}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\log\frac{\sum_{\delta(m)\in\Delta(m)}\prod_{i-1}^{N_{n}}-F^{\Delta_{i}}(B_{i},\theta_{1})}{\sum_{\delta(m)\in\Delta(m)}\prod_{i=1}^{N_{n}}F^{\Delta_{i}}(R_{i},\theta_{2})}]$ (5.11)
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になる. ここで, (5.11) の最下行の右辺の第 1 項は (5.3) より $E_{1}$ に等しいので, (5.6) によっ

て求まり, 第 2 項は十分小さい $s$ に対して (5.4) と同様に考えれば,

$I_{R}^{U}(n_{7}. \theta_{1}, \theta_{2})=E_{1}^{U}+E_{\theta_{1}}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\rceil}\log\frac{A^{U}(R)}{B^{U}(R)}]$ (5.12)

と表せる. ただし,

$E_{1}^{U}= \sum_{\mathrm{i}=0}^{n-1}\oint_{-\infty}^{\infty}(\log\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})})F^{i}(x, \theta_{1})f(x, \theta_{1})dx$,

$A^{U}(r)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{n-m}$ in $\prod_{i=1}^{m}\frac{1}{1-F(r_{i},\theta_{1})s}$ ,

$B^{U}(r)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{n-m}$ in $\prod_{i=1}^{m}\frac{1}{1-F(r_{i},\theta_{2})s}$

とする. 下位の記録値については, $E_{1}^{L},$ $A^{L}(r),$ $B^{L}(r)$ として $F$ を 1-F におきかえたもの

を用いればよい. ここから, 情報量の値をシミュレーションによる数値計算によって求め
ることができる ([YAk04]).

5.2 Weibull分布の場合の記録データの K-L情報量

第 5.1 節において得られた記録値等の K-L 情報量の例として, [YAk04] において指数分

布の尺度母数の場合が論じられている. 本論においては, 指数分布を特別な場合として含
むWeibull分布の場合に, 記録値等含まれる尺度母数に関する K-L 情報量を計算する. な

お Weibull分布は機器類の寿命分布として知られており, 記録値に関する例としてもよく
扱われる $([\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{N}98])$ .

いま, $X_{1},$ $\cdots,$
$X_{n}$ をたがいに独立にいずれも p.d.f.

$f(x, \lambda)=\{$

$\frac{\alpha x^{\alpha-1}}{\lambda^{\alpha}}e^{-(\frac{x}{\lambda})^{\alpha}}$ $(x>0)$ ,

0 $(x\leq 0)$

をもつWeibull分布 $W(\alpha, \lambda)$ に従う確率変数とする. ただし, $\alpha>0,$ $\lambda>0$ とし 7 $\alpha$ は既知

とする. 例えば, $\alpha=1,2,4$ とし, $\lambda$ の値を変化させたときのWeibull分布の p.d.f. はそれ

ぞれ図 5.1, 52, 53 のようになる, ここで, $\alpha=1$ のとき, 指数分布 $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}(\lambda)$ になり, また
$\alpha=2$ のときは Rayleigh分布とも呼ばれる,
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図 51:Weibull分布 $W(1, \lambda)$ (指数分布 $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}(\lambda)$ ) の p.d.f. $f(x, \alpha, \lambda)$

図 52:Weibull分布 $W(2, \lambda)$ の p.d.f. $f(x, \alpha, \lambda)$

図 53:Weibull分布 $W(4, \lambda)$ の $\mathrm{p}.\mathrm{d}.\mathrm{f}$. $f(x, \alpha_{?}\lambda)$
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このとき,

$\log\frac{f(x,\lambda_{1})}{f(x,\lambda_{2})}=\log\frac{\alpha x^{\alpha-1}}{\lambda_{1}^{\alpha}}e^{-(\frac{x}{\lambda_{1}})^{\alpha}}-\log\frac{\alpha x^{\alpha-1}}{\lambda_{2}^{\alpha}}e^{-(\frac{x}{\lambda_{2}})^{\alpha}}=\alpha\log\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}}+(\frac{1}{\lambda_{2}^{\alpha}}-\frac{1}{\lambda_{1}^{\alpha}})x^{\alpha}$,

$\log\frac{1-F(x,\lambda_{1})}{1-F(x,\lambda_{2})}=(\frac{x}{\lambda_{2}})^{\alpha}-(\frac{x}{\lambda_{1}})^{\alpha}=(\frac{1}{\lambda_{2}^{\alpha}}-\frac{1}{\lambda_{1}^{\alpha}})x^{\alpha}$

となるので, (5.1) より最小の記録値の持つ K-L 情報量は,

$I_{M}^{L}(n; \lambda_{1}, \lambda_{2})=\int_{0}^{\infty}\{\alpha\log\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}}+(\frac{1}{\lambda_{2}^{\alpha}}-\frac{1}{\lambda_{1}^{\alpha}})x^{\alpha}+(n-1)(\frac{1}{\lambda_{2}^{\alpha}}-\frac{1}{\lambda_{1}^{\alpha}})x^{\alpha}\}$

. $n \{e^{-(\frac{x}{\lambda_{1}})^{\alpha}}\}^{n-1}\frac{\alpha x^{\alpha-1}}{\lambda_{1}^{\alpha}}e^{-(\frac{x}{\lambda_{1}})^{\alpha}}.dx$

$=l^{\infty} \{\alpha\log\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}}+n(\frac{1}{\lambda_{2}^{\alpha}}-\frac{1}{\lambda_{1}^{\alpha}})x^{\alpha}\}n\frac{\alpha x^{\alpha-1}}{\lambda_{1}^{\alpha}}e^{-n(\frac{x}{\lambda_{1}})^{\alpha}}dx$

$= \alpha\log\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}}\int_{0}^{\infty}n\frac{\alpha}{\lambda_{1}^{\alpha}}x^{\alpha-1}e^{-n(\frac{x}{\lambda_{1}})^{\alpha}}dx$

$+n( \frac{1}{\lambda_{2}^{\alpha}}-\frac{1}{\lambda_{1}^{\alpha}})\oint^{\infty}n\frac{\alpha}{\lambda_{1}^{\alpha}}x^{2\alpha-1}e^{-n(\frac{x}{\lambda_{1}})^{\alpha}}dx$

$= \alpha\log\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}}\int_{0}^{\infty}e^{-u}du+\lambda_{1}^{\alpha}(\frac{1}{\lambda_{2}^{\alpha}}-\frac{1}{\lambda_{1}^{\alpha}})\oint_{0}^{\infty}ue^{-u}du$

$= \alpha\log\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}}+(\frac{\lambda_{1}}{\lambda_{2}})^{\alpha}-1$

$=i\alpha\log\theta+\theta^{-\alpha}-1--.\tilde{I}_{M}^{L}(n;\theta)$ (5.13)

となる. ただし, $\theta:=\lambda_{2}/\lambda_{1}$ とする. また, このとき $\tilde{I}_{RT}^{L}(n;\theta):=I_{RT}^{L}(n\mathrm{i}\lambda_{1}, \lambda_{2})$ とすれば,

(5.10) より下位の記録値と記録時刻の組のもつ K-L情報量は,

$\tilde{I}_{RT}^{L}(n;\theta)=\sum_{i=1}^{n}\frac{1}{\mathrm{i}}\tilde{I}_{M}^{L}(\mathrm{i};\theta)=(\alpha\log\theta+\theta^{-\alpha}-1)\sum_{i.=1}^{n}\frac{1}{\mathrm{i}}$

となる. 次に, 上位の場合の K-L情報量について考察すると,

$I_{M}^{U}(n; \lambda_{1}, \lambda_{2})=\oint_{0}^{\infty}\{\alpha\log\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}}+(\frac{1}{\lambda_{2}^{\alpha}}-\frac{1}{\lambda_{1}^{\alpha}})x^{\alpha}$ 斗- $(n-1)$ $\log\frac{1-e^{-(\frac{x}{\lambda_{1}})^{\alpha}}}{1-e^{-(\frac{x}{\lambda_{2}})^{\alpha}}}.\}$

. $n \{1-e^{-(\frac{x}{\lambda_{1}})^{\alpha}}\}^{n-1}\frac{\alpha x^{\alpha-1}}{\lambda_{1}^{\alpha}}e^{-(\frac{x}{\lambda_{1}})^{\alpha}}dx$

$= \alpha\log\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}}\int_{0}^{\infty}n$ {l-e-(荒)\mbox{\boldmath $\alpha$}}n-l $\frac{\alpha x^{\alpha-1}}{\lambda_{1}^{\alpha}}$

.
e-(青)\mbox{\boldmath $\alpha$}dx

$+( \frac{1}{\lambda_{2}^{\alpha}}-\frac{1}{\lambda_{\dot{[perp]}}^{\alpha}})\oint_{0}^{\infty}nx^{\alpha}\{1-e^{-(\frac{x}{\lambda_{1}})^{\alpha}}\}^{n-1}\frac{\alpha x^{\alpha-1}}{\lambda_{1}^{\alpha}}e^{-(\frac{x}{\lambda_{1}})^{\alpha}}dx$

-(ユー $1$ ) $\int_{0}^{\infty}\{-\log$ (1–6-(片)’)\vdash {1-6-(六)
$\circ$

}n-l $\frac{\alpha x^{\alpha-1}}{\lambda_{1}^{\alpha}}e^{-(\frac{x}{\lambda_{1}})^{\alpha}}dx$

$+(n-1) \int_{0}^{\infty}\{-\log(1-$ 6-(考)\mbox{\boldmath $\alpha$})} $n \{1-e^{-(\frac{x}{\lambda_{1}})^{\alpha}}\}^{n-1}\frac{\alpha x^{\alpha-1}}{\lambda_{1}^{\alpha}}e^{-(\frac{x}{\lambda_{1}})^{\alpha}}dx$
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$= \alpha\log\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}}\int_{0}^{1}nt^{n-1}dt+(\frac{1}{\lambda_{2}^{\alpha}}-\frac{1}{\lambda_{1}^{\alpha}})\int_{0}^{1}\{-\lambda_{1}^{\alpha}\log(1-t)\}nt^{n-1}dt$

$-(n-1) \oint_{0}^{1}(-\log t)nt^{n-1}dt+(n-1)\int_{0}^{1}\{-\log(1-t(\frac{x_{1}}{\lambda_{2}})^{\alpha})\}n(1-t)^{n-1}dt$

(5.14)

となる. このとき, (5.14) の最終辺の第 2, 3, 4項の積分はそれぞれ,

$\oint_{0}^{1}$ { $-\lambda_{1}^{\alpha}$ tog( $1-t$)} $nt^{n-1}dt=n \lambda_{1}^{\alpha}\sum_{\dot{v}=1}^{\infty}\frac{1}{i}l^{1}t^{n+\dot{\mathrm{z}}-1}dt$

$=n \lambda_{1}^{\alpha}\sum_{i=1}^{\infty}\frac{1}{i(n+i)}$

$=n \lambda_{1}^{\alpha}\lim_{karrow\varpi}\{\frac{1}{1(n+1)}+\frac{1}{2(n+2)}+\cdots+\frac{1}{k(n+k)}\}$

$= \lambda_{1}^{\alpha}\lim_{karrow\infty}\{\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\cdots+\frac{1}{n}-\frac{1}{k+1}-\frac{1}{k+2}-\cdots-\frac{1}{n+k}\}$

$= \lambda_{1}^{\alpha}\sum_{j=1}^{n}\frac{1}{j}$ ,

$\oint_{0}^{1}(-\log t)nt^{n-1}dt=[-t^{n}\log t]_{0}^{1}+\int_{0}^{1}t^{n-1}dt=\frac{1}{n}$ ,

$\int_{0}^{1}\{-\log(1-t(\frac{\lambda_{1}}{\lambda_{2}})^{\alpha})\}n(1-t)^{n-1}dt=\sum_{k=1}^{\infty}\frac{1}{k}\int_{0}^{1}t^{k(_{\lambda_{2}}^{\lambda})_{n(1-t)^{n-1}dt}^{\alpha}}\lrcorner_{\llcorner}$

$= \sum_{k=1}^{\infty}\frac{1}{k}\{[-t^{k(\frac{\lambda_{1}}{x_{2}})_{(1-t)^{n}]_{0}^{1}}^{\alpha}}$

$+ \int_{0}^{1}(\frac{\lambda_{1}}{\lambda_{2}})^{\alpha}kt^{k(-\frac{\lambda}{\lambda}4)^{\alpha}-1}2(1-t)^{n}dt\}$

$=( \frac{\lambda_{1}}{\lambda_{2}})^{\alpha}\sum_{k=1}^{\infty}\int_{0}^{1}t^{k(\frac{x_{1}}{\lambda_{2}})^{\alpha}-1}(1-t)^{n}dt$

$=( \frac{\lambda_{1}}{\lambda_{2}})^{\alpha}\sum_{k=1}^{\infty}B(k(\frac{\lambda_{1}}{\lambda_{2}})^{\alpha},$ $n+1)$

となる. ただし, $B(\cdot, \cdot)$ はベータ関数とする. これより, $\theta=\lambda_{2}/\lambda_{1}$ として, $\tilde{I}_{M}^{U}(n;\theta):=$

$I_{M}^{U}(n;\lambda_{1}, \lambda_{2})$ とすれば

$\tilde{I}_{M}^{U}(n;\theta)=\alpha\log\theta+(\theta^{-\alpha}-1)\sum_{j=1}^{n}\frac{1}{j}-\frac{n-1}{n}+\theta^{-\alpha}(n-1)\sum_{k=1}^{\infty}B(k\theta^{-\alpha}, n+1)$ (5.15)

となる. さらに, このとき $\tilde{I}_{RT}^{U}(n;\theta):=I_{RT}^{U}(n;\lambda_{1}, \lambda_{2})$ とすれば, (5.10) より,

$\tilde{I}_{RT}^{U}(n;\theta)=\sum_{i=1}^{n}\frac{1}{\mathrm{i}}\tilde{I}_{M}^{U}(i;\theta)$
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$= \alpha 1o\mathrm{g}\theta\sum_{i=1}^{n}\frac{1}{i}+(\theta^{-\alpha}-1)\sum_{i=1}^{n}\frac{1}{\mathrm{i}}\sum_{j=1}^{i}\frac{1}{j}-\sum_{i=1}^{n}\frac{\mathrm{i}-1}{\mathrm{i}^{2}}$

$+ \theta^{-\alpha}\sum_{i=1}^{n}\frac{\mathrm{i}-1}{\mathrm{i}}\sum_{k=1}^{\infty}B(k\theta^{-\alpha}, i+1)(5.16)$

として上位の記録値と記録時刻の組 $(R, T)$ のもつ K-L 情報量が得られる.

最後に, 下位と上位の記録値 $R$ のもつ K-L 情報量 $\tilde{I}_{R}^{L}(n;\theta).--I_{R}^{L}(n;\lambda_{1}, \lambda_{2}))\tilde{I}_{R}^{U}(n;\theta):=$

$I_{R}^{L^{\gamma}}(n;\lambda_{1_{7}}\lambda_{2})$ はそれぞれ,

$E_{1}^{L}= \sum_{i=0}^{n-1}\int_{0}^{\infty}\{\alpha\log\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}}+$ ( $\frac{1}{\lambda_{2}^{\alpha}}$ $-$ $\frac{1}{\lambda_{1}^{\alpha}}$) $x^{\alpha}\}e^{-i(\frac{x}{\lambda_{1}})_{\frac{\alpha x^{\alpha-1}}{\lambda_{1}^{\alpha}}}^{\alpha}}$e-(六) $\circ$

$= \sum_{i=1}^{n}\oint_{0}^{\infty}\{\alpha\log\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}}+(\frac{1}{\lambda_{2}^{\alpha}}-\frac{1}{\lambda_{1}^{\alpha}})x^{\alpha}\}\frac{\alpha x^{\alpha-1}}{\lambda_{1}^{\alpha}}e^{-i(\frac{x}{\lambda_{1}})^{\alpha}}dx$

$= \sum_{i=1}^{n}\{\frac{\alpha}{\mathrm{i}}\log\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}}+\frac{\lambda_{1}^{\alpha}}{\mathrm{i}^{2}}(\frac{1}{\lambda_{2}^{\alpha}}$一刊
$= \alpha\log\theta\sum_{i=1}^{n}\frac{1}{i}+(\theta^{-\alpha}-1)\sum_{i=1}^{n}\frac{1}{i^{2}}$ ,

$E_{1}^{U}= \sum_{i=0}^{n-1}\int_{0}^{\infty}\{\alpha\log\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}}+(\frac{1}{\lambda_{2}^{\alpha}}-\frac{1}{\lambda_{1}^{\alpha}})x^{\alpha}\}\{1-e^{-(\frac{x}{\lambda_{1}})^{\alpha}}\}^{\iota}\frac{\alpha x^{\alpha-1}}{\lambda_{1}^{\alpha}}e^{-(\frac{x}{\lambda_{1}})^{\alpha}}dx$

$= \sum_{i=1}^{n}l^{1}\{\alpha\log\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}}-\lambda_{1}^{\alpha}(\frac{1}{\lambda_{2}^{\alpha}}-\frac{1}{\lambda_{1}^{\alpha}})\log(1-t)\}t^{i-1}dt$

$= \sum_{i=1}^{n}\{\frac{\alpha}{i}\log\theta+(\theta^{-\alpha}-1)\sum_{=J1}^{\infty}\frac{1}{j(\mathrm{i}+j)}\}-$

$= \alpha\log\theta\sum_{i=1}^{n}\frac{1}{i}+(\theta^{-\alpha}-1_{J}^{\mathrm{a}}\sum_{\mathrm{i}=1}^{n}\frac{1}{i}\sum_{j=1}^{i}\frac{1}{j}$

となることから,

$A^{L}(r)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{n-m}$ in $\prod_{i=1}^{m}\frac{1}{1-e^{-(\frac{r_{i}}{\lambda_{1}})_{S}^{\alpha}}}$ ,

$B^{L}(r)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{n-m}$ in $\prod_{i=1}^{m}\frac{1}{1-e^{-(\frac{r_{i}}{\lambda_{2}})_{S}^{\alpha}}}$ ,

$A^{U}(r)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{n-\cdot m}$ in $\prod m$
1

$i=11-(1-e^{-(_{\overline{\lambda}_{1}}^{r_{\angle}})^{\alpha}}.)s$

’

$B^{U}(r)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{n-m}$ in $\prod m$
1

$i=11-(1-e^{-(\frac{r_{i}}{\lambda_{2}})^{\alpha}})s$
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として, (5.12) からシミュレーションによりその情報量の値が得られる.

さて, Weibull 分前 $W(\alpha, \lambda)$ において, $\alpha=1$ (すなわち, 指数分布 $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}(\lambda)$ ) の場合に,
p.d.f. $f(\cdot, \lambda_{1})$ をもつ分布から得られた上位の最大の記録値に含まれる $(f(\cdot, \lambda_{2})$ に対して
$f(\cdot, \lambda_{1})$ の識別をするための) K-L 情報量 $\tilde{I}_{M}^{U}(n;\theta)$ の値, 同様に下位の最小の記録値に含ま
れる K-L 情報量 $\tilde{I}_{M}^{L}(n;\theta)$ の値が数値的に得られる (表 5.1, 52 参照). ただし, $\theta:=\lambda_{2}/\lambda_{1}$

とする. また, 上位と下位それぞれの記録値と記録時刻の組 $(R, T)$ のもつ K-L情報量 $\tilde{I}_{RT}^{U}$

および $\tilde{I}_{RT}^{L}$ の値が数値的に得られる (表 53, 54参照). さらに, 上位と下位それぞれの記
録値のもつ K-L 情報量 $\tilde{I}_{R}^{U}$ および $\tilde{I}_{R}^{L}$ の値をシミュレーションによって得る (表 55, 56 参
照). 同様にして, $\alpha=2,4$ のときのそれぞれの K-L 情報量の値が得られる (表 57-5.12, 表
5.13-5.18参照).

$\alpha$ がいずれの場合も, K-L 情報量の性質である, 標本の大きさ $n$ が大きくなると情報量
が増加すること, $\lambda_{1}=\lambda_{2}$ すなわち $\theta=1$ のとき K-L 情報量は 0 となること, $\lambda_{1}$ と $\lambda_{2}$ に関
して非対称であることが表から読み取れる. なお, 下位の最小の記録値に含まれる K-L 情
報量は (5.13) からわかるように $n$ に依存していないため, 表 52, 58, 514 には $n=1$ の場

合の値を載せた. さらに, $n=1$ において, その標本 $X_{1}$ は上位の記録値にも下位の記録値
にもなるので, $\theta$ が同じとき, どの情報量でも値は等しくなる. また, 第 33節で, 記録時刻
$T$ は補助統計量であることを述べたが, $\alpha$ がいずれの場合も記録値と記録時刻の組の K-L
情報量と記録値のみの K-L 情報量を比べると, シミュレーションにより多少の誤差がある
が, 上位と下位どちらの場合でも前者の K-L情報量の値の方が少し大きくなる傾向にある.
これについて, $\alpha=1,2,4$ において, 上位の場合, 下位の場合, それぞれについて相対差の
値を得る (表 5.19-5.24 参照). それらの表より, $\alpha$ がいずれの場合も記録時刻を含めること
による K-L 情報量への影響は, 標本の大きさ $n$ が大きくなるほど大きいことがわかる. さ

らに, $\theta$ の値が 1 に近いとき, すなわち 2 つの分布が接近しているときほど大きくなって
いることもわかる. これは, たとえば $\alpha=2$ において $\lambda_{2}=1$ とし, $\lambda_{1}=2$ としたときと

$\lambda_{1}=10$ としたときの上位の記録値について考えると, 図 2 より $\lambda_{1}$ が 2 のときより 10 の
ときの方が兵事が長くなっているため, $\lambda_{1}=10$ のときの方が $\lambda_{1}=2$ のときより上位の記

録値が出やすいが, $\lambda_{2}=1$ のときにはその記録が出にくくなるため, 記録時刻に関係なく
識別しやすくなるからと考えられる.
次に, $\alpha$ を変化させることによる K-L 情報量の変化を考察する. 最大 (最小) の記録値,

記録値と記録時刻の組, 記録値に関するそれぞれ情報量に対して $\alpha$ を 1 から 2, 2 から 4
と大きくしていくと, 値が極端に大きくなっていることが読み取れる. これは図 5.1-5.3
を見てもわかるように, $\alpha$ が大きくなるにつれて, $\lambda$ の値を変えたときの $W(x, \lambda)$ の p.d.f.
$f(x, \lambda)$ の重複部分が少なくなるため, 識別しやすくなるからである. また, 最大 (最小) の

記録値, 記録値と記録時刻の組に関する情報量については, (5.13), (5.15) からわかるよう

に, $\alpha=1$ のときの $\theta=0.01$ , 100 の値と $\alpha=2$ のときの $\theta=0.1,10$ の値, $\alpha=2$ のときの

$\theta=0.01,100$ の値と $\alpha=4$ のときの $\theta=0.1,10$ の値がそれぞれ等 $\llcorner$ $\langle$ なる. しかし, 記録

値の持つ K-L 情報量に関してはシミュレーションにより多少の誤差が出てしまう.
さらに, 記録時刻を考慮することによる情報量の影響は, 上位の場合, $\alpha=2,4$ のとき

には p.d.f. $f(x, \lambda)$ の右裾が比較的短いので (図 52, 53参照), 記録時刻は影響してこない

(表 5.21, 5.23 参照). しかし, $\alpha=1$ のとき, p.d.f. $f(x, \lambda)$ の右裾は長くなるので (図 5.1 参
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照), $\equiv \mathrm{a}\mathrm{D}\text{録}\wedge\backslash r$時刻の影響は $\alpha=2,4$ のときよりも大きくなる俵 5.19参照). また, 上位の場合,

$\theta<1$ のときよりも $\theta>1$ のときの方がその度合は大きくなる. 下位の場合, $\alpha=2,4$ のと

きには $\lambda$ が小さいほど p.d.f. $f(x, \lambda)$ のモードは $x=0$ の方向に近づくので (図 5.2, 5.3),

記録時刻を含めることによる影響は上位の場合よりも大きくなる. また, 上位の場合とは

逆に $\theta>1$ のとき 2: りも $\theta<1$ のときの方がその度合はかなり大きくなっており, $\theta<1$ (こ

対しては $\theta$ の値が変化してもあまり変化が見られない (表 5.21, 5.23 参照). $\alpha=1$ のとき

も $\lambda$ が小さいほど p.d.f. $f(x, \lambda)$ は $x=0$ の近傍の確率が大きくなるので (図 5.1 参照), や

はり, $\alpha=2,4$ のときと同じ傾向にある (表 5.19 参照).

$n$
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$n$
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(注) 表 513-5.18 において ( $\theta=0.01$ のときの値 $(\mathrm{x}10^{8})$ ,
$\theta=0.02$ のときの値 $(\mathrm{x}10^{6}),$ $\theta=0.05$ のときの値 $(><10^{5}))$ とする.
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$n$

6 まとめ

本論では, まず, 記録数の正確な分布, 極限分布, 記録時刻の分布について考察した. 特

に, 正確な分布では再帰的に求めるため, パーセント点などの数値計算がやや困難である
が, 極限分布を考えると, その計算が容易になるという点で有用である. また, 離散型分布
の場合には与えられたサイズに応じたパーセント点は一般には得られないが, 極限分布は
連続型になるので, その問題はなくなるという利点もある. さらに, その応用例として, 実
際の米国のメジャーリーグのデータから得られる記録数にもとづいて打者の競技水準に関
する仮説検定を行った. また, 記録データのもつ K-L情報量について考察し, 特にWeibull
分布 $W(\alpha, \lambda)$ からの無作為標本から得られた上位 (下位) の記録値, 記録時刻等に関する

K-L 情報量を求めた. 実際に母数 $\alpha,$
$\lambda$ の値を変化させて, 記録値等に含まれる尺度母数 $\lambda$

に関する K-L情報量の値を数値的に求めて表にし, それらの値から, Weibull分布の特徴を
把握することができ, 指数分布の場合との比較も行うことができた. 本論では $\alpha=1,2,4$

の場合について, K-L情報量の値を求めたが, $\alpha$ が他の値をとるときについても考察する
必要があると思われる. また, 今後の課題としては, 形状母数 $\alpha$ を未知として記録値等に

含まれる $\alpha$ に関する情報量についても考察することが望まれる.
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