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概要

判別問題において AdaBoost はシンプルかつ強力な方法であり、そのアルゴ
リズムは指数ロスを逐次最小化していると見なせる. AdacBoost は例題に対
する重みを指数的に更新することで学習を行なうが

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

重みの更新が急過ぎる
が故に例題中に含まれる外れ値に影響されやすいという特徴を持つ. 例題に
含まれる外れ値には入九 ラベルに対する外れ値があるが, 本稿では各種の
外れ値に対してロバストなブースティングアルゴリズムを提案する.
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1 導入

本稿ではブースティングを用いた 2値の判別問題を扱う ( $\mathrm{M}c_{J}1\mathrm{T}\mathrm{r}$chlan, 1992).
ブースティングとは精度の低い学習機, 弱学習機を組み合わせて精度の高い
学習機を構成する手法である (Schapire, 1990). 一般にブースティングのア
ルゴリズムは弱学習機を用いたロス関数の逐次最小化によって得られ, 用い
るロスによって得られる統計的性質が異なる. ブースティングの典型的な例
がアダブースト (Freund and Schapire, $1997_{\backslash }\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}_{c}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{e}_{\backslash }$ 1999) であり, アダ

ブーストから派生した様々な亜種が存在する. ブースティングのアルゴリズ
ムの主な特徴は与えられた例題に対する重みの分布を学習の各ステップで適
応的に変える事であり, 対応したロス関数を逐次最小化することで得られる.
アダブーストのアルゴリズムは指数ロス

$L_{\exp}(F)= \sum_{\dot{x}=1}^{N}$ eXp(-F(xの qJz.) $($

.
$1_{j}^{\mathrm{a}}$

を逐次的に最小化することで得られる. ただし $x\in \mathrm{R}^{p}$ を入力を表す特徴ベ

クトル, $?j$ をクラスラベルを表す変数とし, 例題として $\{(x_{i}, y_{i})\}_{\mathrm{i}=1}^{N}$ が得ら

れているとする. アダブーストは統計的にはロジスティック判別を逐次的に
行っていると解釈する事ができ 1 またアダブーストと正値測度空間における

最尤推定との幾何学的関係が情報幾何の立場から与えられている (Amari and
Nagaoka, 2000, Lebanon and Lafferty, 2001). アダブーストは高速かつ精度
よく判別を行うことができるが, 一方で外れ値に対してロバストではないと
いう欠点も併せ持っており, アルゴリズムのロバスト化のために様々な改良
が成されている (R\"atsch et $\mathrm{a}1.\backslash ,$ $2001_{\text{、}}$ Takenouchi and Eguchi, 2004). 本稿
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ではアダブーストの欠点を克服するために外れ値に対してロバストなブース
ティングアルゴリズム, すなわち, ロバストなロス関数に関して考察する,

判別問題において例題に含まれる外れ値は大きく 2 種類に分類することが
出来る. ひとつは $x$ の空間における外れ値であり, もうひとつは $?J$ における

外れ値である. この二つの大きな違いは $x$ は一般に連続値を取りうる一方で

$y$ は $\pm 1$ にしか値を取らないため外れ値がミスラベル ( $yarrow$ 一 $y$) として解釈さ

れる事にある (Copas, 1988). したがって例題にどちらの外れ値が含まれてい
るかによって用いるべきアプローチは異なるべきである. 外れ値に対してロ
バストな手法を考える時にその基準となる
本稿ではミスラベルを考慮した確率モデルに対応したブースティングアル
ゴリズム, 係数の推定の立場から影響関数を用いたアルゴリズムを導出する,

2 アダブースト

ブースティングに用いる弱学習機を $f(x)\in\{1, -1\}\dot{\prime}$ 弱学習機の集合を $\mathcal{F}$

とする. また定義関数を

$\mathrm{I}(R)=\{$
1, $\mathrm{R}$ が真、

0, その他、

としてアダブーストのアルゴリズムは以下の様に書ける.

1. 重みの初期値を $w_{1}(i)= \frac{1}{N}$ , 判別関数を $F_{(3}(x)$ $=0$ とする.

2. For $t=1,$ $\cdots,$
$T$

$(_{\acute{c}1_{J}}\dot{i}$ 重みつき誤り率

$\epsilon_{t}(f)=\sum_{\dot{\mathrm{z}}=1}^{N}w_{t}(\mathrm{i})\mathrm{I}(f(x_{i})\neq 2j_{i})$ ,

を最小にする弱学習機を選択する.

$f_{t}= \mathrm{a}x_{b}\sigma\min_{f\in F}\overline{\mathrm{c}}_{t}(f)-$

( $\mathrm{t}\}\mathrm{I}$

, 選択した弱学習機に対する係数

偽 $= \frac{1}{2}\log\frac{1-\epsilon_{t}(f_{t})}{\epsilon_{t}(f_{t})}$ ,

を計算し学習機を以下で更新する ,

$F_{t}=F_{t-1}+\alpha_{t}f_{\mathrm{f}}$ .

$\mathrm{r}_{4}\mathrm{c})\backslash$ 重みを以下のように更新する.

$?\mathit{1}\mathit{1}_{t+1}$ (の $= \frac{\exp(-F_{\mathrm{f}}(x_{i})_{Ji}r)}{Z_{t+1}}$ ,

ただし $Z_{t+1}$ は正規化定数で $Z_{t+1}= \sum_{\dot{x}=1}^{N}\exp(-F_{t}(x_{\mathrm{i}})_{?j_{\overline{b}}},)$ とする,
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3. 判別関数 $F_{T}(x)= \sum_{t=1}^{T}\alpha_{t}f_{t}(x)$ の符合で判別.

$\mathrm{D}_{\mathrm{d},\mathrm{f}_{i}^{1}8}^{\iota}.\cdot.$

?

$\angle_{t---- 1}\vee--C\}_{J}’\mathrm{g}f_{f_{/}}$

$\tau\backslash \prime T$

図 1: アダブー.ストのアルゴリズムの流れ.
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図 (1) はアルゴリズムの流れを示した物であり, 逐次的に更新される重み

を用いて学習が進んでいく. 上記のアルゴリズムの特徴をいくつか述べてお
$\text{く}$ . $2.\langle \mathrm{a}$ )$/$ において選択される weak learnerft(x) は $\epsilon t(ft)\leq\frac{1}{2}$ を満たしてい

る (仮に $\epsilon_{t}(f_{\mathrm{t}})>\frac{1}{2}$ であるならば一$f_{t}(x)$ を用いればよい) . また 2.(t’) $)$ にお

$\mathit{0}\supset \mathrm{f}^{\frac{\underline{\tau}}{\mathrm{D}=}}\mathrm{F}\ovalbox{\tt\small REJECT}\Psi=\text{を表す}\Rightarrow\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{て^{}\backslash }\backslash \text{ある}\epsilon_{t}(f_{t})\hslash\grave{\grave{\backslash }},\mathit{4}\text{さ}l\mathrm{e}\text{れ}\mathrm{t}_{\vec{\mathrm{I}1}}\backslash -\wedge=+\text{算する}\alpha_{\mathrm{t}}f\mathrm{h}\in_{t}(f_{t})$

.

$\mathit{0}\supset 1_{0_{b}^{\sigma}}- \mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}\mathrm{s}\text{て^{}\backslash }\backslash \text{あり}$

ば
$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{E}\mathfrak{i}\alpha \mathrm{f}\mathrm{f}_{\wedge}t_{\backslash }\not\in\urcorner 5^{f}\mathscr{T}^{\backslash }\neq’|\mathrm{J}@tf3;\text{大きく_{}\grave{1}}\text{、}\underline{\#}t\Leftrightarrow_{\overline{\mathrm{c}}}t(J^{\rho}t)\mathrm{B}^{\grave{\grave{1}}}\frac{1)}{2}\mathrm{I}\mathrm{J}\text{機^{}4}f\Leftrightarrow k^{\backslash }t1\text{る}f_{t}(x$

に近い場合には $\alpha_{t}$ は小さくなる (図 2).
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図 2: 重みー $\vee\cdot$)き誤り率に対する学習機の係数 $\alpha_{t}$ のグラフ.

2.(c) の重みの更新については以下のような事が言える.

$?\mathit{1}\prime_{t+1(i)\propto}\{$

$8\mathit{1}J_{t}(i)\epsilon^{1},\alpha_{t}$ if $f_{t}(x_{\dot{\mathrm{t}}})\neq y_{i}$

$?AJ_{t}(i)e^{-\alpha_{t}}$ その他
,(2ノ

つまり $f_{t}(x)$ が間違った例題の重みは $\epsilon_{\nearrow}^{\alpha_{\mathrm{f}}}|$ 倍し, 正解した場合には重みを $e^{-\alpha_{}}$

倍する. 加えてこの更新則は

$\epsilon_{t+1}(f_{t})=\frac{1}{2}$ $(t=1, \cdots, T-1)$ . $\acute{\iota_{\backslash }}31$,

という性質を持っている. つまり $(t+1)$ ステップの重み競$+1$ (i) の下では
$f_{t}(x)$ は最弱の学習機となっている. 言い換えれば判別機 $f_{t}(x)$ が最も苦手な
重みで次のステップの学習を行い判別機を選択するということである.

AdaRoost はシンプルで強力な方法であるが, 外れ値を含む様な例題に対し
てロバストでないという事が知られている. $\mathrm{A}\mathrm{d}_{\tau}\mathrm{a}\mathrm{B}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{t}$ がなぜロバストでな

いのかを簡単な例を用いて説明する. 例えば、 1 個の線形な判別機によって全
ての例題が完全に判別できる場合を考える. この例題中の 1 つの例題に人為
的にミスラベルを起こしたとする. この様な状況の下で $\mathrm{A}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{B}\mathrm{o}\mathrm{o}_{\iota}\mathrm{s}\mathrm{t}$ を適用す
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るとアルゴリズムはラベルが間違った例題に対する重みを指数的に増加させ
るので, 2(a) においてラベルの聞違った例題に特化した weak leamers を選
択する様になり, 結果として, 最終的に出力される判別機もラベルの間違った
例題に大きく影響を受け、テストデータに対する性能が減少してしまう,

通常外れ値に対するロバストネスは幾何的な解釈に基づいており, 外れ値
とは特徴空間において例題の塊から離れた点であると定義される, そしてあ

る手法が外れ値によって影響を受けにくい場合に、その手法はロバストであ
るという. 一方、今我々は 2値の判別問題について考えているのでラベルの空
間は $\{1,$ $-1\}$ のみであり、$x$ における外れ値と $y$ における外れ値では取るべき
アプローチを変えるべきである. 次章では外れ値は 1 と一 1 の問の置換、つま
り $y$ が一 $y$ に置換されることによって起こっていると考え, 確率的なアプロー
チ, すなわちラベル $y$ の分布 $p(y|x)$ が確率 $\eta$ で

$(1-7|)p(y|x)+7fp(-y|x)$

の様に汚染を受けていると仮定する $(\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{p}_{r\mathrm{L}\mathrm{S}_{\backslash }}^{i} 1988)$. ミスラベルの確率 $\eta$ は $x$

に依存してもよい. 上記の確率モデルに対応したブースティングアルゴリズ
ムとして $\eta$-ブーストを導出する. アルゴリズムとしては AdaBoost に簡単な
修正を加えたものになっており、その特徴は, 一様な重みを考慮したアルゴリ
ズムになっている事である. 7}-Boost は外れ値に影響されづらく, ロバストな
判別機を構成する事ができる.

3 \eta -ブースト

3.1 アルゴリズ\Delta

AdaBoost に簡単な修正を加えて以下の $\tau f$-Boost を得る. ここでは $0\leq 7f<1$

とする.

.1. みの X f直を $w_{1}^{*}( \mathrm{i})=\frac{1}{N}(\mathrm{i}=1, \cdots N))$ とし、$F_{0}(x)=0$ とする.

2. for $t=1,$ $\cdots,$
$T$

(a) 重みつき誤り率を最小にする学習機を選択する.

$f_{t}(x)=$ argm $\mathrm{i}\mathrm{n}_{f\in F}\epsilon_{f}^{*}.(f)$ .

ただし $\epsilon_{\mathrm{t}}^{*}(f)=\sum_{\dot{\mathrm{t}}}^{N}=1?l\mathrm{J}^{*}(ti)\mathrm{I}(f(x_{i})\neq y_{i})$.
山) 選択した学習機の係数

$\alpha_{t}^{*}$

を計算し, 判別関数を $F_{t}=F_{t-1}+\alpha_{t}^{*}f_{t}$で更新する. ただし $\epsilon_{t}(f)f3$:

AdaBoost C定義さ)$\mathrm{n}\text{た}$誤り率, $K_{t}= \frac{(1-2\epsilon_{1}(f_{t}))}{2\sqrt{\epsilon_{t}(f_{f})}}(\frac{(1-\eta)Z_{t}}{N})^{-1}$

とする,
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(c.) $? \mathit{1}r_{t+1}^{*}(i)=\frac{(1-7|)e^{-F_{l}(x_{i})y_{i}}+7|}{Z_{t+1}^{*}}arrow\tau^{\backslash }\backslash \text{重み}\simeq*$ #fi:する. ただし $Z_{t+1}^{*}.=$

$\sum_{i=1}^{N}(1-\eta)e^{-F_{\mathrm{t}}(x_{i})y_{i}}+\eta$ .

3. 判別関数 $\mathrm{S}_{\mathrm{b}}^{\sigma}\mathrm{n}(\sum_{t=1}^{T}\alpha_{t}^{*}f_{t}(x))$ を出力し符号で判別を行う.

$\eta=0$ とおけば上のアルゴリズムは AducBoost となる. 2.(b) で計算する $\alpha_{t}^{*}$

は最終的な判別関数 $\sum_{t=1}^{T}\alpha_{t}^{*}.f_{t}(x)$ における weak learner $f_{t}(x)$ の信頼度と

みなせる. \epsilon t(五) は A市 aBoost で定義された重み $w_{t}(\dot{?},)$ で評価した $f_{t}(x)$ の

重みつき誤り率、$\epsilon_{1}(f_{t})$ は一様な重み $w_{1}( \mathrm{i})=\frac{1}{N}$ で評価した誤り率である.
$\alpha_{t}^{*}$ に関して, $\tau f$-Boost は $\epsilon_{t}^{*}(f_{t})$ の $\log$-odds を $\eta K_{t}$ によって調節している. 仮

に $\epsilon_{1}(f_{t})\geq\frac{1}{2}\tau$ つまり一様な重み $w_{1}$ (のの下で $f_{t}(x)$ の性能が低い場合には

$K_{t}\leq 0$ となり $\alpha_{\mathrm{f}}^{*}$ は $\log$-odds を縮小した値となる. 逆に $C^{-1}(f_{t}) \underline{\backslash /}\frac{1}{2}\text{、}$ つまり

$f_{t}(x)$ が $w_{1}(\mathrm{i})$ の下でもある程度意味のあるものであれば $\alpha_{t}^{*}$, は $10_{[succeq]}^{\sigma}$,-odds よ

りも大きな値をとる. 2.(c) の重みの更新則は以下の様に書く事ができる.

$?\mathit{1})^{*}t+1(i)=(1-\delta_{t+1}^{*})vJ_{t+1}(\dot{7},)+\mathit{5}_{t+1^{\mathrm{t}\mathit{1})}1}^{*}(i)$ , $l_{\iota}’4)$

$\delta_{t+1}^{\neq}=\frac{7|N}{(1-\eta)Z_{t+1}+7|N}$ . ($,r\backslash ^{\mathrm{j}\grave{\}}},\cdot$

つまり $?tj^{*}t+1(i)$ は指数的に更新される AdaBoost の重み $?v_{\mathrm{t}+1}(\mathrm{i})$ を一様な重

み物 (i) で緩和していると解釈する事ができる. $\eta$-Boost は一様な重みを考慮
した (4) を使う事によって, 例題中のノイズに特化した weak learner を選び
にくくしている. また $7|$-Boost tこおいても $\epsilon_{t+1}^{*}(f_{t})=\frac{1}{2}$ が成立している事に
注意する.

3.2 アルゴリズムの導出

$\eta$-ブーストのアルゴリズムは関数 $U_{7/}(z)=(1-7f)e^{z}+\eta z$ から生成される
ロス関数

$L_{7/}(F)= \sum_{i=1}^{N}U_{7/}$ (-F(xの yi) $(\acute{\mathrm{b}}^{\ell},.\cdot\{$

の逐次最小化によって得ることが出来る. ナイーブエラーロス関数を

$L_{Tl\mathit{0}’iv\text{。}}(F)= \sum_{i=1}^{N}-F(x_{i})?/i$

と定義すると, (6) は以下の様に書く事ができる.

$L_{7},(F)=(1-\eta)L_{\exp}(F)+\eta L_{\tau\iota a\dot{l}’u\epsilon},(F)$ .

つまり \eta -ブーストのロス関数はアダブーストの指数ロスとナイーブエラーロ
スをパラメーター $\eta$ でつないだロスとなっている.
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今 $F_{0}(x_{i})=0(\mathrm{i}=1, \cdots, N)$ から出発し, $F_{t}(x)= \sum_{s=1}^{t}\alpha_{s}^{*}.f_{\mathit{5}}(x)$ が構成
できたとする, この画 $F_{t}(x)$ に適当な $\alpha f(x)$ を加える事によってロス関数
$L_{T/}(F_{\mathrm{t}}+\alpha.f)$ を最小化したい. まず $f(x)$ に関して最適化を行なう.

$L(F_{t}+ \alpha f)\geq L(F_{t})+\cdot.\frac{\partial L(F_{t}+\alpha f)}{\partial\alpha}.|_{\alpha=0}\alpha$ $\acute{\mathrm{I}}_{(}.\cdot.7_{i}^{\backslash }$

より $L(F_{t}+\alpha f)$ の代わりに

$. \frac{\partial L(F_{t}+\alpha f)}{\partial\alpha}.|_{\alpha=0}=\sum_{i=1}^{N}-U_{\tau;}’$ (一君 $(x_{\overline{\iota}},)y_{\overline{\iota}}$) $f(x_{i})y_{\mathrm{i}}$

を $f(x)$ に関して最小化する. $U_{\gamma}’,(F_{t}(x_{i})y_{\mathrm{i}})\propto?\mathit{4}\mathrm{J}_{t+1}^{*}(i)$ であるから上記の最適

化は $rf$-ブーストの 2.(a) の $\epsilon_{t+1}^{*}(f)$ の最小化と等価であり, その解をゐ$+1$ (x)
とする, $\alpha$ に関しては以下を陽に解く事ができる.

$\alpha_{t+1}^{*}=\arg\min_{\alpha}L(F_{t}+\alpha f_{t+1})$ $\acute{\iota}_{\backslash }8^{1}\backslash$,

この解が $7f$-ブーストのアルゴリズムにおける $\alpha_{t+1}^{*}$ と等しくなる. 上記の操

作を順次繰り返す事により 7f-ブーストのアルゴリズムが得られる.

3.3 ロス関数の性質

本章ではロス関数を生成する関数 $U_{7/}(z)$ の性質について考察する (Friedman
et al., 2000). アブストラクトなロスを

$\mathrm{E}[(.1-7l)e^{-F(X)Y}-\eta F(X)Y]$ $l_{\backslash }9^{\mathrm{a}},$’

とし、 これを最小化する判別関数 $F(x)$ を求める. ただし $\mathrm{E}$ は $(X, Y)$ の確

率密度関数 $p(x, ?/)$ に関する期待値とする, $x$ で条件付けて最小化を行なえば

十分である ( $\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{m}_{\epsilon}\tau \mathrm{n}$ et al., 2000).

$\frac{\partial \mathrm{E}[(1-\eta)e^{-F(x)Y},-7|F(x)Y_{1}^{1}X=x]}{\partial F(\bm{x})}=0$ $\backslash \gamma 1\zeta 1_{\grave{i\prime}}$

とすると以下の式を得る,

$\log\frac{p(1|x)}{p(-1|x)}=1_{0_{\mathrm{t}\Rightarrow}^{\sigma\frac{(1-7|)e^{F_{\eta}^{*}(x)},+7\prime}{(1-7f)\epsilon\}-F_{\eta}^{*}(x)+7f}}},\cdot$ (11)

これは以下と等価である.

$p(y|x)= \frac{(1-7f)e_{J}^{F_{\eta}^{*}\langle \mathrm{i}\mathrm{r})y}+7\}}{(1-\eta)(e^{F_{\eta}^{*}(x)}+e_{J}^{-F_{\eta}^{*}(x)})+2\eta}$ . $\mathrm{t}/_{12j}.$

.

ただし $F_{\gamma/}^{*}(x)$ は以下で定義する.

$F_{7}^{*},$
$(oe)= \mathrm{a}\mathrm{r}_{\mathrm{b}}\sigma\min_{F}\mathrm{E}[(1-7f)_{\mathrm{f}i}-F\langle x)Y-7f^{F(x)Y|X=x]}$ .

$\log\frac{p(1|x)}{p(-1|x)}=0\Leftrightarrow F_{7/}^{*}(x)=0$ $\acute{(}1_{\iota^{\mathrm{t}}}\acute{-}\mathrm{z})$

となりベイズ境界と $F_{7/}^{*}(x)$ で定まる境界は等しい事がわかる, 次章では $F_{r}^{*},$ $(x)$

の境界以外での性質について考察する.
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3.4 ミスラヘルモアル

本章では学習ステソプ数 $T_{\backslash }$ weak learner15 のベクトル $f(oe)=(f_{1}(x), \cdots, f_{T}(x))’\backslash$

パラメーター $\alpha_{\mathrm{O}}\in \mathrm{R}^{T}$ を固定する. $p_{7’()}(x$ ,のを $(X, Y)$ の確率密度関数と

し、以下を仮定する.

$p_{\mathcal{T}/\prime)}(x, y)=p(x)p_{7’\{\}}(y|x)$ .

$p_{7/()}(y|x)= \frac{(1-7f\mathrm{o})e^{\alpha_{1)}\cdot f(x)\tau\prime}+7l0}{(1-7f0)(e^{\alpha_{(\}}\cdot f(x)},+e^{-\alpha_{(1}\cdot f(x)},)+2r_{f\mathrm{o}}}$ .

ただし $0\leq 7f\mathrm{o}<1_{\text{、}}f(x)$ と $\alpha$ の内積を $\alpha.f(x)$ と記す. これは (12) で $\eta=7f0$ ,
$F_{\gamma}^{*},$ $(x)=\alpha_{0}\cdot f(x)$ とした場合である. 一般に $7f\mathrm{o}$ は未知であるから、$\alpha$ の最適

化は $U_{l/1}$ $(z)$ から生成したロス関数を用いる. アブストラクトなロス関数を同
時最適化をした時の解を $\alpha(rf\mathrm{x})$ と書く. すなわち

$\alpha(7|1)=\arg\min_{\alpha}\mathrm{E}_{7/(\}}[U_{7)1}(-\alpha\cdot f(X)Y)]$ . (1/.[.’\

ここで $\mathrm{E}_{\tau_{I\rangle}}$, は $p_{7/()}(x, y)$ に関する期待値とする, $\alpha(\eta_{1})$ は以下を満たす.

$\mathrm{E}_{I’()}.[f(X)YU_{1}’.,,(-\alpha(\eta_{1})\cdot f(X)Y)]=0$. ( $1^{r_{\acute{\mathrm{I}}}^{\backslash }}.\backslash$”

$\alpha(\eta_{1})$ から構成される判別関数 $\mathrm{S}_{b}^{U}\mathrm{n}(\alpha(\eta_{1})\cdot f(x))$ は $7fi$ に依存する. 今判別関

数 $\alpha(\eta_{1})\cdot f(x)$ のアブストラクトなエラーレイト

$\mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{r}(\alpha\langle\eta_{1})\cdot f)=\mathrm{E}_{r/},$, [I $(\alpha(\eta_{1})\cdot f(X)Y<0)_{\mathrm{J}^{\mathrm{J}}}^{1}|$ (16)

を考え, (14) の下で最もエラーレイ トの低い $\eta_{1}$ を求める, この時以下の定理

を得る.
定理 1: 全ての $0\leq\eta_{1}<1$ に対して

Err $(\alpha(\eta_{1})\cdot f)\geq \mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{r}(\alpha(7|0)\cdot f)=\mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{r}(\alpha_{0}\cdot f)$. $(.\mathrm{f}7^{\mathrm{a}})$

証明 まず $\alpha(’7\}_{0})=\alpha_{\llcorner 1}$ を証明する. $\eta_{1}=^{\sim}\prime f\mathrm{o}$ とすると $\alpha_{\mathrm{J}}$’ は (15) を満たす
事から $\alpha_{0}$ は (14) の解の一つである. またロス関数 $U_{r_{1}}.,(z)$ は凸であること

から (14) の解がただ一つである事がわかり, $\alpha(\eta_{0}$. $)=\alpha_{\{)}$ が言える, ところで

ベイズルールを以下のように記す.

$\lambda_{T/)}‘(x)=\log\frac{p_{\tau/(\}}(1|x)}{p_{7\prime\{)}(-1|x)}$ . (18)

ベイズルールはアブストラクトなエラーレイト (16) を最小化し $(\mathrm{M}\mathrm{c}1\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h}1\mathrm{a}\mathrm{n}_{\backslash }$

$1992)_{\text{、}}\alpha(7f\mathrm{o})\cdot f(x)>0\Leftrightarrow\lambda_{7},,)(x)>0$ が成立することから以下が示せる.

$\mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{r}(\alpha(\eta_{0})\cdot f)=\mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{r}(\lambda_{\eta()})$. $(19^{\iota}.j$

以上より全ての $0\leq\eta_{1}<1$ に対して {17) が成立する.
この定理は例題が (14) から生成している場合にロス関数 $U_{\tau/},$, (のを用いた

時つまり $\eta$-Boost において $\eta=7f\mathrm{o}$ とした時にエラーレイト (16) が最も小さ
くなる事を示している. 実際には 10-フォールド クロスバリデーションを用
いて $7|0$ を推定する事ができる.
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図 3: $\epsilon(\prime r\int$

{’’
$z^{\mathrm{a}},|$ のクラフ.

3.5 モデルの解釈

本章ではモデル (14) が持つ統計的な意味につ 4 $\mathrm{a}$て考察する. 今 $p_{7(},,$ ( $y‘|\mathrm{i}x\}$ が

ロジスティックモデル

$p_{0}(y|x)= \frac{e^{\alpha_{\mathrm{f}\mathrm{I}}\cdot f(x)y}}{e^{\alpha_{(\}}\cdot f(x)},+e_{J}^{-\alpha_{(1}\cdot f(x)}}d$
$\langle 2\mathrm{t}\dot{\mathrm{J}}_{\grave{j}}\backslash$

からどの程度離れているかを考えると

$p_{7/(},(y|x)=$ ( $1-\epsilon.$ ( $rf\mathrm{o}$ , \mbox{\boldmath $\alpha$}屋. $f(x)$ )) $p\mathrm{c}^{1}(y_{\mathrm{I}}^{1}x)+\epsilon.(7|0, \alpha_{0}\cdot f(x))p0(-y_{\mathrm{i}}^{\mathfrak{l}}|x)$ , $\mathrm{t}/_{21^{\mathrm{a}}}.’|$

$\epsilon.(_{7}f\mathrm{o}, z)=\frac{710}{(1-7\}_{0})(e^{z}+e^{-7,}\}+2\eta 0}$
(22)

となる. つまりモデル (14) は $\epsilon.(\eta_{0}, \alpha_{0}\cdot f(x))$ と $\backslash$ う確率でロジスティックモ

デルが汚染されていると解釈することが出来る. ただし $\epsilon.(7\}_{0)}\alpha_{0}\cdot f(x))$ (ま $7|()_{\text{、}}$

$\alpha_{0}.’ x$ の値に ff$\Gamma\neq$ し\gamma \leftarrow - であり、$\alpha_{0}\cdot f(x)=0$ の時に最大化され, その最大値

は $[perp] 7_{(\},2}$ である. こ \sigma 3 からミスラベルは の近く $\text{て^{}\backslash }\backslash \text{最も}\ovalbox{\tt\small REJECT}$, ‘繁に起こっており、

境界から離れるに従ってミスラベルが起こる確率は指数的に減少する事がわ
かる (図 3).
この境界付近にミスラベルが多く判別が困難であるという状況は現実の問

題に対しても有効に働 $\text{く}$ (Takenouchi and $\mathrm{E}_{\mathrm{a}^{11\mathrm{C}}}\sigma \mathrm{h}\mathrm{i}$ , 2004).
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4 影響関数によるロバスト化
本章では $x$ の外れ値に対してロバストなアルゴリズムに対応したロス関数
を導出する (Kanamori et $\mathrm{a}1,,2004$). 外れ値による影響を弱学習機の係数の
推定 $\alpha$ の立場から考察し, 外れ値が存在する下でのロバストネスの指標とし
てグロスエラーセンシティビティを用いる (Hampel et $\mathrm{a}1_{\urcorner,\prime}.1986$). グロスエ

ラーセンシティビティを最小にする推定量はモスト B-ロバストであると言わ

れる. 一般にはモスト B-ロバストな推定量は有効な推定量ではない事に注意
する. 本章ではある統計モデルが真の確率構造を含む場合に, そのモデルに

関連するロスの中でモスト B-ロバストなロスを導出する.

4.1 ロス $U(z)$ によるア $i\triangleright$ゴリズ\Lambda

今 $U(z)$ を凸な単調増加関数とし得られた例題と判別関数 $F(x)= \sum_{\mathrm{t}=1}^{T}\alpha_{t}f_{t}(x)$

に対してロス関数

$L_{U}(F)= \sum_{\prime i=1}^{N}U(-F(x_{i})y_{\dot{\mathrm{z}}})$

の逐次最小化によるブースティングアルゴリズムを考える (Eguchi and Copas,
2001, Mason et a1..1999. Murata et $\mathrm{a}1..,2004$).

1、重みの初期値を $w_{1}(\mathrm{i})=$ 寿, $F_{0}$ $(x)=0$ とする.

2. For $t=1,$ $\cdots,$
$T$

(a) 重みつき誤り率 $\epsilon_{t}(f)=\sum_{i=1}^{N}$ wt(i)I(f(xi)\\neq yのを最小にする学
習機を選択する,

$f_{t}= \iota c\lambda\Gamma_{\epsilon}^{\sigma},\min_{f}\epsilon_{t}(f)\}$

$(?.)j$ 選択した学習機に対して係数

$\alpha_{t}=\arg\min_{\alpha}\frac{1}{N}\sum_{i=1}^{N}U(-y_{\mathrm{i}}F_{t-1}(x_{i})-\alpha_{J}?J\dot{x}f_{t}(x_{\mathrm{i}}))$

を計算し判別関数を更新する .

ノ 7t $=F_{t-1}+\alpha_{t}f_{t}$ .

( $\mathrm{c}^{5}\}$ 重みを更新する.

$qfft+1(\mathrm{i}.)$ $= \frac{U’(-F_{t}(x_{i})y_{i})}{Z_{t+1}}$ ,

ただし $Z_{t+1}$ は正規化定数とする.

$F_{T}(x)= \sum_{t=1}^{T}\alpha_{t}f_{t}(x)$ の符合で判別を行う.
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重みの更新がロス $U(z)$ の導関数 $U’(z)$ によって定義されている点に注意
する.

関数 $U(z)$ にから導出したアルゴリズムにどのような性質があるかを考察
する. 本章では簡単のため $f_{1}(x),$ $\cdots,$ $f_{T}(x)$ は既知とし $\alpha=(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{T}.)$ の

推定のみに着目する. 今アブストラクトなロス $\mathrm{E}_{\mathrm{t}}^{\mathrm{r}}|U(-F(X)Y)]$ を考えると

最小にする関数 $F^{*}(x)$ は

$\frac{p(1|x)}{p(-1|x)}=,\frac{U’(F^{*})}{U_{(}/-F^{*})}$

を満たす 6 ここで

$\rho_{U}(z)=\frac{1}{2}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g},\frac{U’(z)}{U(-7)}$.
とすると

$F^{*}(x \}=\rho_{U}^{-1}(\frac{1}{2}\log\frac{p(1_{1}^{1}x)}{p(-1|x)})$

と表される. 今 $U(z)$ は単調増加関数であるから $\rho u(z)$ は奇関数で $\rho_{U}(0)=0$

を満たすので, $\mathrm{S}_{\mathrm{b}}^{\sigma}\mathrm{n}(F^{*}(x))$ はベイズルールと等価である.
今 $\rho(z)$ を適当な奇関数として条件付確率が

$p_{\rho}(y|x, \cdot\alpha)=\frac{1}{1+\exp(-2\rho(r/\sum_{t=1}^{T}\alpha_{t}f_{t}(x)))}$

.

を満たすと仮定し, モデルを $lVI[\rho]=\{p_{\rho}(y|x;\alpha)\}$ とする. ロス $U(z)$ に関連
したモデルを $l\downarrow/I[\rho_{L}]$ とし, 真の確率構造が $p_{\rho_{L}}(y|x;\alpha$ } であるときアブスト
ラクトなロスは $\alpha$ において最小化される. つまりロス $U(z)$ による $\alpha$ の推定
量はフィッシャ一一致推定量である.
また異なるロス $U_{1}(z)_{:}U_{2}(z)$ に対して $\rho_{U_{1}}=\rho_{U_{2}}$ が成立するならばこれら

のロスに関連するモデルは同一である. 例えば

$U_{1}(z)=\exp(z),$ $U_{2}(z)=1o\mathrm{g}(1+\exp(2z)),$ $U_{3}(z)=\{$

$7_{\lrcorner}$ $z\geq 0$

$\frac{1}{2}\exp(2z)-\frac{1}{2}$ $z<0$

とすると関連するモデルはロジスティックモデルとなる (Eguchi and Copas,
2002).

$\rho(z)=z,$ $p0(y|x; \alpha)=\frac{1}{1+\exp(-2?/\sum_{t=1}^{T}\alpha_{t}f_{t}(x))}$ .

ここで $U_{\mathrm{I}}(/\sim.)$ はアダブーストを導くロスであり, U2 (z) はロジソトブースト
(Friedman et al., 2000), $U_{3}(z)$ ?まマダブースト (Domingo and Watanabe,
2000) を導くロスである.

42 モスト B-ロバストなロス

今 $F_{0}(x)$ は既知とし 1 パラメータのモデル $\Lambda’I\mathit{0}[\rho, f]=\{p_{\rho}^{0}(y|x;\alpha)\}$ を考え
る. ただし

$p_{\rho}^{0}(y|x; \alpha.)=\frac{1}{1+\exp(-2\rho(yF_{0}(x)+\alpha?Jf(x)))}$
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とする. $\rho(z)=z$ とするとロジスティックモデルとなり, 上記のモデルはモ

デルがロジスティックモデルとどのくらい離れているかを $\rho(z)$ によって記述

している. 外れ値に対するロバストさを測る指標としてグロスエラーセンシ
ティビティを考える. 真の分布を $p_{\rho}^{0}(y|x; \alpha 0)p(x)$ として $(\tilde{x}, \tilde{\tau J})$ に外れ値があ

る時の汚染分布を

$p’(x, y)=(1-\epsilon.)p(x)p_{\rho}^{0}(y|x,\cdot\alpha_{0})+\epsilon.\delta(_{\tilde{X},\tilde{?/}})$

とする, ただし $\epsilon$. は汚染が起こる確率とする. この時汚染分布の下でアブス

トラクトなロスを最小にする推定量を

$\alpha_{\epsilon}(\tilde{x},\tilde{y})=$ argmin $\mathrm{E}_{p’(X_{-}y)}[U(-yF_{0}(x)-\alpha.?Jf(x))]$

$\alpha$

とする. グロスエラーセンシティビティは $\alpha_{\epsilon}(\tilde{x}$ ,のを用いて以下の様に定義
される.

$\gamma(L, \alpha_{0}.)=\mathrm{s}11\overline{X}_{\backslash }.\overline{y}\mathrm{p}\lim_{\epsilonarrow+0}(\frac{\alpha_{\epsilon}(\overline{x},\tilde{?/})-\alpha_{0}}{\epsilon}.)^{2}$

つまり分布が汚染されたときに, ロス $U(z)$ を用いた推定量がどの程度ずれ

やすいかを最悪評価した量となっている.
定理 2 $:\mathrm{A}f_{0}[\rho.h]$ に対するモスト B-ロバストなロスは以下の様に表される.

$U_{\rho}(z)=\{$

$z$ $z\geq 0$

$\int_{0}^{7}.\exp(2\rho(qtr))\mathrm{d}rIJ$ $z<0$
$l_{\backslash }\underline{?},3_{/}^{\backslash _{\{}}$

またこのロスから導かれるアルゴリズムの重みは以下のように表される.

$U_{\rho}’(z)$ $=$ $\{$

1 $z\geq 0$

$\exp(2\rho(z))$ $z<0$
$\acute{(}2l_{-\backslash }l_{/}\backslash$

$?\mathit{1}J_{t}(\mathrm{i})$ $\propto$ $U_{\rho}’(-F_{t-1}(x_{i})\mathrm{t}./i)$

証明: 汚染された分布の下での推定量 $\alpha’$ は以下を満たす.

0 $=$ $(1-\epsilon)\mathrm{E}_{p(X)p_{\lambda}^{()}(y|X;\alpha_{1\}})[U’(-yF_{0}(X)},-\alpha^{/}yf(x))yf(x)\wedge\rceil$

$+\epsilon.U’(-\tilde{y}F_{0}(\tilde{x})-\alpha’jf(\tilde{x}))jf(\tilde{x})$ . $(2^{r_{2^{\mathrm{a}}}}.\backslash ,’$

Hampel et a1.(1986} の議論に従い計算すると近似的に

$\alpha’(\tilde{x},\tilde{y})-\alpha_{0}=$

$\frac{\epsilon,U’(_{J}-\hat{\tau}F_{0}(\tilde{x})-\alpha_{0}\tilde{y}f(\tilde{x}))\tilde{y}f(\tilde{x})}{/,\backslash ^{1-\epsilon,)\mathrm{E}_{p\langle X)\mathrm{p}_{\rho}^{(\}}\langle y|X_{j}\alpha_{1)})[U’(F_{0}(x)-\alpha_{0}yf(x))]+\in[J’’(-\tilde{y}F_{0}(\tilde{x})-\alpha_{0}\tilde{y}f(\tilde{x}))}}\prime-lJ}$

.

が得られ, グロスエラーセンシティビティは

$\gamma(L, \alpha_{0})=||,\cdot\frac{\mathrm{s}\iota 1\mathrm{p}_{(\overline{x}_{\overline{y}})}U’(-\tilde{y}F_{0}(\tilde{x})-\alpha_{0}\tilde{y}f(\tilde{x}))}{\mathrm{E}_{p\langle x)p_{1}^{()}(y|x_{j\alpha_{()})_{\mathrm{L}}^{\lceil U’’(-yF_{0}(x)-\alpha_{0}\mathrm{e}/f(x))_{\rfloor}^{1}}}}}.\ovalbox{\tt\small REJECT}^{2}$
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となる. また $\rho_{U}(z)$ の微分から以下の関係式が得られる.

$U”(z)=2\rho’(z)U’(-z)e^{2\rho\{z)}-U’’(-z)e2\rho(z)$ .

この関係式を用いると

$\gamma(L, \alpha_{0})=\ovalbox{\tt\small REJECT}\prime_{\frac{\sup_{\{\tilde{X}_{\tilde{l}}\overline{y})}U’(-\tilde{y}F_{0}(\tilde{x})-\alpha_{0}\tilde{y}f(\tilde{x}))}{2\int_{X}p(x)\rho’(F_{0}(x)+\alpha_{0}f(x))U’(-F_{0}(x)-\alpha_{0}f(x))p_{\rho}^{0}(1|x\cdot\alpha_{0})}}.,\mathrm{d}x\ovalbox{\tt\small REJECT}(^{r}\}\underline{|\}}\underline{..}6^{\cdot})$

以下が得られる. ところで

$\sup U’$ (一 $\tilde{q}J^{F}0(\tilde{x})-\alpha_{0^{\tilde{l}}Jf(\tilde{x}))}=\infty$

$(\overline{X}_{\backslash }\overline{y})$

が成立する場合はグロスエラーセンシティビティも発散してしまう. そこで
ロスを定数倍しても導かれるアルゴリズムや関連するモデル等は変わらない
事に注意して

$\sup$ U’(一十 F0 $(\tilde{x})-\alpha_{0}\tilde{y}f(\tilde{x})$) $=1$

$(\overline{X}.\overline{y})$

となるロスについてのみ考察する. したがって (26) の分母を最大にすればよ
いことになり, 分母は $L’(z)=L_{\rho}’(z)$ によって最大化される. したがってグ

ロスエラーセンシティビティを最小にするロスは (23) で与えられる.

具体的な例についてモスト $\mathrm{B}$-ロバストなロスを考えてみる. ロジスティッ

クモデル, つまり $\rho(z)=z$ の場合,

$p(y|x)= \frac{1}{1+\exp(-2?J^{F(X))}}$

に対するモスト $\mathrm{B}$
-ロバストなロスを考える. このモデルに関連するロスとし

てはアダブーストやロジットブーストがあるが, モスト B-ロバストなロスは

マダブースト (Domingo and Watanabe, 2000) を導くロス

$L_{p}(z)=L_{\Lambda!’Iada}(z)=\{$
$z$ $z\geq 0$

$\frac{1}{2}(\exp(2^{\sim},.)-1)$ $z<0$

である (図 4). 図 5 はアルゴリズムの重みに対応するロスの導関数を示して
いる, 導関数のグラフを見ると $z>0$ の部分, つまり間違えた例題に対する

重みに対応する部分が定数となっており, 判別しにくい外れ値に対して重み
をかけすぎない様になっている,

5 モスト $\mathrm{R}$-ロバストな \eta -ブースト

前章までで, $y$ の外れ値 つまりミスラベルに対してロバストなブースト
アルゴリズムとして汚染モデルを考慮した 7}-ブースト, また $x$ における外れ

値を係数の推定の立場から影響関数を尺度としてロバスト化したモスト B- ロ
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$\lrcorner \mathrm{o}a\alpha$

,

$\mathrm{z}$

図 4: ロジステイソクモデルに関連したロスのグラフ,

バストなロスを提案した. 本章ではミスラベルにも $x$ における外れ値に対し

てもロバストなロスを考案する.
$\eta$-ブーストは $U_{\tau},(z)=(1-7f)\exp(z)+\eta z$ の逐次最小化から得られ $\mathrm{J}$

対応

するモデルは (12) であり, 汚染モデル (21) として解釈する事ができた. こ

のモデルは境界付近でミスラベルの確率が高くなり, 境界から離れれば離れ
るほどミスラベルの確率は低くなる. この汚染モデルに対応するロスでモス
ト $\mathrm{B}$-ロバストなロスは, 前章の考察から以下の形となる.

$U_{\tau’\backslash \rho}(z)=\{$

$z\geq 0$ ,
$z<0$ .

またアルゴリズムの重みに対応するロスの導関数は

$U_{7\prime\backslash \rho}’.(z)=\{$

1 $z\geq 0$ ,
$z<0$ ,

となる. このロスは $\eta$ を 0 に近づけるとマダブーストのロスとなる.

$\lim_{r/arrow 0}U_{\eta.\rho}(z)=U_{rr\iota ada}$ .

このロスから導かれるブースティングアルゴリズムは $y$ の外れ値 (ミスラベ

ル) にも $x$ の外れ値 (グロスエラーセンシティビティ) の意味でもロバストと
なる. 図 $6_{\backslash }$ 図 7 はそれぞれロスとその導関数を示している.
ミスラベルの度合いを表す $\eta$ としてどの値を用いるべきかは通常の \eta -ブー\rightarrow

ストの場合と同様にクロスバリデーションなどを用いて決めることが出来る.
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$\lrcorner 0\varphi u\}$

,

$\mathrm{z}$

図 5: $U’\acute{\mathrm{t}_{\backslash }}’’,\cdot.\grave{\mathrm{t}}\backslash /$ (アルゴリズムの重み) のグラフ.

6 結論
本稿ではアダブーストの外れ値に弱いという欠点を克服するために, $x,$ $y$

における外れ値の性質の違いに着目しロバストなロスに関して考察した. つ
まり

1. $y$ における外れ値に対してロバストにするためにミスラベルを考慮した
汚染モデルに関連したロスから 7l-ブーストを導き,

2, 係数の推定の意味でグロスエラーセンシティビティを指標としてモスト
B-ロバストなロスを導出し,

3. 上記の二つを組み合わせて $x,.y$ どちらの外れ値に対してもロバストな

ロスを導いた.
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