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正規分布の平均の符号に関する多重決定問題

筑波大・数理物質科学 舞原 寛祐 (Hirosuke Maihara)

1 はじめに

統計的仮説検定は二者択一の決定方式であり, 臨界値 (受容野と棄却域の臨界点) 近傍に落ちた
検定統計量の観測値をどう扱うのかという問題がある, データに含まれる少数の外れ値の影響な

どによって, 有意水準以下の確率で検定統計量の観測値が母数の真値とは反対側の棄却域に越境し
て落ちた場合, 致命的な過誤を起こしてしまう, 仮説検定方式は, 母数, すなわち仮説に関する確信

がある程度存在するときには強力なツールとなるが, 過誤が起きた際のリスクを伴う. たとえば,

仮説を母数の集合と見なして, その定義関数の推定問題として仮説検定問題を考え, 適当な損失関

数によるリスクの評価を行うことができる (Maihara and Akahira $[\mathrm{M}\mathrm{A}04]$ ).

一方, 多重決定問題では, 万が一真実からずれた決定を下してしまったとしても, その決定は本

来下されるべき正しい決定と似通ったものになり, 真実と全く正反対の決定を下してしまう過誤は
生じない. 仮説検定方式も帰無仮説の棄却に対しては保守的な決定方式ではあるが, 多重決定方式
は仮説検定方式よりも一層保守的な, 穏健な決定方式である.

竹内 [T73] は, 1 変量および 2 変量正規分布の平均の符号決め問題などについて多重決定問題を
論じた. 本論では, [T73] における設定および定理を再検討した上で, シミュレーションによって多

重決定方式の挙動を調べるとともに, 3 変量正規分布の平均の符号決め問題に関する多重決定問題
について考察する.

2 設定
$\mathcal{X}(\subseteq R^{k}, k\geq 1)$ を標本空間, $\Theta(\underline{\subseteq}R^{p},p\geq 1)$ を母数空間, $P=\{P_{\theta}|\theta\in\Theta\}$ を $X$ のボレノレ

集合族 $B(\mathcal{X})$ 上に定義された確率分布族, $X_{1,..-}$ , X。を $P$ に属する分布からの無作為標本 (すなわ

ち, 独立にいずれもその分布に従う確率変数) とし, $X:=(X_{1}, \ldots, X_{n})$ とおく.

定義 2.1(多重決定方式, 第 1 次要素) $\Omega_{ei}\not\in\Omega_{ej}(\mathrm{i}\neq j)$ となるような $\Theta$ の $m$個の部分集合 $\Omega_{ei}$

$(1\leq i\leq m)1)$が存在して,

$i=1\cup\Omega_{ei}m=\Theta\supseteq j\in J\cup^{a_{ej}}$ $(J\subsetneq\{1, \ldots, m\})$

となるとし, $S$ を, $\Omega_{e1},$
$\ldots,$

$\Omega_{em}$ とそれらの和集合を要素としてもつ $\Theta$ の部分集合族とする, すな

わち

$S:= \{\bigcup_{i\in I}\Omega_{e\mathrm{i}}|I\in \mathrm{A}4\}(\subseteq 2^{\Theta})$ (2.1)

とする. ただし, $\mathcal{M}$ は $\{1, \ldots, m\}$ の部分列の族で {1}, $\ldots,$
$\{m\}$ を含むものとする, すなわち

$\{\{1\}, \ldots, \{m\}\}\subseteq \mathrm{A}t\underline{\subseteq}2^{\{1_{f}\ldots,m\}}$ となるとする. このとき, $X$ の縛|J値ベクトノレ $x=(x_{1}, \ldots, x_{n})\in$

$\mathcal{X}^{n}$ に対して, $S$ の元 $\Omega$ を対応させる $X^{n}$ から $S$ への写像 $\varphi$ を多重決定方式 (multiple decision

procedure) という. また, $\Omega_{e1},$
$\ldots,$

$\Omega_{em}$ を $S$ の第 1 次要素 (primary element) であるといい,

8 の第 1 次要素の全体 $\{\Omega_{e1,7}\ldots\Omega_{em}\}$ を $S_{e}$ で表す.

$1)i$ を抽象的な添え字集合五の元としてもよいが, 簡略化のため自然数であるとした.
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$\varphi$ : $X^{n}$ $arrow$ $\mathrm{S}$ $\subseteq 2^{\Theta}=\{\Omega|\Omega\subseteq\Theta\}$

$\mathrm{U}J$
$\iota v$

$x$ – $\varphi(x)$ $\underline{\subseteq}\Theta$

注意 2.1 任意の $\Omega\in \mathrm{S}$ に対して $\Omega_{e}\underline{\subseteq}\Omega$ となる $\Omega_{\mathrm{e}}\in \mathrm{S}_{e}$ が少なくとも 1 つ存在する. また,

\Omega e\in S。の真の部分集合, すなわち $\Omega_{e}’\subseteq\Omega_{e}$ となるような $\Omega_{e}’$ は $S$ の中 {ごは存在しない. さらに,

$S_{e}\subseteq S$ であり, $m\leq\# S=\# A\mathit{4}\leq 2^{m}-1$ である. $S=2^{\Theta}$ であれば領域推定, $\mathrm{S}=\{\Omega, \Theta\backslash \Omega\}$

$(\Omega\subseteqarrow\Theta)$ であれば仮説検定の問題にそれぞれ多一定問題は’$l\ni w\ovalbox{\tt\small REJECT}$する. $-\Phi$に, 多重決定問題にお

いては $S$ が 3 つ以上 (もちろん可算個) の部分集合からなる場合について扱う. 領域推定問題と仮

説検定問題の中間 “的” 問題といえる.

定義 22(信頼方式, 信頼系, 検出力) 任意の $\Omega\in \mathrm{S}$ に対して $0<\alpha_{\Omega}\leq 1/2$ となる定数 $\alpha_{\Omega}$ が存

在して

$P_{\theta}\{\theta\in\varphi(X)\}\geq 1-\alpha_{\Omega}(\theta\in\Omega)$ (2.2)

となるとき, 多重決定方式 $\varphi$ を信頼系 (confidence system) $\{1-\alpha_{\Omega}|\Omega\in \mathrm{S}\}$ の信頼方式 (con-

fidence procedure) という 2). $\Omega\in \mathrm{S}\backslash \{\Theta\},$ $\theta\not\in\Omega$ に対して

$\beta_{\Omega}(\theta):=1-P_{\theta}\{\Omega\subseteq\varphi(X)\}=P_{\theta}\{\Omega\not\subset\varphi(X)\}$ (2.3)

とするとき, $\{\beta\Omega(\theta)|\Omega\in \mathrm{S}\backslash \{\Theta\}, \theta\not\in\Omega\}$ を信頼方式 $\varphi$ の検出力という.

以上の設定の下, $(\mathcal{X}, \Theta_{7}P, \mathrm{S}, \varphi, \{1-\alpha\Omega\}, \{\beta_{\Omega}\})$ によって記述される統計的決定問題を多重決
定問題 (multiple decision problem) ということにする.

注意 2.2 (2.2) は, $\theta$ の高値が $\Omega(\underline{\subseteq}\Theta)$ に含まれるときに, $\theta$ を含むような決定が下される確率が
ある定数 $1-\alpha\Omega$ 以上になるということを表わしている. また, 検出力が大きいことが望ましい. $\theta$

の真値が $\Omega$ に含まれないとき, $\Omega$ を部分集合として含むような決定を下してしまうのは過誤であ
り, そのような過誤に相当する決定を下さない確率, すなわち検出力が大きいことが望まし $\mathrm{A}\mathrm{a}$ .

定義 23(限定, 非限定) $S$ の定義式 (2.1) における添え字の集合族 $\lambda 4(\underline{\subseteq}2^{\{1,\ldots,m\}})$ 力\leq M $=$

$2^{\{1,\ldots,m\}}$ であるとき, すなわち第 1 次要素 $\Omega_{e1},$
$\ldots,$

$\Omega_{em}$ の任意の組み合わせの和集合が $S$ に含ま

れるとき, $\mathrm{S}$ は非限定 (unrestricted) であるという. 非限定でないとき $S$ は限定 (restricted) で

あるという.

次の定理により, 仮説検定に基づいて多重決定方式を構成することができる.

定理 2.1 $S$ が非限定であるとする. 任意の \Omega e\in S。について, 仮説 $H_{\Omega_{\mathrm{e}}}$ : $\theta\in\Omega_{e}$ に対する有意水

準 $\alpha_{\Omega_{\mathrm{e}}}$ の検定の受容域を $A_{\Omega_{\mathrm{e}}}$ とするとき,

$\varphi(oe):=$ $\cup$ $\Omega_{e}$ (2.4)
$\Omega_{\mathrm{e}}:\Omega_{8}\in \mathrm{S}_{e}\mathrm{a}\mathrm{e}\in A_{\Omega_{\mathrm{e}}}$

は信頼系 $\{1-\alpha\Omega|\Omega\in \mathrm{S}\}$の信頼方式となる. ただし,

$1- \alpha_{\Omega}:=\inf_{\Omega_{e}\subseteq\Omega^{\mathrm{e}}}(1-\alpha_{\Omega_{\mathrm{e}}})\Omega_{\mathrm{e}}:\Omega_{\mathrm{e}}\in \mathrm{S}$

(2.5)

とする. とくに, 第 1 次要素 S。が互いに素であるとき, 逆に任意の信頼方式 $\varphi(x)$ は (2.4) のように

表現することができる.

2)また, 信頼方式 $\varphi$ のとる値, すなわち $\varphi$ による像 ${\rm Im}(\varphi)=\{\Omega\in S|^{\exists}x\in \mathcal{X}^{n} : \Omega=\varphi(x)\}(\subseteq S)$の元を信頼集合
と呼ぶことにする、
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証明 まず, $\Theta=\cup\Omega_{e}\in s_{\mathrm{e}}\Omega_{e}$ より, 少なくとも一つ以上の仮説 $H_{\Omega_{\mathrm{e}}}$ : $\theta\in\Omega_{e}$ が受容されるので, (2.4)
で定義された $\varphi(x)$ は空集合ではない. また, $\mathrm{S}$ が非限定であるから, $\mathrm{S}_{e}$ の元のあらゆる和集合が

$\mathrm{S}$ に含まれるので, $\varphi(x)\in \mathrm{S}$ である. 任意の $\Omega\in S$ は S。のいくつかの元の和集合によって表わす
ことができ, 任意の $\theta\in\Omega$ は $\Omega$ を構成するそれら $(\Omega\supseteq)\Omega_{e}\in \mathrm{S}_{e}$ のいずれかに含まれる. $\theta\in\Omega_{e}$

とするとき, $x\in A_{\Omega_{\mathrm{e}}}$ であれば,

$\theta\in\Omega_{e}\subseteq \mathrm{U}_{\mathrm{e}}^{\Omega_{e}=\varphi(x)}\Omega_{e}:\Omega\in \mathrm{S}_{e}\mathrm{i}\mathrm{r}\in A_{\Omega_{\mathcal{E}}}$

となる. すなわち

$A_{\Omega_{\mathrm{e}}}\subseteq\{x|\theta\in\varphi(x)\}(\theta\in\Omega_{e})$ (2.6)

となる. また, $A_{\Omega_{e}}$ は仮説 $H_{\Omega_{\mathrm{e}}}$ : $\theta\in\Omega_{e}$ に対する有意水準 $\alpha_{\Omega_{\mathrm{e}}}$ の検定の受容域であるから

$P_{\theta}^{X}\{A_{\Omega_{e}}\}\geq 1-\alpha_{\Omega_{e}}(\theta\in\Omega_{e})$ (2.7)

となる. (2.6), (2.7) より

$P_{\theta}\{\theta\in\varphi(X)\}\geq P_{\theta}^{X}\{A_{\Omega_{e}}\}\geq 1-\alpha_{\Omega_{6}}$ $(\theta\in\Omega_{\mathrm{e}})$ (2.8)

となる. ここで, (2.5) より, $\Omega_{e}\subseteq\Omega$ となる任意の $\Omega_{e}\in \mathrm{S}_{e}$ について $1-\alpha_{\Omega_{\mathrm{e}}}\geq 1-\alpha_{\Omega}$ となるか

ら, (2.8) より

$P_{\theta}\{\theta\in\varphi(X)\}\geq 1-\alpha_{\Omega}$ $(\theta\in\Omega_{e})$ (2.9)

となる. (2.9) は $\Omega_{e}\subseteq\Omega$ となる任意の $\Omega_{e}\in \mathrm{S}_{e}$ について成り立つので

$P_{\theta}\{\theta\in\varphi(X)\}\geq 1-\alpha_{\Omega}$ $(\theta\in\Omega)$

となる, すなわち, $\varphi(x)$ は信頼系 $\{1-\alpha\Omega|\Omega\in S\}$ の信頼方式である.

逆に, $\varphi$ を信頼系 $\{1-\alpha_{\Omega}|\Omega\in \mathrm{S}\}$ の信頼方式とする. $\mathrm{S}_{e}$ の元が互 $1_{f}\backslash$に素であるとするとき, 任

意の $\Omega_{e}\in \mathrm{S}_{e}$ について

$A_{\Omega_{\mathrm{e}}}:=\{x|\Omega_{e}\subseteq\varphi(x)\}$

とおく. ここで, 任意の $\theta\in\Omega_{e}$ について, $\Omega_{e}\subseteq\varphi(x)$ ならば $\theta\in\varphi(x)$ である. 一方, $\theta\in\varphi(x)$ な

らば, $(\theta\in)\Omega_{e}\cap\varphi(x)\neq\phi$ となり, $\varphi(oe)\in \mathrm{S}$ は S。に含まれる互いに素な集合の和集合であるか
ら, $\Omega_{e}\subseteq\varphi(x)$ となる. すなわち

$\{x|\Omega_{e}\subseteq\varphi(x)\}=\{x|\theta\in\varphi(x)\}$ $(\theta\in\Omega_{e})$ (2.10)

となる. (2.10) より

$P_{\theta}\{X\in A_{\Omega_{\mathrm{e}}}\}=P_{\theta}\{\Omega_{e}\subseteq\varphi(X)\}=P_{\theta}\{\theta\in\varphi(X)\}\geq 1-\alpha_{\Omega_{e}}$
$(\theta\in\Omega_{e})$

となり, $A_{\Omega_{\mathit{8}}}$ は $l\mathrm{E}^{\frac{\wedge}{\vec{\overline{\mathrm{p}}}}}\mathrm{j}@$

$H_{\Omega_{e}}$ : $\theta\in\Omega_{e}$ に対する有意水準 $\alpha_{\Omega_{\mathrm{e}}}$ の受容域となる. ここで, $\theta\in\varphi(x)$ なら

ば, $\varphi(x)\in S$ は $\mathrm{S}_{e}$ に含まれる互いに素な集合の和集合であるから, $\Omega_{e1}\in S_{e}$ が存在して $\theta\in\Omega_{e1}$ ,
$\Omega_{e1}\underline{\subseteq}\varphi(x)$ となり, $x\in A_{\Omega_{\mathrm{e}1}}$ となる. すなわち

$\theta\in\Omega_{\Omega_{\mathrm{e}1}}\subseteq$ $\cup$ $\Omega_{e}$

$\Omega_{\mathrm{e}}:\Omega_{\mathrm{e}}\in \mathrm{S}_{e}x\in A_{\Omega_{\mathrm{e}}}$
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となり,

$\varphi(x)\subseteq$ $\cup$ $\Omega_{e}$ (2.11)

$\Omega_{e}:\Omega_{\mathrm{e}}\in S_{e}\mathrm{i}\mathrm{r}\in A_{\Omega_{\mathrm{e}}}$

となる. 一方, $\theta$ が (2.11) の右辺に含まれるとすると, \Omega e2\in S。が存在して $\theta\in\Omega_{e2},$ $x\in A_{\Omega_{\mathrm{e}2}}$ と

なり, $\Omega_{e2}\subseteq\varphi(x)$ となる. すなわち $\theta\in\varphi(x)$ となる. よって,

$\mathrm{U}$ $\Omega_{e}\subseteq\varphi(x)$ (2.12)

$\Omega_{e}:\Omega_{e}\in \mathrm{S}_{\mathrm{e}}x\in A_{\Omega e}$

となる. (2.11), (2.12) より (2.11) の両辺は等しい. 口

注意 2.3 上のように仮説検定に基づいて信頼方式 $\varphi$ を構成するとき, 信頼方式 $\varphi$ の検出力は,

$\Omega_{e}\subseteq\Omega$ となる $\Omega_{e}\in \mathrm{S}_{e}$ に対応する仮説 $H_{\Omega_{e}}$ : $\theta\in\Omega_{e}$ のうち少なくとも 1 つのうちが棄却される

確率になるから, $\theta\not\in\Omega$ について

$\beta_{\Omega}(\theta)=1-P_{\theta}\{\Omega\subseteq\varphi(X)\}=P_{\theta}\{\bigcup_{\Omega_{e}^{\mathrm{e}}\subseteq\Omega^{\epsilon}}\Omega\in \mathrm{S}\{X\in \mathcal{R}_{\Omega_{\mathrm{e}}}\}\}=P_{\theta}^{X}\{\bigcup_{\Omega_{e}^{\mathrm{e}}\subseteq\Omega^{\epsilon}}\Omega\in S\mathcal{R}_{\Omega_{\mathcal{E}}}\}$
(2.13)

となり, $\Omega_{e}\subseteq\Omega$ となる \Omega e\in S。に対応する仮説 $H_{\Omega_{e}}$ の検定の検出力によって評価することがで
きる. ただし, $\mathcal{R}_{\Omega_{\mathrm{e}}}$ は $A_{\Omega_{\mathrm{e}}}$ の補集合, すなわち仮説 $H_{\Omega_{\mathrm{e}}}$ の検定の棄却域とする.

$\mathrm{S}$ が非限定で第 1 次要素のあらゆる和集合が $\mathrm{S}$ に含まれるとき, 定理 21 に基づいて信頼方式を

構成した場合, 実験者が必要としていなかった決定までも導くような複雑な信頼方式になってしま
うので, $S$ としてより狭い集合族を選んで簡易な信頼方式を構成することもできる.

定理 22 $\Theta\in \mathrm{S}$ とする. $\mathrm{S}\subseteq \mathrm{S}\mathrm{r}J$ となる So に対応する信頼系 $\{1-\alpha_{\Omega_{0}}|\Omega 0\in \mathrm{S}\mathrm{o}\}$ の信頼方式を $\varphi_{0}$

とするとき,

$\varphi(x)\in \mathrm{S},$ $\varphi(x)\supseteq\varphi \mathrm{o}(x)$ (2.14)

を満たすような $\varphi(x)$ は信頼系 $\{1-\alpha_{\Omega}|\Omega\in S\}$ の信頼方式となる. さらに, $S$ が空にならない交

演算 (集合の積寡) に関して閉じているとする, すなわち, $\Omega\in S,$ $\Omega’\in \mathrm{S}$ について $\Omega\cap\Omega’\neq\phi$ な

らば $\Omega\cap\Omega’\in \mathrm{S}$ であるとする. このとき, (2.14) を満たす信頼系 $\{1-\alpha_{\Omega}|\Omega\in \mathrm{S}\}$ の最小の信頼

方式が存在する.

証明 (2.14) を満たす $\varphi$ が存在することは, $\Theta\in S$ より, $\varphi\equiv\Theta$ によって保証される. $\varphi 0$ が信頼系

$I_{\mathrm{L}}1-\alpha_{\Omega_{0}}|\Omega_{0}\in \mathrm{S}_{0}\}$ の信頼方式であるから, 任意の $\Omega\in S(\subseteq S_{0})$ について

$P_{\theta}\{\theta\in\varphi \mathrm{o}(X)\}\geq 1-\alpha_{\Omega}$ $(\theta\in\Omega)$ (2.15)

となる. $\varphi(x)\supseteq\varphi_{0}(x)$ より

$P_{\theta}\{\theta\in\varphi(X)\}\geq P_{\theta}\{\theta\in\varphi_{0}(X)\}\geq 1-\alpha_{\Omega}$ $(\theta\in\Omega)$

となる. すなわち, $\varphi(x)$ は信頼系 $\{1-\alpha_{\Omega}|\Omega\in S\}$ の信頼方式である.

後半について示す.

$\varphi^{*}(x):=$ $\cap$ $\Omega$ (2.16)
$\Omega:\Omega\in S$

$\Omega\supseteq\varphi \mathrm{o}(\mathrm{i}\mathrm{r})$
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とおくと, $S$ が空にならない交演算に関して閉じているから $\varphi^{*}(x)\in S$ となる. $\theta\in\varphi_{0}(x)$ ならば,
$\varphi 0(x)\underline{\subseteq}\Omega’$ となる任意の $\Omega’\in \mathrm{S}$ について $\theta\in\Omega’$ となり,

$\theta\in$ $\cap$ $\Omega=\varphi^{*}(x)$

$\Omega:\Omega\in S$

$\Omega\supseteq\varphi 0\{\mathrm{a}\mathrm{e})$

となる. すなわち $\varphi \mathrm{o}(x)\subseteq\varphi^{*}(x)$ であり, $\varphi^{*}(x)$ は $(2_{\sim}14)$ を満たす. よって, この定理の証明の前

半より, $\varphi^{*}(x)$ は信頼系 $\{1-\alpha_{\Omega}|\Omega\in S\}$ の信頼方式であり, 最小性については明らかである. 口

注意 24 $\Theta\in S$ という条件は, $S$ の定義式 2.1 における添え字集合の族 $\mathcal{M}$ が $\{$ 1, $\ldots$ , $m\}\in \mathcal{M}$ を

満たすことと同値であることに注意,

また, 次の系から, 信頼域 (とくに信頼区間) に基づいて信頼方式を構成することもできる.

系 2.1 $\Theta\in S$ とする. $\varphi 0$ を信頼係数 $1-\alpha$ の信頼域とするとき, (2.14) を満たすような $\varphi(x)$ は信

頼系 $\{1-\alpha_{\Omega}|\alpha_{\Omega}\equiv\alpha\}$の信頼方式となる. さらに, $S$ が空にならない交演算に関して閉じていると

き, (2.14) を満たす信頼系 $\{1-\alpha\Omega|\alpha_{\Omega}\equiv\alpha\}$ の最小の信頼方式が存在する.

証明 $\varphi_{0}$ が信頼係数 $1-\alpha$ の信頼域であるから, So $:=2^{\Theta}$ とおけば, 任意の $\Omega\in S_{0}$ と任意の $\theta$

$\in\Omega(\underline{\subseteq}\Theta)$ について $P_{\theta}\{\theta\in\varphi 0(X)\}\geq 1-\alpha$ となる. すなわち, $\varphi 0$ は So に対応する信頼系
$\{1-\alpha_{\Omega}|\alpha_{\Omega}\equiv\alpha\}$ の信頼方式である. また, $S\subseteq(2^{6}=)$ So であるから, 定理 22 を適用すればよ

い. 最小の信頼方式は (2.16) と同様にとればよい. 口

例 21 ([T73]) $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}$ を $N(\mu, \sigma^{2})$ からの無作為標本とする. ただし, 平均 $\mu$ , 分散 $\sigma^{2}$ はと

もに未知で $\theta:=(\mu, \sigma)\in\Theta=\{(\mu, \sigma)|-\infty<\mu<\infty, 0<\sigma<\infty\}=R\cross R+$ とする, $\mu$ の符号

についての多重決定問題を定理 2.1 に基づいて考える. 母数空問 $\Theta$ は

$\Omega_{1}=\{(\mu, \sigma)|-\infty<\mu<0,0<\sigma<\infty\}$ , $\Omega_{2}=\{(\mu, \sigma)|\mu=0,0<\sigma<\infty\}$ ,

$\Omega_{3}=\{(\mu, \sigma)|0<\mu<\infty, 0<\sigma<\infty\}$

によって分割される. これら 3 つの第 1 次要素に対応する仮説 $H_{1}$ : $\mu<0,$ $H_{2}$ : $\mu=0,$ $H_{3}$ : $\mu>0$

に対して, 有意水準 $\alpha$ の一様最強力不偏 (UMPU) 検定がそれぞれ存在して, それらの受容域は

$A_{1}=\{x\in R^{n}|T(x\}\leq t_{\alpha}^{(n-1)}\},$ $A_{2}=\{x\in R^{n}||T(x)|\leq t_{\alpha/2}^{(n-1)}\},$ $A_{3}=\{x\in R^{n}|T(x)\geq-t_{\alpha}^{(n-1)}\}$

によって与えられる. ただし,

$T=T(X):=$ $\overline{X}:=\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}X_{i}$

とし, $t_{\alpha}^{(n-1)}$ は自由度 $n-1$ の $t$ 分布 $t_{n-1}$ の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}%点とする.

図 21 仮説 $H_{1},$ $H_{2},$ $H_{3}$ に対応する受容域 $A_{1)}$ A2, $A_{3}$ ($n=20,$ $\alpha=0.05$ (左図), $\alpha=0.50$ (右図))
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このとき, 定理 2.1 より, $t$ 検定統 $+_{\overline{\vec{\mathrm{p}}}}$ $\text{量}T$ に基づ $\mathrm{A}$

$\mathrm{a}$て構成された信 $\text{頼^{}\mathcal{T}}\theta\backslash \{1-\alpha\}$ の{$-\overline{\equiv}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{g}$方式は

$\varphi^{T}(x):=\cup oe\in A_{i}1\leq i\leq 3\Omega_{i}$

$=\{$

$\{(\mu, \sigma)|-\infty<\mu<0,0<\sigma<\infty\}$ $(T(x)<-t_{\alpha/2}^{(n-1)})$ ,

$\{(\mu, \sigma)|-\infty<\mu\leq 0,0<\sigma<\infty\}$
$(-t_{\alpha/2}^{(n-1)}\leq T(x)<-t_{\alpha}^{(n-1)})$ ,

$\{(\mu, \sigma)|-\infty<\mu<\infty, 0<\sigma<\infty\}$
$(-t_{\alpha}^{(n-1)}\leq T(x)\leq t_{\alpha}^{(n-1)})7$ (2.17)

$\{(\mu_{2}\sigma)|0\leq\mu<\infty, 0<\sigma<\infty\}$
$(t_{\alpha}^{(n-1)}<T(x)\leq t_{\alpha/2}^{(n-1)})$ ,

$\{(\mu, \sigma)|0<\mu<\infty, 0<\sigma<\infty\}$ $(t_{\alpha/2}^{(n-1)}<T(x))$

となる. たとえば, $t_{\alpha}^{(n-1)}<T\leq t_{\alpha/2}^{(n-1)}$ (i.e. $x\in A_{2}$ 口 $A\mathrm{s}\backslash A_{1}$ ) $)$ のとき, $-t_{\alpha/2}^{(n-l)}<t_{\alpha}^{(n-1)}<T\leq$

$t_{\alpha/2}^{(n-1)}$ より $H_{2}$ : $\mu=0$ と $H_{3}$ : $\mu>0$ だけが受容され (図 21 参照), $\mu\geq 0$ と $\prime_{\sqrt}\mathrm{a}$ う決定を下す.

こ二で, 単純帰無仮説 $H_{2}$ : $\mu=0$ , 複合帰無仮説 $K_{2}$ : $\mu\neq 0$ に対する単独の検定で{ま, $|T|\leq t_{\alpha/2}^{(n-1)}$

であれば $\mu=0$ という $\text{決^{}\backslash }\hat{i\mathrm{E}}$を下すことができるが, この多 $\text{重^{}\backslash }\backslash \$定方式 $\varphi^{T}$ ではその決定は導かれ

ない. これは, 原点の $l\mathrm{B}^{-}---R$ $H_{2}$ の受容域 A2 が両脇の仮説 $H_{1},$ $H_{3}$ の受容域 $A_{1},$ $A_{3}$ によって覆わ

れていて, $H_{2}\mathrm{B}_{\grave{\grave{1}}}^{\backslash }\text{単}$独で受容されること力無いためである. $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash }\backslash \ |\mathrm{J}\{\llcorner \mathrm{B}$が原点近傍に $\text{集^{}\zeta}\mathrm{P}$する傾向にあ

るとき, すなわち $\text{母_{}\backslash }^{\backslash }\text{数}$の引値が原点近{労に存在するとき, $\mu$ が正であるか負であるかを誤って $\ ^{\backslash }\backslash \text{定}$

すると致命的な過誤となる. そこで, 多重決定方式は, 保守的な立場から, 過誤を起こすよりは平

均 $\mu$ の符号について決定を下すことを保留してしまう. また, $H_{2}$ : $\mu=0$ に対する検定の棄却域

$\mathcal{R}_{2}$ も $A_{1},$ $A_{3}$ によって覆われてしまうため, $H_{2}$ のみが棄却されて $\mu\neq 0$ と $\iota_{/}\mathrm{a}$ う決定を下 $9^{-}$ことも

起こらない. さらに, 複合帰無仮説 $H_{3}:\mu>0$ , 複合帰無仮説 $K_{3}$ : $\mu\leq 0$ に対する単独の検定で

は, $T(x)\geq$ -t\mbox{\boldmath $\alpha$}(n-lゝであれば $\mu>0$ という $\grave{\grave{\{}}*\text{定}$を下すことができるが, この多 $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\wedge}\backslash \ \backslash$定方式 $\varphi^{T}$ では

$T(x)>t_{\alpha/2}^{(n-1)}(>-t_{\alpha}^{\langle n-1)})$ とならないと $\mu>0$ と $\mathfrak{s}_{\sqrt}\mathrm{a}$ う決定を下すこと}まできな $1_{\sqrt}\mathrm{a}$ . 原,$\mathfrak{c}\sigma$

) $\backslash \backslash$

力]ら離れ

ていることを表わす決定を下すには, 単独の検定にお $)_{\sqrt}\mathrm{a}$てよりも, 検定統計量力 $\grave{\grave{>}}$原点力 1ら離れた傾

位をより強く示さなければならない. これらの状況は後述の 2, 3 変量正規分布の場合にお $\uparrow \mathit{1}^{\mathrm{a}}$ても

生じ, 今回, シミュレーションによってその様子を示した (文末の表参照).

ここで, 信頼方式 $\varphi^{T}$ の検出力について考える. 検出力は $\theta\in\Theta\backslash \Omega$ に対して定義されたが, $\theta\not\in\Omega$

であるということは, $\Omega_{j}\subseteq\Omega$ となる $\Omega j(1\leq j\leq 3)$ に対しても $\theta\not\in\Omega_{j}$ であるから, (2.13) より

$\beta_{\Omega}(\theta)=P_{g}^{X}\{\mathrm{U}_{\Omega_{i}\subseteq\Omega}1\leq i\leq 3\mathcal{R}_{i}\}\geq P_{\theta}^{X}\{\mathcal{R}_{j}\}$

$(\theta\not\in\Omega)$ (2.18)

となって, $\Omega_{j}\subseteq\Omega$ となる $\Omega j$ のうちの 1 つに対応する三説 $H_{j}$ : $\theta\in\Omega_{j}$ の\Re j--$\mathrm{E}$の検出力によって信

頼方式 $\varphi^{T}$ の検ffl $\text{力}$の下界を得る. とくに, $\varphi^{T}$ を l\S ffiしている 3 つの検定は洞一の $\text{有^{}\mathrm{B}_{\mathrm{I}}}1\backslash \underline{\in}$水準 $\alpha$ を

もつ UMPU検定であるから

$P_{\theta}^{X}\{\mathcal{R}_{j}\}\geq\alpha$ $(\theta\not\in\Omega)$ (2.19)

となり, (2.18), (2.19) より

$\beta_{\Omega}(\theta)\geq\alpha$ $(\theta\not\in\Omega)$ (2.20)

となる.
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3 2 つの母平均の符号の多重決定
本節では [T73] に従って, 2 次元母平均ベクトルの成分の符号に関する多重決定問題を考える. ま

ず, $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}$ を 2 変量正規分布 $N_{2}(\mu, I_{2})$ からの無作為標本とする. ただし,

$\mu:=(\mu_{1}, \mu_{2})’\in R^{2}$

とし, 12 は 2 次の単位行列とする. 仮説

$H_{1}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}=0$ ,
$H_{2}:\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}>0$ , $H_{3}:\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}<0$ , $H_{4}:\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}=0$ , $H_{5}$ : $\mu_{1}<0,$ $\mu_{2}=0$ ,
$H_{6}:\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}>0$ , $H_{7}:\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}<0$ , $H_{8}:\mu_{1}<0,$ $\mu_{2}>0$ , $H_{9}:\mu_{1}<0,$ $\mu_{2}<0$

に対してそれぞれ尤度比検定を構成し, 定理 21 を適用して, それらの受容域から信頼方式を構築

する. 9 つの仮説は $H_{1},$ $H_{2}\sim H_{5},$ $H_{6}\sim H_{9}$ の 3 つのグループに分けることができる. ,$\#_{\iota},i_{\backslash }$ $\mu=0$ {こ

関する対称性から, グループの中の 1 つの仮説に対応する受容域を求め, その受容域を原点中心に

回転したものが同じグループに属する仮説に対応する受容域となる (図 3.1 参照).
$H_{1}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}=0$ に対する有意水準 $\alpha$ の尤度比検定の受容域は

$A_{1}:=\{(x_{1}, \ldots, oe_{n})|(\sqrt{n}\overline{x}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{x}_{2})^{2}\leq c_{1}^{2}\}$

となる. ただし, $\overline{x}_{1},\overline{x}_{2}$ はそれぞれ $x_{1},$ $\ldots,$
$x_{n}$ の第 1 成分, 第 2 成分の平均とする. すなわち

$oe_{i}=(x_{i1}, x_{i2})’$ $(\mathrm{i}=1, \ldots, n)$

とおけば,

$\overline{x}_{1}=\frac{1}{n}\sum_{\dot{\mathrm{z}}=1}^{n}x_{i1},\overline{x}_{2}=\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}xi2$

となる. また, $c_{1}=c_{1}(\alpha)$ は自由度 2 のカイ分布 $\chi 2$ の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}%点, すなわち

1-\mbox{\boldmath $\alpha$}=I$\int$評$\leq c_{1}d\Phi(x)d\Phi(y)=\int\int_{x^{2}+y^{2}\leq c_{1}^{2}}\phi(x)\phi(y)dxdy$

$= \int_{0}^{c_{1}}\int_{0}^{2\pi}r\phi(rc\mathrm{o}\mathrm{s}\theta)\phi(r\sin\theta)drd\theta=\frac{1}{\sqrt{2\pi}}\int_{0}^{c_{1}}l^{2\pi}\frac{1}{\sqrt{27\mathrm{f}}}r\exp(-r^{2}/2)drd\theta=1-e^{-c_{1}^{2}/2}$

を満たす正数 $c_{1}=\sqrt{2\log(1/\alpha)}$ である. ただし, $\phi,$ $\Phi$ はそれぞれ標準正規分布 $N(0,1)$ の確率密度

関数 (p.d.f.), 累積分布関数 (c.d.f.) とする. $\alpha=0.05$ の場合, $c_{1}.=$. 2.448 となる.

$H_{2}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}>0$ に対する有意水準 $\alpha$ の尤度比検定の受容域は

$A_{2}:=\{(x_{1}, \ldots, x_{n})||\sqrt{n}\overline{x}_{1}|\leq c_{2}, \sqrt{n}\overline{x}_{2}>0\}$

$\oplus\{(x_{1}, \ldots, x_{n})|(\sqrt{n}\overline{x}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{x}_{2})^{2}\leq c_{2}^{2}, \sqrt{n}\overline{x}_{2}\leq 0\}$

となる. ただし, $c_{2}=c_{2}(\alpha)$ は, 仮説 $H_{2}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}>0$ のもとでの受容確率

$p_{2}(\mu_{2}):=P_{0,\mu_{2}}\{(X_{1}, \ldots, X_{n})\in A_{2}\}$

$= \{2\Phi(c_{2})-1\}\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})+\int\int_{x^{2}+y^{2}\leq c_{2}^{2},y\leq 0}\phi(x)\phi(y-\sqrt{n}\mu_{2})dxdy$
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$= \{2\Phi(c_{2})-1\}\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})+\int\int_{x^{2}+y^{2}\leq c_{2}^{2},y\leq 0}\exp\{\sqrt{n}y\mu_{2}-\frac{n\mu_{2}^{2}}{2}\}d\Phi(x)d\Phi(y)$

に対して

$\inf_{\mu 2>0}p_{2}(\mu_{2})=1-\alpha$
(3.1)

を満たす正の定数とする $3\rangle$ . $p_{2}(\mu_{2})$ を $\mu_{2}>0$ において $\mu_{2}$ で微分すると

$\frac{dp_{2}}{d\mu_{2}}=\sqrt{n}\{2\Phi(c_{2})-1\}\phi(\sqrt{n}\mu_{2})+\frac{d}{d\mu_{2}}\int\int_{x^{2}+y^{2}\leq c_{2}^{2},y\leq 0}\exp\{\sqrt{n}y\mu_{2}-\frac{n\mu_{2}^{2}}{2}\}d\Phi(x)d\Phi(y)$
$(3.2)$

となる. ここで, -C2 $\leq-\sqrt{c_{2}-x^{2}}\leq y\leq 0$ より,

$| \frac{\partial}{\partial\mu_{2}}\exp\{\sqrt{n}y\mu_{2}-\frac{n\mu_{2}^{2}}{2}\}|=|\sqrt{n}(y-\sqrt{n}\mu_{2})\exp\{\sqrt{n}y\mu_{2}-\frac{n\mu_{2}^{2}}{2}\}|$

$\leq\sqrt{n}(\sqrt{n}\mu_{2}-y)\leq\sqrt{n}(\sqrt{n}\mu_{2}+c_{2})$ ,

$\sqrt{n}(\sqrt{n}\mu_{2}+c_{2})\int\int_{x^{2}+y^{2}\leq c_{2}^{2},y\leq 0}d\Phi(x)d\Phi(y)$

$\alpha\int\int_{x^{2}+y^{2}\leq c_{2}^{2},y\leq 0}d\Phi(x)d\Phi(y)=\frac{1}{2}\oint\int_{x^{2}+y^{2}\leq c_{2}^{2}}d\Phi(x)d\Phi(y)=\frac{1}{2}(1-e^{-\mathrm{c}_{2}^{2}/2})<\infty$

となるので, 微分積分の順序交換が可能で,

$\frac{d}{d\mu \mathrm{z}}\oint\int_{x^{2}+y^{2}\leq c_{2}^{2},y\leq 0}\exp\{\sqrt{n}y\mu_{2}-\frac{n\mu_{2}^{2}}{2}\}d\Phi(x)d\Phi(y)$

$= \int\int_{x^{2}+y^{2}\leq c_{2\tau}^{2}y\leq 0}\sqrt{n}(y-\sqrt{n}\mu_{2})\exp\{-\frac{1}{2}(n\mu_{2}^{2}-2\sqrt{n}\mu_{2}y)\}d\Phi(x)d\Phi(y)$

$= \int_{-c_{2}}^{c_{2}}\int_{-\sqrt{c_{2}^{2}-x^{2}}}^{0}\phi(x)\sqrt{n}(y-\sqrt{n}\mu_{9}.)\phi(y-\sqrt{n}\mu_{2})dxdy$

$= \int_{-c_{2}}^{c_{2}}\int_{-\sqrt{\mathrm{c}_{2}^{2}-x^{2}}}^{0}\phi(x)\sqrt{n}\{-\phi’(y-\sqrt{n}\mu_{2})\}dxdy$

$= \int_{-c_{2}}^{c_{2}}\sqrt{n}[-\phi(y$
一 $\iota^{\Gamma_{n\mu_{2}})]_{-\sqrt{c_{2}^{2}-x^{2}}}^{0}\phi(x)dx}$

$= \int_{-\mathrm{c}_{2}}^{c_{2}}$
$\sqrt{n}\{-\phi(\sqrt{n}\mu_{2})+\phi(\sqrt{c_{2}^{2}-x^{2}}+\sqrt{n}\mu_{2})\}\phi(x)dx$

$=$ 一 $\sqrt{n}$ $\{2\Phi(c_{2})-1\}\phi(\sqrt{n}\mu_{2})+\int_{-c_{2}}^{c_{2}}\sqrt{n}\phi(\sqrt{c_{2}^{2}-x^{2}}+\sqrt{n}\mu_{2})\phi(x)dx$

$\geq-\sqrt{n}\{2\Phi(c_{2})-1\}\phi(\sqrt{n}\mu_{2})+\sqrt{n}\{2\Phi(c_{2})-1\}\phi(\sqrt{n}\mu_{2}+c_{2})$ (3.3)

となる. (3.2), (3.3) より

$\frac{dp_{2}}{d\mu_{2}}\geq\sqrt{n}\{2\Phi(c_{2})-1\}\phi(\sqrt{n}\mu_{2}+c_{2})>0(\mu_{2}>0)$

3)受容域を構成ている 2 つの互いに交わらない領域, 第 1 象限と第 2 象限にまたがる矩形と第 3 象限と第 4 象限にま
たがる半円のそれぞれの幅と直径を等しくしているが, これは横軸との交点で滑らかな受容域にするためである.
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となり, $p_{2}(\mu_{2})$ は $\mu_{2}>0$ においては狭義単調増加であるので, $p_{2}(\mu_{2})$ の下限は, 極限と積分の順序

交換が可能で

$\inf_{\mu_{2}>0}p_{2}(\mu_{2})=\varliminf_{\mu_{2}-\succ 0+}p_{2}(\mu_{2})=\frac{1}{2}\{2\Phi(c_{2})-1\}+\oint\int_{x^{2}+y^{2}\leq c_{2}^{2},y\leq 0}d\Phi(x)d\Phi(y)=\Phi(c_{2})$
一 $[ \frac{\pi}{2}\phi(c_{2})$

(3.4)

となる. $\Phi(c)-\sqrt{\pi/2}\phi(c)$ は $c>0$ において狭義単調増加であるので, (3.1), (3.4) より

$\Phi(c_{2})-\sqrt{\pi}/2\phi(c_{2})=1-\alpha$

となるただひとつの $c_{2}=c_{2}(\alpha)$ を求めればよい. $\alpha=0.05$ の場合, $c_{2}.=$. 2.2668 となる. $H_{3},$ $H_{4}$ ,

$H_{5}$ それぞれに対する受容域 $A_{3},$ $A_{4},$ $A_{5}$ は A2 をそれぞれ $180^{\mathrm{o}},$ $-90^{\mathrm{o}},$ $90^{\mathrm{o}}$ 回転したものである.

$H\epsilon:\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}>0$ に対する有意水準 $\alpha$ の尤度比検定の受容域は

ン可 $:=\{(x_{1}, \ldots,x_{n})|\sqrt{n}\overline{x}_{1}>0, \sqrt{n}\overline{x}_{2}>0\}\oplus\{(x_{1}, \ldots,x_{n})|-c_{6}\leq\sqrt{n}\overline{x}_{1}\leq 0, \sqrt{n}\overline{x}_{2}>0\}$

$\oplus\{(x_{1}, \ldots,x_{n})|\sqrt{n}\overline{x}_{1}>0, -c_{6}\leq\sqrt{n}\overline{x}_{1}\leq 0\}$

$\oplus\{(oe_{1}, \ldots,x_{n})|(\sqrt{r\iota}\overline{x}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{x}_{2})^{2}\leq c_{6}^{2}, \sqrt{n}\overline{x}_{1}\leq 0, \sqrt{n}\overline{x}_{2}\leq 0\}$

となる. ただし, $c\epsilon=c_{6}(\alpha)$ は, 仮説 $H_{6}$ : $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}>0$ のもとでの受容確率

$p_{6}(\mu_{1},\mu_{2});=P_{\mu_{1},\mu_{2}}$ $\{(X_{1}, \ldots, X_{n})\in A_{6}\}$

$=-\Phi(\sqrt{n}\mu_{1})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})+\Phi(\sqrt{n}\mu_{1})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2}+c_{6})+\Phi(\sqrt{n}\mu_{1}+c_{6})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})$

$+ \int\oint_{x\leq 0,y\leq 0^{6}}x^{2}+y^{2}\leq c^{2}\phi(x-\sqrt{n}\mu_{1})\phi(y -\sqrt{n}\mu_{2})dxdy$

$=-\Phi(\sqrt{n}\mu_{1})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})+\Phi(\sqrt{n}\mu_{1})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2}+c_{6})+\Phi(\sqrt{n}\mu_{1}+c_{6})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})$

$+ \int\int_{x^{2}+y^{2}\leq c^{2}}\exp\{\sqrt{n}x\mu_{1}-\frac{n\mu_{1}^{2}}{2}+\sqrt{n}y\mu_{2}-x\leq 0,y\leq 0^{6}$

$\frac{n\mu_{2}^{2}}{2}\}d\Phi(x)d\Phi(y)$

に対して

$\mu_{1}>0\inf_{\mu 2>0}p_{6}(\mu_{1}, \mu_{2})=1-\alpha$

(3.5)

を満たす正の定数とする. $p_{6}$ を $\mu_{1}>0$ において $\mu_{1}$ に関して偏微分すると, 微分積分の順序交換が

可能で

$\frac{1}{\sqrt{n}}\frac{\partial p_{6}}{\partial\mu_{1}}=-\phi(\sqrt{n}\mu_{1})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})+\phi(\sqrt{n}\mu_{1})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2}+c_{6})+\phi(\sqrt{n}\mu_{1}+c_{6})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})$

$+ \int\int_{x\leq 0,y\leq 0^{6}}x^{2}+y^{2}\leq c^{2}(x-\sqrt{n}\mu_{1})\phi$
(x- 群\mu 1) $\phi(y-\sqrt{n}\mu_{2})dxdy$

$\geq-\phi(\sqrt{n}\mu_{1})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})+\phi(\sqrt{n}\mu_{1})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2}+c_{6})+\phi(\sqrt{n}\mu_{1}+c_{6})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})$

$-\{\phi(\sqrt{r\iota}.\mu_{1})-\phi(\sqrt{n}\mu_{1}+c_{6})\}\{\Phi(\sqrt{n}\mu_{2}+c_{6})-\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})\}$

$=\phi(\sqrt{n}\mu_{1}+c_{6})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2}+c_{6})>0$

となり, $\mu_{2}$
についても同様に偏導関数が常に正であるから, $p_{6}(\mu \mathrm{x}, \mu_{2})$ の下限は $\mu_{1}arrow 0+,$ $\mu_{2}arrow 0+$

において達成され, 極限と積分の順序交換が可能で

$\mu>0\inf_{\mu_{2}^{1}>0}p_{6}(\mu_{1}, \mu_{2})=\lim_{\mu_{2}^{1}arrow 0+}p_{6}(\mu_{1}, \mu_{2})=-\Phi(0)^{2}+2\Phi(0)\Phi(c_{6})+\int\muarrow 0+\int_{x\leq 0,y\leq 0^{6}}x^{2}+y^{2}\leq c^{2}d\Phi(x)d\Phi(y)$
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$= \Phi(c_{6})-\frac{1}{4}+\frac{1}{4}\oint\int_{x^{2}+y^{2}\leq c_{6}^{2}}d\Phi(x)d\Phi(y)=\Phi(c_{6})-\sqrt{\pi/8}\phi(c_{6})$
(3.6)

となる. $\Phi(c)-\sqrt{\pi/8}\phi(c)$ は $c>0$ にお $\mathrm{A}\mathrm{a}$て狭 $\text{義単^{}\backslash }\ovalbox{\tt\small REJECT}\underline{--}$ 加であるので, (3.5), (3.6) より

$\Phi(c_{6})-\sqrt{\pi/8}\phi(c_{6})=1-\alpha$

となるただひとつの $c_{6}=c_{6}(\alpha)$ を求めればよ $|_{\sqrt}\mathrm{a}$ . $\alpha=0.05$ の場合, $C6$ ; 2.05684 となる. $H_{7},$ $H_{8}$ ,

$H_{9}$ それぞれに対する受容域護 7, $A_{8},$ $A_{9}$ は減 6 をそれぞれ $-90^{\mathrm{o}}$ , $90^{\mathrm{o}},$ $180^{\mathrm{O}}$ 回転したものである.

図 31 $H_{1},$ $H_{2},$ $H_{6}$ に対する受容域 $A_{1}$ , A2, $A_{6}$ (左図), $H_{1}\sim H_{9}$ に対する受容域による $R^{2}$ の分 $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{1}\mathrm{I}$ (右図)

図 3.1 のように分割された各領域において下される決定は次のようになる. 第 1 象限の $\sqrt{n}\overline{x}_{1}\geq$

$\sqrt{n}\overline{x}_{2}$ となる部分についてのみ考えたが, 第 2\sim 4象限についても同様に考えることができる.

母数の真値が原点 0 の近傍に含まれるとき, 検定統計量が臨界値近くの値を取るので, 通常の検定

の枠組では帰無仮説を受容するのか棄却するのか断言することが難し $\uparrow,\backslash$が, 表からも分かるよう

に, 多重決定の枠組では, このようなとき帰無仮説を受容も棄却もしうるということで, $\mu\in R^{2}$ と

いう, 通常の検定方式よりも保守的な決定を下している. 母数の真値が原点 0 から中程度に離れて

いるときには, $‘\mu_{1}>0$ または $\mu 2>0$ ないしは $\mu_{1}=\mu_{2}=0$’などといった予断を残した決定を下

す. 原点 0 から離れていくほど, ‘ $\mu_{1}>0$ かつ $\mu_{2}>0$ ’などといった断定的な強い決定を下す (図

31, 表 31 参照). いま, $\mathrm{S}$ は非限定になっていて, 第 1 次要素のあらゆる組み合わせの和集合を $S$

が含んでいるため, 空間 $R^{2}$ は 57個もの領域に分割されてしまう. そこで, 定理 22 に基づいて, $S$



161

をより狭めて, 限定であるようにして, 信頼方式の構造を簡略化することを考える. $\mathrm{S}$ の元を断定

的な決定に限定する, すなわち

図 32 $\mathrm{S}$ が限定であるときの空間 $R^{2}$ の分割

表 3.1 において, $\mu_{1}=\mu_{2}=0.37$ のときなどには, ‘または’ を用 $\mathrm{A}\mathrm{a}$て表現される予断の残る $\ ^{\backslash }i\mathrm{E}$”を

下すよりは, いっそのこど $\mu\in R^{2}$ ’ という $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\backslash \sim\not\in$を下し, $\mu$ の符号につ $\mathrm{A}\mathrm{a}$て決定を下すことを保留し

てしまっている. 非限定である場合よりも保守的な決定を下して $|_{/}\mathrm{a}$る. 一方, $\mu_{1}=\mu_{2}=0.50$ のと

きなどには, 非限定であった $\pm_{\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{E}}}$

’
$\mathrm{A}\square$よりも $\mu$ を含んで $\uparrow \mathit{1}$

$\mathrm{a}$ ると決定するfflJ\Re fJ‘‘‘\epsilon --干広くなるものの, 分

かりやすい決定を下している. $arrow \mathrm{r}$ のように $S$ を限定なものにした場合, 空間 $R^{2}$ の分割数は 25 個

にのぼる.

空間 $R^{2}$ の分割の簡略化の他の方法として藷 $\text{頼}\nearrow+\mathrm{v}_{\backslash }’$ を変動させることも考えられる. これまでは

系を $\alpha_{1}=\cdots=\alpha \mathrm{g}\equiv\alpha=0.08$ と固定してきたが, 仮説 $H_{1},$ $H_{2},$ $H_{6}$ それぞれに対する受容域

$A_{1}$ , A2, $A_{6}$ の $\mathrm{F}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{\mathrm{J}}^{\nearrow}\nearrow$部分の半径を $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\backslash$-し受容域の境界k ねるために, {--=-\Phi 系を $\ovalbox{\tt\small REJECT}’\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}$させて洞 $\beta_{\backslash }*$受

容域をよ $\#$] g純なものにすることを考える. 円 $A_{1}$ の半径 $c_{1}:=\chi_{2_{1}0.05}.=$. 2.448 力 $\grave{\grave{\supset}}$ 3 つの半径の中

で一番大きいから, 保守的な立場から, 仮説 $H_{2}\sim H_{5},$ $H_{6}\sim H\mathfrak{g}$ に対しては水準をそれぞれ

$\alpha_{2}=\cdots=\alpha_{5}=1-\{\Phi(c_{1})-\sqrt{\pi/2}\phi(c_{1})\}.=$. $0.03219$ ,
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$\alpha_{6}=\cdots=\alpha_{9}=1-\{\Phi(c_{1})-\sqrt{\pi/8}\phi(c_{1})\}.=$. $0.01969$

に下げ, 受容域の円 $\pi_{/}^{\nearrow}/\pi \mathrm{r}$分の半径を $c_{1}.=$. 2.448 まで大きくする (図 3.3 参照). このとき, 1 つの円

とそれに接する 4 本の直線によって空間 $R^{2}$ は 13 個の領域に分割される (図 3.4 参照).

別の方法として, はじめから, $S$ の第 1 次要素を

$H_{1}’:\mu_{1}\geq 0,$ $\mu_{2}\geq 0$ ; $H_{2}’:\mu_{1}\geq 0,$ $\mu_{2}\leq 0,\cdot$ $H_{3}’:\mu_{1}\leq 0,$ $\mu_{2}\geq 0$ ; $H_{4}’:\mu_{1}\leq 0,$ $\mu_{2}\leq 0$

の 4 つの仮説であるとすれば, 前述での仮説 $H6\sim H9$ のタイプの受容域の組み合わせによって信
頼方式が構成される (図 34 参照).

ここまでは, $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}i.i.d\sim$
.

$N_{2}$ ( $\mu$ , I2) の同時密度に関して尤度比検定に基づ $\mathrm{A}\mathrm{a}$ て, 信頼方式

を構威したが, 各成分ごとに, $X_{11},$
$\ldots,$

$X_{n1}i.i.d\sim$
.

$N(\mu_{1},1);X_{12},$ $\ldots,$

$X_{n2}i.i.d\sim$
.

$N(\mu_{2},1)$ それぞれ

の密度に関して検定の受容域を単独で構成し, それら受容域の積となる矩形を 2 成分に関する検

定 $\text{の}$ xR容域として考えることもできる. 仮説 $H_{1}$ : $\mu_{1}=\mu_{2}=0$ は仮説 $H_{1}^{(1)}$ : $\mu_{1}=-0$ と $\mathrm{f}\mathrm{R}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\overline{\overline{-}}H_{1}^{(2)}$ :

$\mu_{2}=0$ の積であるから, 仮説 $H_{1}$ に対する受容域として

$A_{1}’:=\{(oe_{1}, \ldots, x_{n})||\sqrt{n}\overline{x}_{1}|\leq c_{1}, |\sqrt{n}\overline{x}_{2}|\leq c_{1}\}$

を考えることができる. ただし, $c_{1}=c_{1}(\alpha)$ は

$1-\alpha=P_{0,0}\{|\sqrt{n}\overline{X}_{1}|\leq c_{1}, |\sqrt{n}\overline{X}_{2}|\leq c_{1}\}=\{2\Phi(c_{1})-1\}^{2}$
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を満たす正数で, $N(0,1)$ の上側 $50(1-\sqrt{1}-\alpha)$% 点である. $\alpha=0.05$ の場合, $c_{1}.=$. 2.236 となる.

同様にして, 仮説 $H_{2}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}>0$ , 仮説 $H_{6}$ : $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}>0$ それぞれに対する受容域として

$A_{2}’:=\{(x_{1}, \ldots, x_{n})||\sqrt{n}\overline{x}_{1}|\leq c_{2}, \sqrt{n}\overline{x}_{2}\geq-c_{2}\}$ ,
$A_{6}’:=\{(x_{1}, \ldots, x_{n})|\sqrt{n}\overline{x}_{1}\geq-c_{6}, \sqrt{n}\overline{x}_{2}\geq-c_{6}\}$

を考えることができる. ただし, $c_{2}=c_{2}(\alpha),$ $c_{6}=c_{6}(\alpha)$ はそれぞれ

$1-\alpha=P_{0,0}\{|\sqrt{n}\overline{X}_{1}|\leq c_{2}, \sqrt{n}\hat{X}_{2}\geq-c_{2}\}=\{2\Phi(c_{2})-1\}\Phi(c_{2})$,

$1-\alpha=P_{0,0}\{\sqrt{n}\overline{X}_{1}\geq-c_{6}, \sqrt{n}\overline{X}_{2}\geq-c_{6}\}=\Phi(c_{6})^{2}$

を満たす正数で, $c_{2}$ は $N(0,1)$ の上側 $25(3-\sqrt{1+8(1-\alpha)})\%$ 点, $c_{6}$ は上側 IOO(I- $\sqrt$I-\mbox{\boldmath $\alpha$})%,保

である. $\alpha=0.05$ の場合, $c_{2}.=$. 2.124, $c_{6}.=$. 1.955 となる. 矩形受容域は尤度比検定に基づく受容域

よりも簡単に求められ, 形もより単純であるが, 受容域の面積が大きくなってしまう. 水準 $\alpha=0.05$

において, 仮説 $H_{1}$ に対する尤度比検定に基づく受容域 $A_{1}$ の面積が $\pi(2.448)^{2}.=$. 18.82 であるのに

対して, 矩形受容域 $A_{1}$ の面積は $(2 \cdot 2.236)^{2}.=$. 20.01 である. 図 35 のように分割された各 $\text{頼域}$に

おいて, 矩形受容域に基づいて受容される仮説および下される決定は次のようになる. 第 1 限の

$\sqrt{n}\overline{x}_{1}\geq\sqrt{n}x_{2}$ となる部分についてのみ考えたが, 第 2\sim 4象限についても同様に考えられる. こ

の信頼方式は空間 $R^{2}$ を 41 個の領域に分割し, 複雑である. 予断の残る決定も導き出す.

ここで, 予 $\text{め^{}\backslash }\text{導}$かれる $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}^{\backslash }\hat{i\mathrm{E}}$を限定し, $\mathrm{S}$ が限定であるとして考える. 尤度比 $\hat{i\mathrm{E}}$に基づ $\text{く}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{B}}$合と

同様に, $S$ の元を断定的な $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\backslash$ $\text{定}$ , すなわち (3.7) の元およびこれらと原点に関して,$’\Xi \mathrm{t}\backslash \backslash \mathfrak{R}\backslash$称なものに

限るとすると図 35 のように分割された各領域において次のような $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}^{\backslash }\hat{i\mathrm{E}}$を下す $\mathrm{t}_{\varpi}^{-}\equiv \text{頼}$方式を導く.
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この信頼方式は空間 $R^{2}$ 平面を 25個の領域に分割する (図 36 参照).

比検定を用いた場合と同様に, 受容域の境界を重ねて空間 $R^{2}$ の霊鑑 $|\rfloor^{\backslash }\text{数}$を 9つまで減らして

信頼 xaeを $\text{単^{}\backslash }\{\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\backslash$なものにすることもできる. このとき, 仮説 $H_{2},$ $H_{6}$ が代表するグノレープ $\mathfrak{j}^{\underline{\prime}}$Sする

仮説に対しては, 有意水準をそれぞれ $\alpha_{2}.=$. 0.038, $\alpha_{6}.=$. 0.025 に下げる. ここまで構造を $\text{簡}\mathrm{N}8$にす

ると, $‘\mu_{1}>0$ ’や $‘\mu_{1}>0$ かつ $\mu_{2}>0$ ’などといった $\text{断定}$的な $\grave{\mathrm{t}}k\text{定}$ し力\supset 導力\supset れな $i_{\vee}\mathrm{a}$ (図 36 参照).

以上のように通常の矩形受容域を用いた場合, $\mathrm{S}$ が限定である場合, 3 $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$の受容域の境界を

重ねた場合のそれぞれにおいて信頼方式が下す決定についてシミュレーションを行った (表 3.2 参

照). $\mu=(0.4,0.4)$ などの原点から中 $\mathrm{r}i\epsilon \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}$ に離れた $\mathrm{s}_{\backslash }^{\backslash }\text{数}\backslash$ の値 $\mathrm{t}’$. $x\gamma_{\backslash }$ して, 尤度 bb検定に基づい $_{\overline{\mathrm{c}}}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathfrak{l}\exists}$合

では (表 3.1 参照), $‘\mu_{1}>0$ または $\mu_{2}>0^{7}$ という予断を残した決定を下すが, 矩形受容域に基づい

た場合では, $‘\mu\in R^{2}$ ’ という決定を下し, $\mu$ の符号について決定を下すことを保留する. これは,

尤度比検定に基づいた円形部分のある受容域と比べて矩形受容域は面積が大きく, 受容される仮説
が増えるために, ‘または’ を用いた複雑な形の決定が導かれにくくなるからである.

4 3 つの母平均の符号の多重決定
次に, 3 つの母平均の符号 4) についての多重決定問題を考える. まず, $X_{1},$

$\ldots$ )
$X_{n}$ を 3 変量正

規分布 $N_{3}(\mu, I_{3})$ からの無作為標本とする. ただし,

$\mu:=(\mu_{1}, \mu_{2}, \mu_{3})’\in R^{3}$

4)一般には, $\mu 1\geq<\mu 01,$ $\mu 2\geq<\mu 02,$ $\mu 3\geq<\mu 03$ を判定するという問題になるが, $\mu 01=\mu 02=\mu 03=0$ としても– $\mathrm{h}_{\mathrm{X}}^{\mathrm{m}}$性

を失わない.
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とし, $I_{3}$ は 3 次の単位行列とする 5). 仮説

$H_{1}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}=0,$ $\mu_{3}=0_{1}$

$H_{2}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}=0,$ $\mu_{3}>0$ , $H_{3}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}=0,$ $\mu_{3}<0$ ,
$H_{4}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}>0,$ $\mu_{3}=0$ , $H_{5}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}<0,$ $\mu_{3}=0$ ,
$H_{6}$ : $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}=0,$ $\mu_{3}=0$ , $H_{7}$ : $\mu_{1}<0,$ $\mu_{2}=0,$ $\mu_{3}=0$ ,

$H_{8}$ : $\mu_{1}=0_{2}\mu_{2}>0,\mu_{3}>0$ , $H_{9}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}>0,$ $\mu_{3}<0$ , $H_{10}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}<0,$ $\mu_{3}>0$ ,
$H_{11}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}<0,$ $\mu_{3}<0$ ,
$H_{12}$ : $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}=0,$ $\mu_{3}>0$ , $H_{13}$ : $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}=0,$ $\mu_{3}<0$ , $H_{14}$ : $\mu_{1}<0,$ $\mu_{2}=0,$ $\mu_{3}>0$ , (4.1)
$H_{1\mathrm{S}}$ : $\mu_{1}<0,$ $\mu_{2}=0,$ $\mu_{3}<0$ ,
$H_{16}$ : $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}>0,$ $\mu_{3}=0$ , $H_{17}$ : $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}<0,$ $\mu_{3}=0$ , $H_{18}$ : $\mu_{1}<0,\mu_{2}>0,$ $\mu_{3}=0$ ,
$H_{19}$ : $\mu_{1}<0,\mu_{2}<0,$ $\mu_{3}=0$ ,

$H_{20}$ : $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}>0,$ $\mu_{3}>0$ , $H_{21}$ : $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}>0,$ $\mu_{3}<0$ , $H_{22}$ : $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}<0_{\rangle}\mu_{3}>0$,
$H_{23}$ : $\mu_{1}>0_{2}\mu_{2}<0,$ $\mu_{3}<0$ ,
$H_{24}$ : $\mu_{1}<0,$ $\mu_{2}>0,$ $\mu_{3}>0$ , $H_{25}$ : $\mu_{1}<0,$ $\mu_{2}>0,$ $\mu_{3}<0$ , $H_{26}$ : $\mu_{1}<0,$ $\mu_{2}<0,$ $\mu_{3}>0$ ,
$H_{27}$ : $\mu_{1}<0,\mu_{2}<0,$ $\mu_{3}<0$ ,

それぞれに対して尤度比検定を構成し, 定理 21 を適用して, それらの受容域から信頼方式を構築

する. 27個の仮説は $H_{1},$ $H_{2}\sim H_{7},$ $H_{8}\sim H_{19},$ $H_{20}\sim H_{27}$ の 4つのグループに分けることができ

る. $H_{1}$ は原点, $H_{2}\sim H_{7}$ は 1 方向に伸びている半直線, $H_{8}\sim H_{19}$ は 2 方向に開 $1_{l}\backslash$て $\{_{/}\mathrm{a}$ る半平面,

$H_{20}\sim H_{27}$ は 3 方向に開いている半空間をそれぞれ表していて, $H_{1}$ のみが閉じた空間領域となっ

ている. 原点 $\mu=0$ に関する対称性から, グループの中の 1 つの仮説に対応する受容域を求め, そ

の受容域を原点中心に回転したものが同じグループに属する残りの仮説に対応する受容域となる.
$H_{1}$ に対する有意水準 $\alpha$ の尤度比検定の受容域は球

$A_{1}:=\{(x_{1}, \ldots, x_{n})|(\sqrt{n}\overline{x}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{x}_{2})^{2}+(\sqrt{n}\overline{x}_{3})^{2}\leq c_{1}^{2}\}$

となる. ただし, $\overline{x}_{1},\overline{x}_{2},\overline{x}_{3}$ はそれぞれ $x_{1},$ $\ldots,$
$x_{n}$ の第 1 成分, 第 2 成分, 第 3 成分の平均とする.

すなわち

$x_{i}=(x_{i1}, x_{\mathrm{i}2}, x_{i3})’$ $(\mathrm{i}=1_{\rangle}\ldots, n)$

とおけば,

$\overline{x}_{1}=\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}x_{i1},\overline{x}_{2}=\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}x_{i2},\overline{x}_{3}=\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}x_{i3}$

となる. また, $c_{1}=c_{1}(\alpha)$ は自由度 3 のカイ分布 $\chi_{3}$ の上側 $100\alpha$ 点, すなわち

$1- \alpha=\int\int\int_{\sqrt{x^{2}+y^{2}+z^{2}}\leq c_{1}}d\Phi(x)d\Phi(y)d\Phi(z)=\oint\int\int_{x^{2}+y^{2}+z^{2}\leq \mathrm{c}_{1}^{2}}\phi(x)\phi(y)\phi(z)dxdydz$

$=f_{0}^{c_{1}} \int_{-\pi/2}^{\pi/2}\int_{0}^{2\pi}\phi(r\cos\theta\cos\psi)\phi(r\cos\theta\sin\psi)\phi(r\sin\theta)r^{2}\cos\theta drd\theta d\psi$

$= \frac{1}{2\pi}\int_{0}^{c_{1}}\int_{-\pi/2}^{\pi/2}\int_{0}^{2\pi}r^{2}\phi(r)\cos\theta drd\theta d\psi=\frac{1}{2\pi}2\pi\int_{0}^{\mathrm{c}_{1}}r^{2}\phi(r)dr\oint_{-\pi/2}^{\pi/2}\cos\theta d\theta$

$=2 \int_{0}^{\mathrm{c}_{1}}r^{2}\phi(r)dr=2\oint_{0}^{c_{1}}\{\phi(r)+\phi’’(r)\}dr=2\int_{0}^{c_{1}}\{\Phi(r)+\phi’(r)\}’dr$

$=2[\Phi(r)+\phi’(r)]_{0}^{c_{1}}=2[\Phi(r)-r\phi(r)]_{0}^{\mathrm{c}_{1}}$

6)共分散行列が既知の正定値行列であるとき, 単位行列を共分散行列としても一般性を失わない.
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$=2\Phi(c_{1})-2c_{1}\phi(c_{1})-1$

を満たす正数である. $\alpha=0.05$ の場合, $c_{1}.=$. $2.795$ とな $\xi$}.

$H_{2}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}=0,$ $\mu_{3}>0$ に対する有意水準 $\alpha$ の尤度 $1\mathrm{b}$検定の受容域は

$A_{2}:=\{(oe_{1}, \ldots, x_{n})|(\sqrt{n}\overline{x}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{x}_{2})^{2}\leq c_{2}^{2},\overline{x}_{3}>0\}$

$\oplus\{(x_{1}, \ldots, x_{n})|(\sqrt{n}\overline{x}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{x}_{2})^{2}+(\sqrt{n}\overline{x}_{3})^{2}\leq c_{2}^{2},\overline{x}_{3}\leq 0\}$

となる (図 4.1 参照). ただし, $c_{2}=c_{2}(\alpha)$ は, 仮説 $H_{2}$ : $\mu_{1}=0_{7}\mu_{2}=0,$ $\mu_{3}>0$ のもとで\sigma iJgx容確率

$p_{2}(\mu_{3}):=P_{0,0,\mu_{3}}\{(X_{1}, \ldots, X_{n})\in A_{2}\}$

$=P_{0,0\mu\rangle 3}\{(\sqrt{n}\overline{X}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{X}_{2})^{2}\leq c_{2}^{2},\overline{X}_{3}>0\}$

$+P_{0,0,\mu_{3}}\{(\sqrt{n}\overline{X}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{X}_{2})^{2}+(\sqrt{n}\overline{X}_{3})^{2}\leq c_{2}^{2},\overline{X}_{3}\leq 0\}$

$= \Phi(\sqrt{n}\mu_{3})\int\int_{x^{2}+v^{2}\leq \mathrm{c}_{2}^{2}}d\Phi(x)d\Phi(y)+\int\int\int_{x^{2}+v^{2}+z^{2}\leq \mathrm{c}_{2}^{2},z\leq 0}\exp\{\sqrt{n}z\mu_{3}-\frac{n\mu_{3}^{2}}{2}\}d\Phi(x)d\Phi(y)d\Phi(z)$

$= \Phi(\sqrt{n}\mu_{3})\{1-\sqrt{2\pi}\phi(c_{2})\}+\int\oint\int_{x^{2}+v^{2}+z^{2}\leq \mathrm{c}_{2}^{2},z\leq 0}\exp\{\sqrt{n}z\mu_{3}-\frac{n\mu_{3}^{2}}{2}\}d\Phi(x)d\Phi(y)d\Phi(z)$ (4.2)

に対して

$\inf_{\mu \mathrm{s}>0}p_{2}(\mu_{3})=1-\alpha$

(4.3)

を満たす正の定数とする. $p_{2}(\mu_{3})$ の下限は $\mu_{3}arrow 0+$ で達成され, (4.2) の極限と積分は順序交換が

可能で

$\inf_{\mu \mathrm{s}>0}p_{2}(\mu_{3})=\lim_{\mu \mathrm{a}arrow 0+}p_{2}(\mu_{3})=\Phi(0)\{1-\sqrt{2\pi}\phi(c_{2})\}+\int\oint\int_{x^{2}+v^{2}+z^{2}\leq c_{2}^{2},z\leq 0}d\Phi(x)d\Phi(y)d\Phi(z\rangle$

$= \frac{1}{2}\{1-\sqrt{2\pi}\phi(c_{2})\}-|\mathrm{l}-\frac{1}{2}\int\int\oint_{x^{2}+y^{2}+z^{2}\leq c_{2}^{2}}d\Phi(x)d\Phi(y)d\Phi(z)$

$=\Phi(c_{2})-(c_{2}+\sqrt{\frac{\pi}{2}})\phi(c_{2})$
(4.4)

となる. $\Phi(c)-(c+\sqrt{\pi/2})\phi(c)$ は $c>0$ において $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}^{\backslash }$ 単 $\vec{\frac{=}{\mathrm{p}}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathfrak{p}$ 加であるので, (4.4) より, (4.3) を満

たす $c_{2}=c_{2}(\alpha)>0$ はただ 1 つ存在する. $\alpha=0.05$ の場合, $c_{2}.=$. 2.654 となる.

$H_{8}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}>0,$ $\mu_{3}>0$ に対する有意水準 $\alpha$ の尤度比検定の受容域は

$A_{8}:=\{(x_{1}, \ldots, x_{n})|-c_{8}\leq\sqrt{n}\overline{x}_{1}\leq c_{8},\overline{x}_{2}>0,\overline{x}_{3}>0\}$

$\oplus\{(oe_{1}, \ldots, x_{n})|(\sqrt{n}\overline{x}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{x}_{3})^{2}\leq c_{8}^{2},\overline{x}_{2}>0,\overline{x}_{3}\leq 0\}$

$\oplus\{(x_{1}, \ldots, x_{n})|(\sqrt{n}\overline{x}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{x}_{2})^{2}\leq c_{8}^{2},\overline{x}_{2}\leq 0,\overline{x}_{3}>0\}$

$\oplus\{(x_{1}, \ldots, x_{n})|(\sqrt{n}\overline{x}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{x}_{2})^{2}+(\sqrt{n}\overline{x}_{3})^{2}\leq c_{8}^{2},\overline{x}_{2}\leq 0,\overline{x}_{3}\leq 0\}$

となる (図 41 参照). ただし, $c8=c\mathrm{s}(\alpha)$ は, 仮説 $H\mathrm{s}:\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}>0,$ $\mu_{3}>0$ のもとでの受容確率

$p_{8}(\mu_{2}, \mu_{3}):=P_{0,\mu_{2},\mu 3}\{(X_{1}, \ldots, X_{n})\in A_{8}\}$

$=P_{0,\mu_{2\prime}\mu 3}\{-c_{8}\leq\sqrt{n}\leq c_{8},\overline{X}_{2}>0,\overline{X}_{3}>0\}$

$+P_{0,\mu_{2\prime}\mu_{3}}\{(\sqrt{n}\overline{X}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{X}_{3})^{2}\leq c_{8}^{2},\overline{X}_{2}>0,\overline{X}_{3}\leq 0\}$
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$+P_{0,\mu_{2},\mu 3}\{(\sqrt{n}\overline{X}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{X}_{2})^{2}\leq c_{8}^{2},\overline{X}_{2}\leq 0,\overline{X}_{3}>0\}$

$+P_{0,\mu \mathrm{z},\mu_{3}}\{(\sqrt{n}\overline{X}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{X}_{2})^{2}+(\sqrt{n}\overline{X}_{3})^{2}\leq c_{8}^{2},\overline{X}_{2}\leq 0,\overline{X}_{3}\leq 0\}$

$= \{2\Phi(c_{8})-1\}\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})\Phi(\sqrt{n}\mu_{3})+\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})\int\int_{x^{2}+z^{2}\leq c_{8}^{2},z\leq 0}\phi(x)\phi(z-\sqrt{n}\mu_{3})dxdz$

$+ \Phi(\sqrt{n}\mu_{3})\int x_{2}+y^{\mathit{2}}\leq c_{8}^{2},y\leq 0\phi(x)\phi$ ($y$ 一
$\sqrt{n}\mu_{2}$ ) $dxdy$

$+ \int f\int_{x^{2}+y^{2}+z^{2}\leq c_{8}^{2}}\phi(x)\phi(y-\sqrt{n}\mu_{2})\phi$ ( $z$ 一 $\sqrt{n}\mu_{3}$ ) $dxdydz$ (4.5)

$y\leq 0,z\leq 0$

に対して

$\mu_{3}^{2}>0\inf_{\mu>0}p_{8}(\mu_{2}, \mu_{3})=1-\alpha$

(4.6)

を満たす正の定数とする. $p\mathrm{s}(\mu_{2r}\mu_{3})$ の下限は $\mu_{2}arrow 0+,$ $\mu_{3}arrow 0+$ で達成され, (4.5) の極限と積分

は順序交換が可能で

$\inf_{\mu 2>0}p_{8}(\mu_{2}, \mu_{3})=\lim_{\mu_{2}arrow 0+}p_{8}(\mu_{2}, \mu_{3})$

$\mu \mathrm{a}>0$ $\mu_{3}arrow \mathrm{O}+$

$= \{2\Phi(c_{8})-1\}\Phi(0)\Phi(0)+\Phi(0)\int\int_{x^{2}+z^{2}\leq c_{8}^{2},z\leq 0}\phi(x)\phi(z)dxdz$

$+ \Phi(0)II_{x^{2}+y^{2}\leq c_{8}^{2},y\leq 0}\phi(x)\phi(y)dxdy+\int\int\int_{x^{2}+y^{2}+z^{2}\leq c_{8}^{2}}y\leq 0,z\leq 0\phi(x)\phi(y)\phi(z)dxdydz$

$=( \frac{1}{2})^{2}\{2\Phi(c_{8})-1\}+2\frac{1}{2}\frac{1}{2}\int\int_{x^{2}+y^{2}\leq c_{8}^{2}}\phi\{x)\phi(y)dxdy+\frac{1}{4}\int\int\oint_{x^{2}+y^{2}+z^{2}\leq \mathrm{c}_{8}^{2}}\phi(x)\phi(y)\phi(z)dxdydz$

$= \Phi(c_{8})-\frac{1}{2}(c_{8}+\sqrt{2\pi})\phi(c_{8})$
(4.7)

となる. $\Phi(c)-(c+\sqrt{2\pi})\phi(c)/2$ は $c>0$ において狭 $\text{義単_{}\beta}^{\backslash -}\equiv \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{p}$ 加であるので, (4.7) より, (4.6) を満

たす $c_{8}=c\mathrm{s}(\alpha)>0$ はただ 1 つ存在する. $\alpha=.0.05$ の場合, $c_{8}.=$. 2.501 となる.

$H_{20}$ : $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}>0,$ $\mu_{3}>0$ に対する有意水準 $\alpha$ の尤度比検定の受容域は

$A_{20}:=\{(x_{1}$ , ..., $x_{n})|\overline{x}_{1}>0,\overline{x}_{2}>0,\overline{x}_{3}>0\}$

$\oplus\{(x_{1}, \ldots, x_{n})|\overline{x}_{1}>0,\overline{x}_{2}>0,$ $-c_{20}\leq\sqrt{n}\overline{x}_{3}\leq 0\}$

$\oplus\{(x_{1}, \ldots, x_{n})|\overline{x}_{1}>0,$
$-c_{20}\leq\sqrt{n}\overline{x}_{2}\leq 0,\overline{x}_{3}>0\}$

$\oplus\{(x_{1}, \ldots, x_{n})|-c_{20}\leq\sqrt{n}\overline{x}_{1}\leq 0,\overline{x}_{2}>0,\overline{x}_{3}>0\}$

$\oplus\{(x_{1}, \ldots, x_{n})|(\sqrt{n}\overline{x}_{2})^{2}+(\sqrt{n}\overline{x}_{3})^{2}\leq c_{20}^{2},\overline{x}_{1}>0,\overline{x}_{2}\leq 0,\overline{x}_{3}\leq 0\}$

$\oplus\{(x_{1}, \ldots, x_{n})|(\sqrt{n}\overline{x}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{x}_{3})^{2}\leq c_{20}^{2},\overline{x}_{1}\leq 0,\overline{x}_{2}>0,\overline{x}_{3}\leq 0\}$

$\oplus\{(x_{1}, \ldots, x_{n})|(\sqrt{n}\overline{x}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{x}_{2})^{2}\leq c_{20}^{2},\overline{x}_{1}\leq 0,\overline{x}_{2}\leq 0,\overline{x}_{3}>0\}$

$\oplus\{(x_{1}, \ldots, x_{n})|(\sqrt{n}\overline{x}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{x}_{2})^{2}+(\sqrt{n}\overline{x}_{3})^{2}\leq c_{20}^{2},\overline{x}_{1}\leq 0,\overline{x}_{2}\leq 0,\overline{x}_{3}\leq 0\}$

となる (図 4.1 参照). ただし, $c_{20}=c_{20}(\alpha)$ は, 仮説 $H_{20}$ : $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}>0,$ $\mu_{3}>0$ のもとでの受容

確率

$p_{20}(\mu):=P_{\mu}\{(X_{1}, \ldots, X_{n})\in A_{20}\}$
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$=P_{\mu}\{\overline{X}_{1}>0,\overline{X}_{2}>0,\overline{X}_{3}>0\}+P_{\mu}\{\overline{X}_{1}>0,\overline{X}_{2}>0, -c_{20}\leq\sqrt{n}\overline{X}_{3}\leq 0\}$

$+P_{\mu}\{\overline{X}_{1}>0, -c_{20}\leq\sqrt{n}\overline{X}_{2}\leq 0,\overline{X}_{2}>0\}+P_{\mu}\{-c_{20}\leq\sqrt{n}\overline{X}_{1}\leq 0,\overline{X}_{2}>0$,

$+P_{\mu}\{(\sqrt{n}\overline{X}_{2})^{2}+(\sqrt{n})^{2}\leq c_{20}^{2},\overline{X}_{1}>0,\overline{X}_{2}\leq 0,\overline{X}_{3}\leq 0\}$

$+P_{\mu}\{(\sqrt{n}\overline{X}_{1})^{2}+(\sqrt{n})^{2}\leq c_{20}^{2},\overline{X}_{1}\leq 0,\overline{X}_{2}>0,\overline{X}_{3}\leq 0\}$

$+P_{t^{\mathrm{A}}}\{(\sqrt{n})^{2}+(\sqrt{n}\overline{X}_{2})^{2}\leq c_{20}^{2},\overline{X}_{1}\leq 0,\overline{X}_{2}\leq 0,\overline{X}_{3}>0\}$

$+P_{\mu}\{(\sqrt{n}\overline{X}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{X}_{2})^{2}+(\sqrt{n})^{2}\leq c_{20}^{2},\overline{X}_{1}\leq 0,\overline{X}_{2}\leq 0,\overline{X}_{3}\leq 0\}$

$=-2\Phi(\sqrt{n}\mu_{1})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})\Phi(\sqrt{n}\mu_{3})+\Phi(\sqrt{n}\mu_{1})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})\Phi(\sqrt{n}\mu_{3}+c_{20})$

$+\Phi(\sqrt{n}\mu_{1})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2}+c_{20})\Phi(\sqrt{n}\mu_{3})+\Phi(\sqrt{n}\mu_{1}+c_{20})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})\Phi(\sqrt{n}\mu_{3})$

$+ \Phi(\sqrt{n}\mu_{1})\oint\int_{y^{2}+z^{2}\leq c^{2}}\phi(y-\sqrt{n}\mu_{2})\phi(z-\sqrt{n}\mu \mathrm{s})dydzy\leq 0,z\leq 0^{20}$

$+ \Phi(\sqrt{n}\mu_{2})\int\int_{x\leq 0,z\leq 0}x^{2}+z^{2}\leq c_{20}^{2}\phi(x-\sqrt{n}\mu_{1})\phi(z-\sqrt{n}\mu_{3})dxdz$

$+ \Phi(\sqrt{n}\mu_{3})\int\int_{x^{2}+y^{2}\leq c^{2}}\phi(x-\sqrt{n}\mu_{1})\phi(y-\sqrt{n}\mu_{2})dxdyx\leq 0,y\leq 0^{20}$

$.- P_{\mu}\{\overline{X}_{1}>0,-c_{20}\leq\sqrt{n}\overline{X}_{2}\leq 0-\iota-\cdot---,\overline{X}_{2}>0\}+P_{\mu}\{-c_{20}\leq\sqrt{n}\overline{X}_{1}\leq 0,\overline{X}_{2}>0,\overline{X}_{3}>0\}$

$\vdash P_{\mu}\{(\sqrt{n}\overline{X}_{2})^{2}+(\sqrt{n})^{2}\leq c_{20}^{2},\overline{X}_{1}>0,\overline{X}_{2}\leq 0,\overline{X}_{3}\leq 0\}$

$\vdash P_{\mu}\{(\sqrt{n}\overline{X}_{1})^{2}+(\sqrt{n})^{2}\leq c_{20}^{2},\overline{X}_{1}\leq 0,\overline{X}_{2}>0,\overline{X}_{3}\leq 0\}$

$\vdash P_{t^{\mathrm{A}}}\{(\sqrt{n})^{2}+(\sqrt{n}\overline{X}_{2})^{2}\leq c_{20}^{2},\overline{X}_{1}\leq 0,\overline{X}_{2}\leq 0,\overline{X}_{3}>0\}$

$\vdash P_{\mu}\{(\sqrt{n}\overline{X}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{X}_{2})^{2}+(\sqrt{n})^{2}\leq c_{20}^{2},\overline{X}_{1}\leq 0,\overline{X}_{2}\leq 0,\overline{X}_{3}\leq 0\}$

$-2\Phi(\sqrt{n}\mu_{1})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})\Phi(\sqrt{n}\mu_{3})+\Phi(\sqrt{n}\mu_{1})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})\Phi(\sqrt{n}\mu_{3}+c_{20})$

$+\Phi(\sqrt{n}\mu_{1})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2}+c_{20})\Phi(\sqrt{n}\mu_{3})+\Phi(\sqrt{n}\mu_{1}+c_{20})\Phi(\sqrt{n}\mu_{2})\Phi(\sqrt{n}\mu_{3})$

$+ \Phi(\sqrt{n}\mu_{1})\oint\int_{y^{2}+z^{2}\leq c^{2}}\phi(y-\sqrt{n}\mu_{2})\phi(z-\sqrt{n}\mu \mathrm{s})dydzy\leq 0,z\leq 0^{20}$

$+ \Phi(\sqrt{n}\mu_{2})\int\int_{x\leq 0,z\leq 0}x^{2}+z^{2}\leq c_{20}^{2}\phi(x-\sqrt{n}\mu_{1})\phi(z-\sqrt{n}\mu_{3})dxdz$

$+ \Phi(\sqrt{n}\mu_{3})\int\int_{x^{2}+y^{2}\leq c^{2}}\phi(x-\sqrt{n}\mu_{1})\phi(y-\sqrt{n}\mu_{2})dxdyx\leq 0,y\leq 0^{20}$

$+ \int\int\int_{x\leq 0,y\leq 0,z\leq 0^{20}}x^{2}+y^{2}+z^{2}\leq \mathrm{c}^{2}\phi(x-\sqrt{n}\mu_{1})\phi(y-\sqrt{n}\mu_{2})\phi(z -\sqrt{n}\mu_{3})dxdydz$

(4.8)

に対して

$\inf_{\mu\in R_{+}^{3}}p20(\mu)=1-\alpha$

(4.9)

を満たす正の定数とする. $P20(\mu)$ の下限は $\muarrow 0+$ において達成され, (4.8) の $\hslash\S\beta\S$と積分は 11頂序

交換が可能で

$\inf_{\mu\in R_{+}^{3}}p_{20}(\mu)=\lim_{\muarrow 0+}p_{20}(\mu)$

$=-2 \Phi(0)\Phi(0)\Phi(0)+3\Phi(0)\Phi(0)\Phi(c_{20})+3\Phi(\mathrm{o})\int\oint_{x^{2}+y^{2}\leq}\phi(x)\phi(y)dxdyx\leq 0,y\leq 0^{\mathrm{c}_{20}^{2}}$

$+ \int\oint\int_{x^{2}+y^{2}+z^{2}\leq \mathrm{c}^{2}}\phi(x)\phi(y)\phi(z)dxdydzx\leq 0,y\leq 0,z\leq 0^{20}$

$=-2( \frac{1}{2})^{3}+3(\frac{1}{2})^{2}\Phi(c_{20})+3\frac{1}{2}\frac{1}{4}\int\int_{x^{2}+y^{2}\leq c_{20}^{2}}\phi(x)\phi(y)dxdy$

$+ \frac{1}{8}\int\int\int_{x^{2}+y^{2}+z^{2}\leq c_{20}^{2}}\phi(x)\phi(y)\phi(z)dxdydz$

$= \Phi(c_{20})-\frac{1}{4}(c_{20}+3\sqrt{\frac{\pi}{2}})\phi(c_{20}.)$ (4.10)

となる. $\Phi(c)-(c+3\sqrt{\pi/2})\phi(c)/4$ は $c>0$ において $8 \not\in \text{義単^{}\iota}\frac{arrow}{arrow,-}ffi_{\mathrm{w}}$ 増加であるので, (4.10) より, (4.9)

を満たす $c_{20}=c_{2}0(\alpha)>0$ はただ 1 つ存在する. $\alpha=0.05$ の場合, $c_{20}.=$. 2.331 となる.

以上 4種類の受容域を原点に関して回転させることにより, 残り 23 個の仮説それぞれに対する

受容域も求めることができる. 27個の受容域は 4 個の球と 9 本の円柱, 12 枚の平面によって空間
$R^{3}$ を分割する.
定理 2.1 に基づいて, これら 27個の受容域から多重決定方式 (信頼方式) を構成する. 例えば,

観測値が $\sqrt{n}\overline{x}_{i}>c_{d}8(i=1,2,3)$ となったときには, 仮説 $H_{20}$ のみが受容され, $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}>0$ ,
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$\mu 3>0$ , すなわち, 平均ベクトル $\mu$ の 3 成分がすべて正であると $1,\backslash$ う, もっとも断定的な, もっと

も実験者が望んでいる決定を下し, あるいは, $n\overline{x}’\overline{x}=n\{(\overline{x}_{1})^{2}+(\overline{x}_{2})^{2}+(\overline{x}_{3})^{2}\}\leq c_{20}^{2}$ となったと

きには, 同時に 27個の仮説すべてが受容され, $\mu\in R^{3}$ , すなわち, $\mu$ は空間 $R^{3}$ のどこかに存在す

るということしか多重決定方式は返してこないで, $\mu$ の符号に関して決定を下すことを留保する.
しかし, 1 変量や 2 変量の場合とは違い, どの空間領域に観測値 x- が落ちたときにどのような決定
を下すのかをすべて書き下すこと, すなわち 27個の第 1 次要素から何種類の決定が生成されるの

か求めること, さらに言い換えれば, 多重決定方式 $\varphi$ による像 ${\rm Im}(\varphi)$ の元の数を求めることは難し

い. 計算機を用いて, $R^{3}$ 空間上に無数の点を打ち, それらが 27個の仮説に対する受容域のうちど

のような組み合わせでそれら受容域に落ちるのか, その組み合わせを重複無く数え上げたところ,

2110 という数値が出た. そこで, シミュレーションによって, 27個の仮説の中でどのような組み合
わせで同時に受容されるのか, それと対応して下される決定がどのようなものか確認した. 27個の

仮説の, 原点 $\mu=0$ に関する対称性および巡回性から, パラメータ $f3;0\leq\mu_{3}\leq\mu_{2}\leq\mu_{1}\leq 0.6$ と

してとった. シミュレーションの方法としては, 27飼の仮説の受容域の条件式を与え, $n=20$個の

乱数に基づいた纐憧の値 h3“gx容域に落ちたならば, その受容域の $\mathrm{g}^{\mathrm{Q}}\tau$を Fり挙させるようなプログ

ラムを組んだ.

文末にある表 40, 40-2 のように, $\mu=(0.5,0.5,0.5)’$ 以前で{ま, 和 $\text{集_{}\mathfrak{Q}}^{\mathrm{A}}$で $\text{表_{}\backslash }\mathrm{a}\mathrm{e}$される, 余地の残

された決定が多く導かれるのに対して, $\mu=(0.6,0.0,0.0)’$ 以降では, 合で aeされる, よ $?j\backslash \text{断^{}\prime}$

–
6)信頼方式 (多重決定方式) が値としてかえす空間領域を便宜上, 信頼領域と呼ぶこと}こする. 原点の位置{こある,弘力 S

仮説 $H_{1},4$ 本の大目の半直線が仮説 $H_{2}\sim H_{7},12$ 個の網目の半平面力 $\grave{\backslash }4$仮説 $H_{8}\sim H_{19)}8$ 個の立方体力 S仮説 $H_{20}\sim If_{27}$

をそれぞれ表している.
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41 信頼方式の構造の簡略化 1($S$ を限定)

(4.1) の 27個に対応する第 1 次 $\text{要素_{}\backslash }$から $\ovalbox{\tt\small REJECT}\yen ffi^{\backslash }$した $\Theta=R^{3}$ の部分 $\text{集_{}\mathrm{D}}^{\mathrm{A}}\text{族を}$ So とおく. 2 $\mathrm{X}\backslash =\cong$の

場合と同様に, 定理 2.1 から構成した非限定な So $l^{}-n_{\tau}$応する信頼方式 $\varphi_{0}$ を, So \mbox{\boldmath $\zeta$}oE素を減らして

$S$ を\beta E\not\in であるものにし, 定理 22 に基づいて構造を $\text{簡略}$化された $l^{\frac{\wedge}{\equiv}}$ 方式 $\varphi$ を f献することがで

きる. $\mathrm{S}$ の第 11‘R\Phi 素を (4.1) の 27個の仮説 $H_{1}\sim H_{27}$ に対応する $\mathrm{e}_{\backslash }^{\backslash }\backslash \text{数^{}\prime}$ 空間 $\Theta$ の互 $\mathrm{A}$

$\mathrm{a}$に素な $\pi \mathrm{p}\nearrow \mathrm{J}’\backslash$

集合とし, それらの和によって表される $\mathrm{S}$ の元を次の

$\Omega_{1}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}=0$ , $\mu_{3}=0$ , $\Omega_{2}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}=0$ , $\mu_{3}>0$ , $\Omega_{3}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}=0,$ $\mu_{3}\geq 0$ ,

$\Omega_{4}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{\mathrm{q}}\sim=0$ , $\mu_{3}\in R$, $\Omega_{6}$ : $\mu_{1}=0$ , $\mu_{2}>0$ , $\mu_{3}>0$ , $\Omega_{6}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}>0,$ $\mu_{3}\geq 0$ ,

$\Omega_{7}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}>0,$ $\mu_{3}’\in R$ , $\Omega_{8}$ : $\mu_{1}=0$ , $\mu_{2}\geq 0,$ $\mu_{3}\geq 0$ , $\Omega_{9}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}\geq 0,$ $\mu_{3}\in R$ ,

$\Omega_{10}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}\in R,$ $\mu_{3}\in R$ , $\Omega_{11}$ : $\mu_{1}>0$ , $\mu_{2}>0,$ $\mu_{3}>0$ , $\Omega_{12}$ : $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}>0,$ $\mu_{3}\geq 0$ ,

$\Omega_{13}$ : $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}>0$ , $\mu_{3}\in R$ , $\Omega_{14}$ : $\mu_{1}>0$ , $\mu_{2}\geq 0$ , $\mu_{3}\geq 0$ , $\Omega_{15}$ : $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}\geq 0,$ $\mu_{3}\in R$ ,

$\Omega_{16}$ : $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}\in R,$ $\mu_{3}\in R$, $\Omega_{17}$ : $\mu_{1}\geq 0$ , $\mu_{2}\geq 0$ , $\mu_{3}\geq 0$ , $\Omega_{18}$ : $\mu_{1}\geq 0,$ $\mu_{2}\geq 0,$ $\mu \mathrm{a}\in R$,

$\Omega_{19}$ : $\mu_{1}\geq 0,$ $\mu_{2}\in R,$ $\mu_{3}\in R$ , $\Omega_{20}$ : $\mu_{1}\in R,$ $\mu_{2}\in R,$ $\mu_{3}\in R$ ,

およびこれらと原点に関して対称なもの, 合わせて $6^{3}=216$ 個に限るとする. このとき, $S$ は定理

2.2 の条件を満たしている. これらの元に対応する決定は, $\mu$ の 3成分のうち少なくとも 1 成分に関

して $<,$ $\leq,$ $=,$ $\geq,$ $>$ を用いた噺定的’ な決定か, 3 成分すべての符号に関しては決定を保留するよ
う決定 $\mu\in R^{3}$ である. 非限定でない S。に対応する $\varphi 0$ が下す決定 $\Omega 0=\varphi 0(x)(\in{\rm Im}(\varphi 0)\subseteq S\mathrm{o})$

に対して $\Omega_{0}\subseteq\Omega$ となるような最小の $\Omega\in S$ を $\varphi(x)$ とすればよ $1_{l}\backslash$ . このとき, ‘または’(記号で $|,$
$\mathrm{a}$

えば V) を用いた予断の残る決定や少なくとも 1 成分に対して $‘\mu_{i}=0$ である’ と $\mathrm{A}\mathrm{a}$ う決定は導力)

れず, $\#{\rm Im}(\varphi)=5^{3}=125$ となる 7). 例えば, 仮説 $H_{6},$ $H_{12},$ $H_{16},$ $H_{20}\sim H_{22}$ が受容され一合,

非限定な So に対しては $‘\mu_{1}>0\wedge(\mu_{2}>0\vee\mu_{3}>0\vee\mu_{2}=\mu_{3}=0)$ ’と $|_{\mathit{1}}\mathrm{a}$ う決定を下すが (表 4.0,

4.0-2 参照), 50 を狭くして限定なものにした $\mathrm{S}$ に対しては ‘
$\Omega_{16}$ : $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}\in R,$ $\mu 3\in R’$ , すな

わち第 1 成分 $\mu_{1}$ に関してのみ $‘\mu_{1}>0$ ’という決定を下す (表 4.1 参照). ‘また (ま’ を用 $1_{\sqrt}\mathrm{a}$た, $\subset \mathrm{P}\partial\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 的

な予断の残る決定は導かれず, (断定的’ な決定のみが導かれる.

42 信頼方式の構造の簡略化 2(受容域の境界を重ねる)

これまでは信頼系を $\alpha_{1}=\cdots=\alpha_{27}\equiv\alpha=0.05$ と固定してきたが, このままでは信頼領域の (立

体的な) 構造が視覚的にも大変捉えにくい. そこで, 信頼系を変動させて, 仮説 $H_{1},$ $H_{2},$ $H_{8},$ $H_{20}$ そ

れぞれに対する受容域 $A_{1}$ , A2, $A_{8},$ $A_{20}$ の球状の部分の境界を重ねて, 信頼領域をより単純なもの

にすることを考える. 球護 1 の半径 $c_{1}:=\chi_{3,0.05}.=$. 2.795 が 4つの半径の中で一番大き 1 ‘から 8), 保

守的な立場から, 仮説 $H_{2}\sim H_{7},$ $H_{8}\sim H_{19},$ $H_{20}\sim H_{27}$ に対しては水準をそれぞれ

$\alpha_{2}=\cdots=\alpha_{7}=1-\{\Phi(c_{1})-(c_{1}+\sqrt{\pi/2})\phi(c_{1})\}.=.0.03505$,

$\alpha_{8}=.$ . . $= \alpha_{19}=1-\{\Phi(c_{1})-\frac{1}{2}(c_{1}+2\sqrt{\pi/2})\phi(c_{1})\}.=$. $0.02384$ ,

$\alpha_{20}=\cdots=\alpha_{27}=1-\{\Phi(c_{1})-\frac{1}{4}(c_{1}+3\sqrt{\pi/2})\phi(c_{1})\}.=.0.01573$

7)各成分に対して, $<0,$ $\leq 0,$ $\geq 0,$ $>0,$ $\in R$ の 5 通りのうちいずれかの決定が下される.

$8)\alpha_{1}(c):=1-\{2\Phi(c)-2c\phi(c)-1\}>\alpha_{2}(c):=1-\{\Phi(c)-(c+\sigma\pi/2)\phi(c)\}>\alpha_{8}(c):=1-\{\Phi(c)-(c+$

$2\sqrt{\pi/2})\phi(c)/2\}>\alpha_{2}\mathrm{o}(c):=1-\{\Phi(\mathrm{c})-(c+3\sqrt{\pi/2})\phi(c)/4\}(c>0)$ であり, これら 4 つの関数 {ますべて狭義

単調減少であるから, これらの関数の逆関数をそれぞれ $c_{1}(\alpha),$ $\mathrm{c}_{2}(\alpha),$ $c_{8}(\alpha),$ $c20$ とおいたとき, 逆関数につ $\iota\backslash$ても

$c_{1}>c_{2}(\alpha)>c_{8}(\alpha)>c_{20}(\alpha)$ という大小関係になる.
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に下げ, 受容域の球状部分の半径を $c_{1}.=$. 2.795 まで大きくする. このとき, $R^{3}$ 空間は 1 つの球と

それに接する 3 つの筒および 6 つの平面によって 103 個 9) の信頼領域に分割される. 受容域の境

界を重ねたことで, より簡素な決定が導かれる 10).

図 43 有意水準と受容域 $A_{1}$ , A2, As, $A_{2}0$ の球の部分の半径

図 4.4 仮説 $H_{1}\sim H_{27}$ に対する有意水準 $\alpha=0.05$ の通常の尤度比検定の受容域 (左図),
信頼系を変動させた場合の $H_{1}\sim H_{27}$ に対する受容域 (中央 6 平面に接する球が隠れている),

およびその $\overline{x}_{1}\leq 0,$ $x_{2}\leq 0,\overline{x}_{3}\leq 0$ となる部分 (右図)

43 信頼方式の構造の簡略化 3(より少ない第 1 次要素による $R^{3}$ 空間の分割)

また, 他の方法として, $\mathrm{S}$ の第 1 次要素として

$H_{20}’$ : $\mu_{1}\geq 0,\mu_{2}\geq 0,$ $\mu_{3}\geq 0$ , $H_{21}’$ : $\mu_{1}\geq 0,\mu_{2}\geq 0_{7}\mu_{3}\leq 0$ , $H_{22}’$ : $\mu_{1}\geq 0,$ $\mu_{2}\leq 0,\mu_{3}\geq 0$,

$H_{23}’$ : $\mu_{1}\geq 0,$ $\mu_{2}\leq 0,$ $\mu_{3}\leq 0$ ,
$H_{24}’$ : $\mu_{1}\leq 0,\mu_{2}\geq 0,\mu \mathrm{s}\geq 0$ , $H_{25}’$ : $\mu_{1}\leq 0,\mu_{2}\geq 0,$ $\mu_{3}\leq 0$ , $H_{26}’$ : $\mu_{1}\leq 0$ , P2 $\leq 0,\mu_{3}\geq 0$ ,

$H_{27}’$ : $\mu\iota\leq 0,$ $\mu_{2}\leq 0,$ $\mu_{3}\leq 0$

の 8 個を考えることもできる. (4.1) の仮説に対応する 27 個の第 1 次要素と異なり, これら 8 個

の第 1 次要素は母数空間 $\Theta=R^{3}$ の直和分解とならな $\mathrm{A}\mathrm{a}$ものの, 母数空間 $\Theta$ を覆っている. 仮説

$H_{20}’:\mu_{1}\geq 0,$ $\mu_{2}\geq 0,$ $\mu_{3}\geq 0$ に対する有意 $71\sigma\xi\backslash \backslash$
$\alpha$ の $\text{尤^{}\backslash }$ { $\not\cong$比検 $\tilde{i\mathrm{E}}$の受容域は, (4.1) の $\dagger \mathrm{E}-\cdot \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\overline{arrow}$のうち

$H_{20}:\mu_{1}>0,$ $\mu 2>0,$ $\mu_{3}>0$ に対する $\not\in^{\mathrm{B}}.,1\exists_{\backslash }\backslash \cdot$水準 $\alpha$ の $x^{\backslash }l\not\equiv$比 $\text{検定}$の受容域 $A20$ と同じである. ただ

し, $\mathrm{c}_{20}^{\}}=c_{20}(\alpha)$ は, $\alpha=0.05$ の場合, $c_{20}.=$. 2.331 となる. このとき, 信\Phi x式が下す決定は, 4.2

節における受 $\hat{*^{\backslash }},\mathrm{h}\sum 1$の境界 $\text{を}$ ねることによる単純化の場合と同様に, 10.3 $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{-}\ovalbox{\tt\small REJECT}$となる ( $\text{表}43$ 参照).

ただし, 42 $g\mathrm{r}\mathrm{j}$ \sigma )簡 NgtbJでは, \mbox{\boldmath $\tau$}\not\in 号 $<,$ $>$ を用いた断 $\mathrm{f}\hat{\mathrm{l}\mathrm{i}}\text{的}\backslash fx\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\backslash$定が導かれる力]
$\backslash \backslash$規在の第 1 ‘/R 素

を 8 個にする方法では, $\leq$ や $\geq$ を用いた $‘\mu$: は正であるか 0 である’ と $\mathrm{A}\mathrm{a}$ うような若干予断の残る

決定しか導かれないという違いがある.

.9 $\rangle$信 $\text{頼}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{H}$域の対称性から, 第 8 象限に $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\mathrm{B}$ して数え上げた. $(1+4\cdot 3+4\cdot 3\cdot 2+4\cdot 2+4\cdot 2)+(3\cdot 4+8+5\cdot 6)=103$ .
$10)$例えば, 球 $A_{1}$ は互いに反対向きの $\mathrm{E}\mathrm{r}_{\overline{\mathrm{p}}}$ A2 と $A\mathrm{a},$

$\ldots,$
$A_{6}$ と $A_{7}$ のそれぞれの共 $.\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{r}\mathrm{p}$分になるので, 統 $\frac{\hat}{\mathrm{p}}+$量 $\sigma$)$\otimes$漫 J

値が球 $A_{1}$ に落ちたときに限り, 仮説 $H_{1}\sim H_{7}$ が同時に受容される.
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44 信頼方式の構造の簡略化 4(直方体型信頼領域)

ここまでは, $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}i.i.d\sim$
.

$N_{3}(\mu, I_{3})$ の $\prod\overline{\mathrm{p}}\mathbb{H}_{1}$ffi, 1\yenに関して尤度比]$\not\in\hat{i\mathrm{E}}$ lこ基づいて, {--\equiv - 方式

を構成したが, 2 変量正規分布の平均ベクトノレの場合と同様{こ, 各成分ごと (こ $X_{11},$ $\ldots$ , $X_{n1}i.\dot{\mathrm{z}}.d\sim$
.

$N(\mu_{1},1);X_{127}\ldots,$
$X_{n2}\sim i.i.d$

.
$N(\mu_{2},1);X_{13},$ $\ldots,$

$X_{n3}\sim N(i.i.d.\mu_{3},1)$ それぞれの密度 [こ関して検定

の受容域を単独で構成し, 3 成分それぞれにつ)$\mathrm{v}^{\backslash }$ての受容域の積となる直方体を信頼領域として考
えることもできる. 仮説 $H_{1}$ : $\mu_{1}=\mu_{2}=\mu_{3}=0$ は仮説 $H_{1}^{\langle 1)}$ : $\mu_{1}=0$ と仮説 $H_{1}^{(2)}$ : $\mu_{2}=0$ と仮説

$H_{1}^{(3)}$ : $\mu_{3}=0$ の積であるから, 仮説 $H_{1}$ に対する受容域として

$A_{1}^{*}:=\{(x_{1}, \ldots, x_{n})||\sqrt{n}\overline{x}_{1}|\leq c_{1}^{*}, |\sqrt{n}|\overline{x}_{2}|\leq c_{1}^{*}, |\sqrt{n}\overline{x}_{3}|\leq c_{1}^{*}\}$

を考えることができる. ただし, $c_{1}^{*}=c_{1}^{*}(\alpha)$ は

$1-\alpha=P0,0,0\{|\sqrt{n}\overline{X}_{1}|\leq c_{1}^{*}, |\sqrt{n}\overline{X}_{2}|\leq c_{1}^{*}, |\sqrt{n}\overline{X}_{3}|\leq c_{1}^{*}\}=\{2\Phi(c_{1}^{*})-1\}^{3}$

を $\backslash \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\Leftrightarrow \text{す}\mathrm{j}\mathrm{E}$数で, $N(0,1)$ の上側 $50(1-\sqrt[3]{1}-\alpha)$ % 点である. $\alpha=0.05$ の場合, $c_{1}^{*}.=$. 2.388 となる.

同様にして, 仮説 $H_{2}$ : $\mu_{1}=\mu_{2}=0,$ $\mu_{3}>0$ , 仮説 $H_{8}$ : $\mu_{1}=0,$ $\mu_{2}>0,$ $\mu_{3}>0$ , 仮説 $H_{20}$ : $\mu_{1}>0$ ,

$\mu_{2}>0,$ $\mu_{3}>0$ それぞれに対する受容域として

$A_{2}^{*}:=\{(x_{1}, \ldots, x_{n})|||\sqrt{r\iota}\overline{x}_{1}|\leq c_{2}^{*}, |\sqrt{n}\overline{x}_{2}|\leq c_{2}^{*}, \sqrt{n}\overline{x}_{3}\geq-c_{2}^{*}\}$,

膝 $=\{(x_{1}, \ldots, x_{n})| |\sqrt{n}\overline{x}_{1}|\leq c_{8}^{*}, \sqrt{n}\overline{x}_{2}\geq-c_{8}^{*}, \sqrt{n}\overline{x}_{3}\geq-c_{8}^{*}\}$ ,

$A_{20}^{*}:=\{(x_{1}, \ldots, x_{n})|\sqrt{n}\overline{x}_{1}\geq-c_{20}^{*}, fn\overline{x}_{2}\geq-c_{20}^{*}, \sqrt{n}\overline{x}_{3}\geq-c_{20}^{*}\}$

を考えることができる. ただし, $c_{2}^{*}=c_{2}^{*}(\alpha),$ $c_{8}^{*}=c_{8}^{*}(\alpha),$ $c_{20}^{*}=c_{20}^{*}(\alpha)$ はそれぞれ

$1-\alpha=P_{0,0,0}\{|\sqrt{n}\overline{X}_{1}|\leq c_{2}^{*}, |\sqrt{n}\overline{X}_{2}|\leq c_{2}^{*}, \sqrt{n}\overline{X}_{3}\geq-c_{2}^{*}\}$
$=\{2\Phi(c_{2}^{*})-1\}^{2}\Phi(c_{2})$ ,

$1-\alpha=P_{0,0,0}\{|\sqrt{n}\overline{X}_{1}|\leq c_{8}^{*}, \sqrt{n}\overline{X}_{2}\geq-c_{8}^{*}, \sqrt{n}\overline{X}_{3}\geq-c_{8}^{*}\}$
$=\{2\Phi(c_{8}^{*})-1\}\Phi(c_{8}^{*})^{2}$ ,

$1-\alpha=P0,0,0\{\sqrt{n}\overline{X}_{1}\geq-c_{20)}^{*}\sqrt{n}\overline{X}_{2}\geq-c_{20}^{*}, \sqrt{n}\overline{X}_{3}\geq-c_{20}^{*}\}=\Phi(c_{20}^{*})^{3}$

を $\backslash ;\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\acute{arrow}}$す正数である. すなわち, $c_{2}^{*},$ $c_{8}^{*}$ , c2。はそれぞれ $N(0,1)$ の上側 100 $(4-q_{2}-1/3-q_{2})1/3/6\%$

点, 上側 100 $(5-q\mathrm{s}^{-1/3}-q_{8^{1/3}})/6\%$ 点, 上側 $100(1-\sqrt[3]{1-\alpha})\% J|\sigma \text{て_{}\backslash ^{\backslash }}1\backslash \backslash$ ある. ただし,

$q_{2}:=$ $q_{8}:=$

とする 11). $\alpha=0.05$ の場合, $\mathrm{c}_{2}^{*}.=$. 2.320, $c_{8}^{*}.=$. 2.235, $c_{20}^{*}.=$. 2.121 となる. このとき, $R^{3}$ 空間は 1

個の立方体と 18 枚の平面によって分割される. その分割数は, 計算機で数え上げると, 513 と $1\backslash \vee$ う

値になった.
これまでは信頼系を $\alpha_{1}=\cdots=\alpha_{27}\equiv\alpha=0.05$ と固定してきたが, 尤度比検定の場合と同様に

信頼系を変動させて, 信頼領域をより単純なものにすることを考える. 仮説 $H_{1},$ $H_{2},$ $H_{8},$ $H_{20}$ それ

ぞれに対する直方体型受容域 $A_{1}^{*},$ $A_{2}^{*},$ $A_{8}^{*},$ $A_{20}^{*}$ の境界を重ねることを考える. 立方体 $A_{1}^{*}$ の辺の長

さ $2c_{1}^{*}.=$. $4.776$ が 4種類の直方体型受容域の短辺の長さの中で–g大きいから, 保守的な立場から,

仮説 $H_{2}\sim H_{7)}H_{8}\sim H_{19},$ $H_{20}\sim H_{27}$ に対しては水準をそれぞれ

$\alpha_{2}=\cdots=\alpha_{7}=1-\{2\Phi(c_{1}^{*})-1\}^{2}\Phi(c_{1}^{*}).=.\mathrm{O}.04181$ ,

$\alpha_{8}=\cdots=\alpha_{19}=1-\{2\Phi(c_{1}^{*},)-1\}\Phi(c_{1}^{*})^{2}.=.0.03355$ ,

11) Cardano の公式参照. 3 次方程式 $x^{3}+ax^{2}+bx+c=0$ の 3 つの解は, $p=b-\alpha^{2}/3,$ $q=2a^{3}/27-ab,/3+c$ ,

$s=\{-q/2+(q^{2}/4+p^{3}/27)^{1/2}\}^{1/3},$ $\omega=e^{2\pi i/3}$ とおいたとき, $x=\omega^{\mathrm{n}}\mathrm{s}+(\mathrm{p}/3)(\omega^{n}s)^{-1}-a/3(n=0,1,2)$ となる.
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$\alpha_{20}=\cdots=\alpha_{27}=1-\Phi(c_{1}^{*})^{3}.=$. $0.02521$

に下げ, 受容域の境界を立方体 $A_{1}^{*}$ の境界に重ねる. このとき, $R^{3}$ 空間は 6 つの平面によって 27

個の領域に分割される (図 4.5, 表 45 参照). 直方体受容域の境界を重ねることで, 信頼方式の構造

が十分簡素になったので, 尤度比検定に基づいた球形の受容域に対して行った他の簡略化の方法は
試さないことにする.

$A_{2}^{*}$ ,

一般の自然数 $k$ に対して, $k$ 変量正規分布 $N_{k}(\mu, I_{k})$ の母平均ベクトルの成分の符号に関する仮

説の矩形型受容域は次のように与えられる (竹内 [T73]).

定理 41 $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}$ を $k$ 変量正規分布 $N_{k}(\mu, I_{k})$ からの無作為標本とするとき,

$A^{(\ell)}:= \{(X_{1}, \ldots, X_{n})|\max\{_{1\leq:\leq l\ell+1\leq j\leq k}\max|\sqrt{n}\overline{X}_{i}|,\max(-\sqrt{n}\overline{X}_{j})\}\leq c^{(l)}\}$ (4.11)

は, $\mathrm{B}^{\mathrm{Y}}\backslash$平均ベクトル $\mu$ の $k$ 個の成分の符号に関する仮説 $H^{(I)}$ : $\mu_{1}=\cdots=\mu\ell=0,$ $\mu\ell+1>$

$0,$
$\ldots,$

$\mu_{k}>0(\ell=0, \ldots, k)$ に対する有意 $7l\sigma.\mathrm{a}\mathrm{e}\backslash$
$\alpha$ の受 $\tilde{*^{\backslash }},\text{域}$となる. ただし, $l=$ $0$ , $k$ のとき, それぞ

れ $\max_{1\leq i\leq k}|\sqrt{n}\overline{X}_{i}.|,$ $\max_{1\leq j\leq k}(-\sqrt{n}\overline{X}_{j})$ を (4.11) における max$\{$ , $\}$ とし, $c^{(\ell)}:=u_{\gamma}\langle\ell$ ) {ま $\wp_{\mathcal{T}\backslash }\backslash \not\in\backslash$正

規分布 $N(0,1)$ の上側 $100\gamma^{(\ell)}$% 点で, \gamma (引ま方程式

$\{1-\gamma^{(\ell)}\}^{k-\ell}\{1-2\gamma^{(t)}\}^{\ell}=1-\alpha$

の解で $0<\gamma^{(\ell)}<1/2$ となる.

証明 仮説 $H^{(\ell)}$ が真のときに正しく受容される確率は

$p( \mu_{\ell+1}, \ldots, \mu_{k}):=P_{\mu}[\max\{\max_{1\leq:\leq t}|\sqrt{n}\overline{X}_{i}|,$ $\ell+1\leq j\leq k\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(-\sqrt{n}\overline{X}_{j})\}\leq c^{(\ell)}]$

$=P_{\mu}[_{1\leq} \max_{i\leq\ell}|\sqrt{n}\overline{X}_{i}|\leq c^{(\ell)},$ $\ell+1\leq j\leq k\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(-\sqrt{n}\overline{X}_{j})$

$\leq c^{(\ell)}]$

$=P_{0} \{_{1\leq}\max_{i\leq\ell}|\sqrt{n}\overline{X}_{i}|\leq c^{(\ell)}\}P_{\mu\ell+\mathrm{x},\ldots,\mu k}\{_{\ell+1\leq \mathrm{j}\leq k}\max(-\sqrt{n}\overline{X}_{j})\leq c^{(\ell\rangle}\}$

$= \prod_{:=1}^{\ell}P_{0}\{|\sqrt{n}\overline{X}_{i}|\leq c^{(\ell)}\}\prod_{j=\ell+1}^{k}P_{\mu.j}\{-\sqrt{n}\overline{X}_{j}\leq c^{\langle\ell)}\}$
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$= \{2\Phi(c^{(l)})-1\}^{p}\prod_{j=\ell+1}^{k}\Phi(c^{(l)}+\mu_{j})$ ( $\mu_{1}=\cdots$ =\mu ゑ $=0,$ $\mu_{l+1}>0,$ $\ldots,$
$\mu_{k}>0$)

となるが, $p$ は $\mu\ell+1>0,$ $\ldots,$
$\mu k>0$ において各 $\mu j$ $(i=l+1, \ldots, k)$ の\Re 単—

- 加関数である

ので, 有意水準の条件

$p(\mu_{\ell+1}, \ldots, \mu_{k})\geq 1-\alpha$ $(\mu_{f+1}>0, \ldots, \mu_{k}>0)$

を満たすためには,

$\lim_{\muarrow 0+}p(\mu_{l+1}, \ldots, \mu_{k})=\{2\Phi(c^{(\ell)})-1\}^{l}\prod_{j=\ell+1}^{k}\Phi(c^{(f)})=\{1-\gamma^{(\ell)}\}^{k-\ell}\{1-2\gamma^{(\ell)}\}^{f}=1-\alpha$

が成り立てばよい. ここで, $q(\gamma):=(1-\gamma)^{k-l}(1-2\gamma)^{l}(0<\gamma<1/2)$ とおくと, $q$ は $\text{狭義}$単

調減少 $\ovalbox{\tt\small REJECT} 5\backslash \text{数^{}\prime}$で, その上界, 下界はそれぞれ $\lim_{\gammaarrow 0+}q(\gamma)=1,$ $\lim_{\gammaarrow 1/2-}q(\gamma)=0$ となる. よって

$q(\gamma^{(l)})=1-\alpha$ となる $\gamma^{(l)}>0$ がただ 1 つ存在する. また, その j^E から $\gamma^{(l)}<1/2$ は明らかであ

る. 口

また $\ovalbox{\tt\small REJECT} 0<c^{(0)}<\cdots<c^{(k)}$ となる. 実際 $c^{(\ell)}\leq c^{(l-1)}$ となる $\ell$ が存在すると仮定する. このとき,

$(1-\alpha=)\{2\Phi(c^{(\ell)})-1\}^{p}\{\Phi(c^{(\ell)})\}^{k-l}=\{2\Phi(c^{(l-1)})-1\}^{l-1}\{\Phi(c^{(l-1)})\}^{k-l+1}$

$\geq\{2\Phi(c^{(l)})-1\}^{\ell-1}\{\Phi(c^{(\ell)})\}^{k^{\wedge}-l+1}$

となり, $\Phi(c^{(\ell)})>1/2>0$ より $2\Phi(c^{(l-1)})-1\geq\Phi(c^{(\ell)})$ , すなわち $\Phi(c^{(\ell-1)})\geq 1$ となる. しかし,

これは $0<\Phi(t)<1(-\infty<t<\infty)$ であることに矛盾する.

定理 4.1 によって導かれた検定に基づいて淀理 2.1 より, – ‘lfxの $k$ 次元の正規平均の符号に関

する信頼方式を構成することができる.

45 検出力について

最後に, (2.3), (2.13) によって与えられた, 多重決定方式 (信頼方式) の検出力につ $\mathfrak{j}_{\sqrt}\mathrm{a}$て考える. 2

変量正規分布の場合については, [T73] において論じられている. 定理 2.1 に基づ $1_{\sqrt}\backslash$て仮説検定方

式から構成された多重決定方式の検出力は, (2.13) のように第 1 次要素に対応する仮説に対する検
定方式の検出力によって評価できるので, 第 1 次要素に対しての多重決定方式の検出力について考
えれば十分である. ここでは, とくに仮説 $H_{1}$ : $\mu_{1}=\mu_{2}=\mu_{3}=0$ に対応する第 1 次要素

$\Omega_{e}^{\langle 1)}:=\{(\mu_{1}, \mu_{2}, \mu_{3})|\mu_{1}=\mu_{2}=\mu_{3}=0\}=\{0\}$

に対しての検出力について, 尤度比検定の受容域に基づいた多重決定方式と直方体型受容域に基づ
いた多重決定方式を比較することにする. まず, 尤度比検定に基づいた多重決定方式の検出力は,

(2.13) より, $\mu\in R^{3}\backslash \Omega_{e}^{\langle 1)}$ に対して

$\beta_{\Omega_{1}}^{\mathrm{L}\mathrm{R}\mathrm{T}}(\mu):=P_{\mu}\{X\not\in A_{1}\}=1-P_{\mu}\{(\sqrt{n}\overline{X}_{1})^{2}+(\sqrt{n}\overline{X}_{2})^{2}+(\sqrt{n}\overline{X}_{3})^{2}\leq\chi_{3,\alpha}^{2}\}$

$=Q_{\chi_{3,n\}\mu|^{2}}^{2}}(\chi_{3_{1}\alpha}^{2})\geq Q_{\chi_{3,0}^{2}}(\chi_{3,\alpha}^{2})=\alpha$
(4.12)
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となる. ただし, $Q_{\chi_{\nu,\lambda}^{2}}$
$()$ は $\Xi$ ffi度 $lJ$ , 非態度 $\lambda$ の非心カイ 2 乗分布の上側確率とする. 正の一心度

の非心カイ 2 乗分布は中心カイ 2 乗分布よりも確率的に大きいことから上のような不等式が成り
立つ. 一方) 直方体型受容域に基づいた多重決定方式の検出力は, $\mu\in R^{3}\backslash \Omega_{e}^{(1)}$ に対して

$\beta_{\Omega_{1}}^{\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{C}}(\mu):=P_{\mu}\{X\not\in A_{1}^{*}\}=1-P_{\mu}\{|\sqrt{n}\overline{X}_{1}|\leq c_{1}^{*}, |\sqrt{n}\overline{X}_{2}|\leq c_{1}^{*}, |\sqrt{n}\overline{X}_{3}|\leq c_{1}^{*}\}$

$=1$ $-$ $\prod_{i=1}^{3}\{\Phi(\sqrt{n}\mu_{i}+c_{1}^{*})-\Phi(\sqrt{n}\mu_{i}-c_{1}^{*})\}$

$\geq 1-\{2\Phi(c_{1}^{*})-1\}^{3}=1-(1-\alpha)=\alpha$ (4.13)

となる. (4.12), (4.13) を用いて, 仮説 $H_{2},$ $H_{8)}H_{20}$ に対応する第 1 次要素

$\Omega_{e}^{(2)}:=\{(\mu_{1}, \mu_{2}, \mu \mathrm{s})|\mu_{1}=\mu_{2}=0, \mu_{3}>0\}$ ,

$\Omega_{\mathrm{e}}^{(8)}:=\{(\mu_{1}, \mu_{2}, \mu_{3}. )|\mu_{1}=0, \mu_{2}>0, \mu_{3}>0\}$ ,

$\Omega_{e}^{(20\}}:=\{(\mu_{1}, \mu_{2}, \mu_{3})|\mu_{1}>0, \mu_{2}>0, \mu \mathrm{s}>0\}$

それぞれに平均ベクトル $\mu$ が含まれるときに, 尤度比検定の受容域に基づいた多重決定方式と直
方体型受容域に基づいた多重決定方式の検出力の比較をおこなった (図 46, 表 46 参照). 原点に

関する対称性から, $\Omega_{e}^{(1)}$ と互いに素な他の 23個の第 1 次要素に平均ベクトル $\mu$ が含まれるときの

検出力も同様になる.

図 4.6 $n=20,$ $\alpha=0.05$ のときの, 尤度比検定の受容域に基づく多重決定方式の検出力 $\beta_{\Omega_{e}^{(1\rangle}}^{\mathrm{L}\mathrm{R}’T}$ (実線),

直方体型受容域に基づく 決定方式の検出力 $\beta_{\Omega_{\mathrm{e}}^{(1\rangle}}^{\mathrm{R}\mathrm{B}\mathrm{C}}$ (破線)6

左上が $\mu\in\Omega_{e}^{(2\}}=\{\mu|\mu_{1}=\mu_{2}=0,\mu_{3}>0\}$ のとき, 右上が $\mu\in\{\mu|\mu_{1}=0, \mu_{2}=\mu_{3}>0\}$ のとき,

左下が $\mu\in\{\mu|\mu_{1}=\mu_{2}=\mu_{3}>0\}$ のとき.

表 46 や図 46 のように, 概して, 尤度比検定に基づいた多重決定方式の方が高 1$\sqrt$ ‘検出力を示し

ている. 6 本あるうちの 1 本の座標軸の正の部分を表わして $1_{\sqrt}\mathrm{a}$ る $\Omega_{e}^{(2)}=\{\mu|\mu_{1}=\mu_{2}=0, \mu_{3}>0\}$

のしに平均ベクトル $\mu$ が存在するときに直方体型受容域の方が辛うじて高 $|_{\mathit{1}}$ ‘検出力を示すものの,
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座標軸から $\mu$ \emptyset l‘‘ れていくほど x‘E比検定に基づいた {‘‘k^iE方式の方が高 lr\検 ffl $\lambda$を示すよう

になり, とくに, 対 $\mathrm{g}^{\mathit{4}}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を表わす $\{\mu|\mu_{1}=\mu_{2}=\mu_{3}>0\}$ の上に $\mu$ が存在するときには尤 $t\geqq \text{比検_{}\acute{iE}}$

に基づく多 $\text{重}\grave{\grave{\{}}k$定方式の優位性が際立っ. これらのことは, $x^{\backslash }\iota\not\cong$比検定の受容城より $\text{も}$ 方体型受

容城の方\hslash l‘‘x#4--,‘\Phi の境界と $\Gamma^{h}\wedge\pm\prime \mathrm{P}_{\mathrm{T}\backslash }\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\{\mathscr{L}$ の切片が若干短いことと, x体型受容域よりも尤度 kbt\not\in 定の

受容域の方が対角線方向に狭いことに起因している.
また, 本論において用いた t‘kg方式 ({\equiv \mbox{\boldmath $\varpi$}- 方式) の gJ‘a&の簡略化の手 l‘‘\not\equiv { $=$お)1)ては, それら手

法の多くが保守的な $[perp]\mathrm{a}$

“
$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{B}}$に基づいているため, 簡略化に伴って, 多 $\text{重}\grave{\mathrm{t}}k$定方式が集合として広がっ

てしまうので, 検出力は下がる傾向になってしまうと $\mathrm{t}_{\mathit{1}}\mathrm{a}$ う問題がある.

5 おわりに
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$では, 既知の正定値な共分散行列をもつ $\text{多^{}\prime}\mathrm{X}$

$\backslash$量正規分布 \emptyset \mp ‘’均ベハルの成分の符号に関す

る多重決定問題について, 仮説 $\text{検定}$方式にもと $’\supset^{\backslash }\mathrm{t},\backslash \mathrm{a}$て多重決定方式を $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{g}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}$し, その挙動 $f$) $\grave{\grave{1}}\text{単^{}\backslash }$ 3虫の仮

説検定方式よりも $|\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }*$的であることをシュミレーショコこよって調べたが, 多 $\text{重}\grave{\grave{\mathrm{t}}}k$定問題における

損失関数およびリスクがいつくか提案されているので, リスクによる多重決定方式の評価について

も考察していきたい. また, 医療など応用分野で多重決定問題の主幹となっている, 多母集団の平

均の l|Eg付け問題や最大{\llcorner g p5題など (たとえば, Gupta and Panchapakesan [GP79], 広津 [H03] 参

照) についても今後考察していきたい.
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表 42-2 受容域の半径を統一したときの信頼方式のシミュレーション (続) $(n=20, \alpha=0.05)$
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表 43 第 1 次要素を $H_{20}’\sim H_{27}’$ としたときの尤度比検定に基づく信頼方式のシミュレーション
$(n=20, \alpha=0.05)$
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表 45 境界を重ねた直方体受容域に基づいた信頼方式のシミュレーション $(n=20, \alpha=0.05)$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\rho L_{I\backslash \mathrm{g}*\mathrm{b}7_{\mathrm{L}}^{\sim ffi^{-}\Re-- r\mathrm{s}\text{れ}farrow}}}\mu_{1}\mu_{2}\mu_{3}|\mu|\mathrm{x}\hat{*}--\backslash \ \backslash \acute{i\mathrm{E}}$

0000... $\cdot$.. .$\cdot$
.

$1\sim 27$ $\mu\in R^{3}$

05 05 05 0866

$\underline{.\cdot..\cdot..\cdot.....\cdot.\cdot...\cdot\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0.60.6050.985}^{6,12,13,16,17,20\sim 23\mu_{1}>0}0.60.60.0.8490.60.50.50.9270.60.0.0.600060606103920\mu_{1}>0\Lambda\mu_{2}>0\Lambda\mu_{3}>016,20,21\mu_{1}>0\Lambda\mu_{2}>0.}$

0 0 $0$

$..$. ... .$\cdot$
.

0.5 0.5 0.5

0

0.866
1\sim 27 $\mu\in R^{3}$

表 46 $\Omega_{e}^{(1)}$ に対する, 尤度比検定の受容域に基づく多重決定方式の検出力 $\beta^{\mathrm{L}\mathrm{R}\mathrm{T}}$ ,
直方体型受容域に基づく多重決定方式の検出力 $\beta^{\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{C}}$ , およびその差 $(n=20, \alpha=0.05)$
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