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前処理付き GMRES法による最小二乗問題の解法

国立情報学研究所 速水 謙 (Ken Hayami) 1
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(株) ビジネスデザイン研究所 伊藤徳史 (Tokushi Ito)
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1 はじめに

最小二乗問題

$\min_{X\in \mathrm{R}^{n}}||b-Ax||_{2}$ (1)

を考える. ただし, $A$ は大規模で疎な $m\mathrm{x}n(m\geq n)$ の実行列とする. 式 (1) は正規方
程式

$A^{\mathrm{T}}Ax=A^{\prime \mathrm{r}}b$ (2)

と等価である.

2 直接法

上記の問題に対する従来法としては, まず直接法がある. 代表的な方法としては, ま
ず $A$ を, $m\mathrm{x}n$ の直交行列 $Q$ (QTQ=Iのと, $n\mathrm{x}n$ の上三角行列 $R$ の積に $A=QR$ と

分解する. 具体的には, Householder法, 修正 Gram-Schmidt 法, Givens法などを用いる.

すると, (2) 式は $R^{\mathrm{T}}Rx=R^{\mathrm{r}}rQ^{\mathrm{T}}b$ と等価である. また, rankA $=n$ なら $R$ は正則だから,
$Rx=Q^{\mathrm{T}}b$から後退代入により, 式 (1) の最小二乗解 $x$ を求める.

ただし, 大規模疎な問題では, メモリーと計算時間を節約する工夫 [1] が必要となる.

3 正規方程式を用いた反復法

大規模疎な問題に対しては, メモリーと計算時間の節約のため反復法が有効となる.
正規方程式 (2) の係数行列 $A^{\mathrm{T}}A$ は対称な正方行列であり, rankA $=n$ なら定値なので,
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正規方程式に共役勾配法を適用する下記の Conjugate Gradient Least Squares (CGLS)

法が従来主流の方法である.

CGLS 法
Choose $x_{0}$ .
$\tilde{r}_{0}=A^{\mathrm{T}}(b-Ax_{0})$

$p_{0}=\tilde{r}_{0}$

for $\mathrm{i}=0,1,2,$ $\ldots$ until convergence
$\alpha_{i}=\frac{(\tilde{r}_{i},\tilde{r}_{i})}{(p_{i},A^{\mathrm{T}}Ap_{i})}$

$x_{i+1}=x_{i}+\alpha_{i}A^{\mathrm{T}}Ap_{i}$

$\tilde{r}_{i+1}=\overline{r}_{i}-\alpha_{i}A^{\mathrm{T}}Ap_{i}$

$\beta_{i}=\frac{(\tilde{r}_{i},\tilde{r}_{i})}{(\tilde{r}_{i-1},\tilde{r}_{i-1})}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}+l=\tilde{r}$ i+l+\beta i乃
end

しかしながら, $A^{\mathrm{T}}A$ の条件数は $A$の条件数の二乗なので, 悪条件問題に対しては CGLS

法そのものの収束は遅い. 従って, 悪条件問題に対しては適切な前処理が必要となる. 簡

便な前処理法としては, $A^{\mathrm{T}}A$ の対角項を用いたスケーリングがある. その他に, 例えば

不完全コレスキー分解 [14], 不完全 $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解 $[13, 15]$ , 不完全Givens直交化 [2], ロバスト

な不完全分解 [3] などの手法が提案されている.
例えば不完全 $\mathrm{Q}\mathrm{R}$分解の例として Jennings らによる下記の不完全修正Gram-Schmidt

(IMGS) 法 [13] がある, ただし, $A=[a_{1}, \ldots,a_{n}],$ $a_{i}^{(1\rangle}=a_{i}(i=1, \ldots,n),$ $\tau$ を閾値\nearrow く

ラメタとする.

for $\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots,$

$n$

$r_{ii}=||a_{i}^{(i)}||_{2}$ , $q_{i}= \frac{a_{i}^{(i)}}{r_{ii}}$

for $j=\mathrm{i}+1,$ $\ldots,n$

$r_{\tilde{\iota}\mathrm{i}}=q_{i}^{\mathrm{T}}a_{j}^{(i\rangle}$

if $|r_{ij}|<\tau||a_{i}||_{2}$ then $r_{ij}=0$

$a_{j}^{(i+1)}=a_{j}^{\langle i)}-r_{ij}q_{i}$

end
end

また, Saad は下記のような不完全修正 Gram-Schmidt(IMGS) 法 [15] を提案して $\{_{\sqrt}\mathrm{a}$ る.

ただし, $p_{Q}$ ,p。をパラメタとする.
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for $\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots,$

$n$

$r_{ii}=||a_{i}^{(i)}||_{2}$ , $q_{i}= \frac{a_{i}^{(i)}}{r_{ii}}$

Determine the $p_{Q}$ largest elements of $q_{i}$ and assign 0 to the other elements.
for $j=\mathrm{i}+1,$

$\ldots,$
$n$

$r_{ij}=q_{i}^{\mathrm{T}}a_{j}^{(i)}$

Determine the $p_{R}$ largest $r_{ij}’ \mathrm{s}$ for $i+1\leq j\leq n$ and assign 0 to the others.
$a_{j}^{(i+1)}=a_{j}^{(i)}-r_{ij}q_{i}$

end
end

このようにして得られた上三角行列 $R=(r_{ij})$ を用いて正規方程式 (2) を

$A\text{あ}=\tilde{b}$ , (3)

ただし,
$\tilde{A}=R^{-\mathrm{T}}A^{\mathrm{T}}AR^{-1}$ , $\tilde{x}=Rx$ , $\tilde{b}=R^{-\mathrm{T}}A^{\mathrm{T}}b$ ,

と前処理し, 式 (3) に CGLS 法を適用する.

4 正規方程式に基づかない反復法

前処理をしたとしても, 式 (3) の条件数は $AR^{-1}$ の条件数の二乗なので悪条件問題に
対しては収束がまだ十分速くない可能性がある. これに対して, Zhang らは正規方程式
に基づかないで, $A$ を直接扱う反復法として, $n\mathrm{x}m$ の写像行列 $B$ を用いて行列 AB
を係数行列とする系に対して Orthomin(k) 法を適用する CR-LS(k) 法を提案している
[17, 18, 19].
本論文では, Orthomin(k) 法よりも破綻しにくい GMRES法に同様の考えを適用する
ことから始める [7, 8, 9, 10, 11, 12].

5 GMRES法による最小二乗問題の解法
GMRES 法 (Generalized Minimal Residual method)[16] は, 対称とは限らない正則な

行列を係数行列とする連立一次方程式のロバストな Krylov部分空間法として知られる.

そのままだと, 反復数の増加に伴いメモリーと計算量が膨大になるので, 下記のよう
に $k$ 反復毎にそのときの近似解を初期解としてアルゴリズムを再開する (リスタートす
る)GMRES(k) 法を使うことが多い. ( $k=\infty$ としたのが GMRES法に相当する)
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GMRES(k) 法
Choose $x_{0}$ .

$*r_{0}=b-Ax_{0}$
$r_{0}$

$v_{1}=\overline{||r_{0}||_{2}}$

for $\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots,$

$k$ until convergence
$h_{j,i}=(Av_{i}, v_{j})$ $(j=1,2_{\hat{J}}\ldots,\mathrm{i})$

$\hat{v}_{i+1}=Av_{i}-\sum_{j=1}^{i}h_{j,i}v_{j}$

$h_{i+1,i}=||\hat{v}_{i+1}||_{2}$

$\hat{v}_{i+1}$

$v_{i+1}=\overline{h_{i+1,i}}$

Find $y_{i}\in \mathrm{R}^{i}$ which minimizes $||r_{i}||_{2}=||||r_{0}||_{2}e_{i}-\overline{H}_{i}y||_{2}$ .

end
$oe_{k}=oe_{0}+[v_{1}, \ldots, v_{k}]y_{k}$

$x_{0}=oe_{k}$

Go $\mathrm{t}\mathrm{o}*$ .

ただし, 上記で丑 i $=(h_{pq})\in \mathrm{R}^{(i+1)\mathrm{x}i}$ , $e_{i}=(1,0, \ldots, 0)^{\mathrm{T}}\in \mathrm{R}^{i+1}$ とする.

上記で $h_{i+1,i}=0$ となるとき, アルゴリズム溢血綻するという. 丸め誤差がなけれ $l\mathrm{h}^{*}$,

$A\in \mathrm{R}^{N\mathrm{x}N}$ が正則な場合は GMRES 法は破綻することなく $N$反復内に連立一次方程式

$Aoe=b$ の真の解を与える [16].

GMRES法を直接式 (1) の最小二乗問題に適用しようとしても, $A$ は $m\mathrm{x}n$行列で, 初

期近似解 x。に対する残差ベクトル $r_{0}=b$ -Ax。は $m$ 次元ベクトルなので, $r_{0}$ lこ $A$ を

かけて Krylov部分空間を構成することはできない. そこで, $n\mathrm{x}m$行列 $B$ を使ってこの

問題を解決するには二つの方法が考えられる.

5.1 方法 1

まず最初の方法は Zhang ら [17, 18, 19] のように $A$ の右から $B$ をかけて $m\mathrm{x}m$ 行 FIJ

AB を構成し, $m$次元空間の中の Krylov部分空間 $\langle r_{0}, ABr_{0}, \ldots, (AB)^{i-1}r_{0}\rangle$ を用 $\mathrm{l}_{\mathit{1}}\mathrm{a}$ る

ものである.

ここで, 行列 $M$ に対して $\mathcal{R}(M)$ を $M$ の像空間, $N(M)$ を $M$ の核空間, 部分空間 $V$ (こ

対して $V^{[perp]}$ を $V$ の直交補空間として以下の準備をする.

補題 1 $\mathcal{R}(A^{T})=\mathcal{R}(B)\Rightarrow \mathcal{R}(A)=\mathcal{R}(AB)$ . 口

[証 Hfl]
$\mathcal{R}(A)=\mathcal{R}(AB)$
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$\mathrm{n}$

$\{Ax|x\in \mathrm{R}^{n}\}=\{ABz|z\in \mathrm{R}^{m}\}$

$\mathrm{o}$

$\{Ax|x\in N(A)^{[perp]}\}=\{Aoe|oe\in \mathcal{R}(B)\}$

0
$\{Ax|x\in \mathcal{R}(A^{\prime \mathrm{r}})\}=\{Aoe|x\in \mathcal{R}(B)\}$

$\Uparrow$

$\mathcal{R}\langle A^{\mathrm{T}})=\mathcal{R}(B)$ .

補題 2 $\mathcal{R}(A^{T})=\mathcal{R}(B)\Rightarrow\min_{X\in \mathrm{R}^{n}}||b-Aoe||_{2}=\min_{Z\in \mathrm{R}^{m}}||b-ABz||_{2}$ . 口

例えば, rankA $=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}B=n$ ならば $\mathcal{R}(A^{\mathrm{T}})=\mathcal{R}(B)$ が成り立つ.

そこで $\mathcal{R}(A^{\mathrm{T}})=\mathcal{R}(B)$ を仮定すると, 補題 1 より $\mathcal{R}(A)=\mathcal{R}(AB)$ が成り立ち, 任意

のの。 $\in \mathrm{R}^{n}$ に対して $Aoe_{0}=ABz_{0}$ となるような $z_{0}\in \mathrm{R}^{m}$ が存在し, $r_{0}=b-Aoe0=$

$r_{0}-ABz_{0}$ となる.

ここで GMRES(k) 法を使って最小二乗問題

$\min_{Z\in \mathrm{R}^{m}}||b-ABz||_{2}=\min_{X\in \mathrm{R}^{n}}||b-Ax||_{2}$

を, 初期近似解 $z=z0$ を $ABz_{0}=Ax_{0}$ となるようにとると, 下記のアルゴリズムを得

る.

GMRES $(k)-\mathrm{L}\mathrm{S}$ 法 I
Choose $x_{0}(Ax_{0}=ABz_{0})$ .

$*r_{0}=b-Ax_{0}(=b-ABz_{0})$

$v_{1}= \frac{r_{0}}{||r_{0}||_{2}}$

for $\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots,$

$k$ until convergence
$h_{j,i}=(ABv_{i}, v_{j})$ $(j=1,2, \ldots,\mathrm{i})$

$\hat{v}_{i+1}=ABv_{i}-\sum_{j=1}^{i}h_{j,i}v_{j}$

$h_{i+1,i}=||\hat{v}_{i+1}||_{2}$

$\hat{v}_{i+1}$

$v_{i+1}=-$
$h_{i+1,i}$

Find $y_{i}\in \mathrm{R}^{i}$ which minimizes $||r_{i}||_{2}=||||r_{0}||_{2}e_{i}-\overline{H}_{i}y||_{2}$

end
$x_{k}=x_{0}+B[v_{1}, \ldots, v_{k}]y_{k}$ $(\Leftrightarrow z_{k}=z_{0}+[v_{1}, \ldots, v_{k}]y_{k})$

$oe_{0}=x_{k}$ $(\subset z_{0}=z_{k})$
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Go $\mathrm{t}\mathrm{o}*$ .

ところで, 上記のアルゴリズムで GMRES(k) 法の代わりに GMRES 法を用いた方法

( $k=\infty$ の場合) を GMRES-LS 法 1 と呼ぶことにする. この GMRES-LS 法 1 が破綻す

ることなく式 (1) の最小二乗解を与えるための必要十分条件を考える.
まず, 下記の定理 $[4, 6]$ に注意する.

定理 3 $\overline{A}\in \mathrm{R}^{m\mathrm{x}m}$ に対して下記が成り立つ.

GMRES法が任意の $b\in \mathrm{R}^{m}$ と任意の初期近似解 $z_{0}\in \mathrm{R}^{m}$ に対して $\min_{Z\in \mathrm{R}^{m}}||b-\tilde{A}z||_{2}$

の最小二乗解を与えるための必要十分条件は $N(\tilde{A})=N(\tilde{A}^{T})$ である. 口

次に下記が成り立つ.

定理 4 $\mathcal{R}(A^{T})=\mathcal{R}(B)$ ならば,
「 $N(AB)=N(B^{T}A^{T})\Leftrightarrow \mathcal{R}(B^{T})=\mathcal{R}(A)$ 」 が成り立つ. 口

[証 Hfl]
$N(AB)=N(B^{\mathrm{T}}A^{\mathrm{T}})$

$\Uparrow$

$ABz=0\Leftrightarrow B^{\mathrm{T}}A^{\mathrm{T}}z=0$ $\forall_{z\in \mathrm{R}^{m}}$

I
$(*)$ $Bz\in N(A)\Leftrightarrow A^{\mathrm{T}}z\in N(B^{\mathrm{T}})$

$\forall_{z\in \mathrm{R}^{m}}$ .
ここで

$Bz\in \mathcal{R}(B)=\mathcal{R}(A^{\mathrm{T}})=N(A)^{[perp]}$ ,
$A^{\mathrm{T}}z\in \mathcal{R}(A^{\mathrm{T}})=\mathcal{R}(B)=N(B^{\mathrm{T}})^{[perp]}$

より,
$(*)$

I
$Bz\in N(A)\cap N(A)^{[perp]}=\{0\}\Leftrightarrow A^{\mathrm{T}}z\in N(B^{\mathrm{T}})\cap N(B^{\mathrm{T}})^{[perp]}=\{0\}$

$\forall_{z\in \mathrm{R}^{m}}$

$\mathfrak{n}$

$Bz=0\Leftrightarrow A^{\mathrm{T}}z=0$ $\forall_{z\in \mathrm{R}^{m}}$

$\Downarrow$

$N(B)=N(A^{\mathrm{T}})$

8
$\mathcal{R}(B^{\mathrm{T}})^{[perp]}=\mathcal{R}(A)^{[perp]}$

$\mathrm{X}$

$\mathcal{R}(B^{\mathrm{T}})=\mathcal{R}(A)$ .

従って, 定理 3 で $\tilde{A}=AB$ とおくと, 定理 4 より, 下記を得る.
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定理 5 $\mathcal{R}(B)=\mathcal{R}(A^{T})$ ならば下記が成り立つ.
GMRES-LS法 1 が任意の $b\in \mathrm{R}^{m}$ と任意の $X_{0}\in \mathrm{R}^{n}$ に対して $\min||b-Ax||_{2}$ の最

$X\in \mathrm{R}^{n}$

小二乗解を与えるための必要十分条件は $\mathcal{R}(B^{T})=\mathcal{R}(A)$ である. 口

ここで, $\mathcal{R}(B^{\mathrm{T}})=\mathcal{R}(A)$ は, $B$ がある正則な行列 $C$ を用いて

$B=CA^{\mathrm{T}}$ (4)

と表されることと等価である.

ところで, Calvetti ら [5] は GMRES法を用いて最小二乗問題を解く方法として, 行列
$A$ の右側に 0列べクトルを $m-n$本付け足して特異行列 $\tilde{A}=[A, 0]$ を構成し, GMRES
法を

$\min_{Z\in \mathrm{R}^{m}}||b-\tilde{A}z||_{2}(=\min_{X\in \mathrm{R}^{n}}||b-Ax||_{2})$

に適用させることを提案している.

これは, 上記の GMRES-LS 法 1 において $B=[\mathrm{I}_{n}, 0],\tilde{A}=AB$ とおくことと等価で

ある, ただし, $\mathrm{I}_{n}$ は $n\mathrm{x}n$ の単位行列である.

従って, rankA $=n$ ならば $\mathcal{R}(A^{\tau})=\mathcal{R}(B)$ は成立するが, $\mathcal{R}(B^{\mathrm{T}})=\mathcal{R}(A)$ は成立する

とは限らないので, 彼らの方法は最小二乗解に到達する前に破綻する可能性がある.

5.2 方法 2

もう一つの方法として, 同じ $n\mathrm{x}m$ の写像行列 $B$ を用いて初期残差ベクトル
$r_{0}\in \mathrm{R}^{m}$ を $\tilde{r}_{0}=Br_{0}\in \mathrm{R}^{n}$ に写像しておいて, $n$ 次元空間内の Krylov 部分空間
$\langle\tilde{r}_{0}, BA\tilde{r}_{0}, \ldots, (BA)^{i-1}\tilde{r}_{0}\rangle$を構成し GMRES(k) 法を適用する次の方法も考えられる,

GMRES $(k)-\mathrm{L}\mathrm{S}$法 2
Choose $x_{0}$ .

$*\tilde{r}_{0}=B(b-Ax_{0})$

$v_{1}=\tilde{r}_{0}/||\tilde{r}_{0}||_{2}$

for $\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots,$

$k$ until convergence
$h_{j,i}=(BAv_{i}, v_{j})$ $(j=1,2, \ldots, \mathrm{i})$

$v_{i+1}=B \mathrm{A}Av_{i}-\sum_{j=1}^{i}h_{j,i}v_{j}$

$h_{i+1,i}=$ $||\hat{v}_{i+1}||_{2}$

$v_{i+1}=\hat{v}_{i+1}/h_{\dot{n}+1,i}$

Find $y_{i}\in \mathrm{R}^{i}$ which minimizes $||r_{\acute{l}}||_{2}=||||\tilde{r}_{0}||_{2}e_{i}$ 一 $\overline{H}_{i}y||_{2}$

end
$x_{k}=oe_{0}+[v_{1}, \ldots, v_{k}]y_{k}$ $(\Leftrightarrow z_{k}=z_{0}+[v_{1}, \ldots, v_{k}]y_{k})$
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$oe_{0}=x_{k}(\Leftrightarrow z_{0}=z_{k})$

Go $\mathrm{t}\mathrm{o}*$ .

この手法は
$BAx=Bb$ (5)

に GMRES(k)法を適用するのと等価である. $BA$ は $n\mathrm{x}n$行列なので, $n\leq m$ の場合は,

方法 1 よりも方法 2 の方が反復当たりの演算量は少なくてすむ.
ここで下記が成り立つ,

定理 $6BAoe=Bb$ の\Phi l $> \min_{X\in \mathrm{R}^{n}}\backslash \backslash ||b-Ax||_{2}$ の解であるための必要+分条件は $\mathcal{R}(A)=$

$\mathcal{R}(B^{T})$ である. 口

[証明]
$x^{*}$ が $\min||b-Aoe||_{2}$ の最小二乗解である

$\mathrm{X}x\in \mathrm{R}^{\mathrm{n}}$

$A^{\mathrm{T}}Aoe^{*}=A^{\mathrm{T}}b$ (2)
$\Uparrow$

$A^{\mathrm{T}}r^{*}=0$ , $r^{*}=b-Ax^{*}$

$\mathrm{X}$

$\langle a_{1}, \ldots, a_{n}\rangle[perp] r^{*}$ , $A=[a_{1}, \ldots, a_{n}]$ .

一方で,
$BAx^{*}=Bb$

$\Downarrow$

$Br^{*}=0$

愈
$\langle b_{1}, \ldots,b_{n}\rangle[perp] r^{*}$ , $B^{\mathrm{T}}=[b_{1}, \ldots,b_{n}]$ .

ここで,
$\langle a_{1}, \ldots, a_{n}\rangle[perp] r^{*}$ $\Leftarrow\Rightarrow$ $\langle b_{1}, \ldots, b_{n}\rangle[perp] r^{*}$

$\phi$

$\langle a_{1}, \ldots, a_{n}\rangle=\langle b_{1}, \ldots, b_{n}\rangle$

$\mathrm{X}$

$\mathcal{R}(A)=\mathcal{R}(B^{\mathrm{T}})$ .
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6 $B$の選び方
$\mathcal{R}(B^{\mathrm{T}})=\mathcal{R}(A)$ を充たす以外に, 収束を速めるには, $B$ は $BA\approx \mathrm{I}_{n}$ を充たすことが望

ましい.

Zhang ら [19] は $C=\{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(A^{\mathrm{T}}A)\}^{-1},$ $B=CA^{\mathrm{T}}$ とおいて, 彼らの CR-LS(k) 法に適

用している. $a_{i}\neq 0(\mathrm{i}=1, \ldots n)$ ならば $C$ は定義でき, 正期である. 従って, $\mathcal{R}(B^{\mathrm{T}})=$

$\mathcal{R}(A)$ をみたす. また, これは正規方程式 $A^{\mathrm{T}}Ax=A^{\mathrm{T}}b$に対する $A^{\mathrm{T}}A$ の対角項による行

スケーリングに相当する.

6.1 不完全 $\mathrm{Q}\mathrm{R}$分解

ここではもう少し複雑な前処理として, $A=QR+E$で与えられる不完全 $\mathrm{Q}\mathrm{R}$分解の

適用を検討する. ただし, $Q\in \mathrm{R}^{m\mathrm{x}n}$ lま直交行列の近似, $R\in \mathrm{R}^{n\mathrm{x}n}$ は上三角行列, $E$ は

誤差行列とする.

従来はこの $R$を式 (3) の前処理に用いて $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法を適用していたが, ここでは $B=R^{-1}Q^{\mathrm{T}}$

とおいて, GMRES(k)-LS 方法 1,2 を適用することを考える.

例えば GMRES(k)-LS 法 2 の場合, $R^{-1}Q^{\mathrm{T}}Aoe=R^{-1}Q^{\mathrm{T}}b$ に GMRES(k) 法を適用す
る. ここで $R^{-1}Q^{\mathrm{T}}A$ は CGLS 法に対する式 (3) の $\tilde{A}=R^{-\mathrm{T}}A^{\mathrm{T}}AR^{-1}$ よりも条件がよい

と期待される.

6.2 IMGS(l) 法

不完全 $\mathrm{Q}\mathrm{R}$分解の一つとして, 修正 Gram-Schmidt 法 [1] に基づいて行列 $Q$ の現在の

列べクトルを過去の $l$ 本の列べクトルとのみ直交化させる, 下記の IMGS(I) 法を考える.

$a_{i}^{(1\rangle}=a_{i}$ $(i=1, \ldots, n)$

for $\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots,$

$n$

$r_{ii}=||a_{i}^{(i)}||_{2}$ , $q_{i}= \frac{a_{i}^{(i)}}{r_{ii}}$

for $j=\mathrm{i}+1,$
$\ldots,$

$\min(\mathrm{i}+1, n)$

$r\text{り}=q_{i}^{\mathrm{T}}a_{j}^{(i)}$

$a_{j}^{(i+1)}=a_{j}^{(i\rangle}-r_{ij}q_{i}$

end
end

上記の各ステップにおいて, 各 $q_{i}$ は $a_{1},$
$\ldots,$

$a_{n}$ の線形結合で, $\langle q_{1}, \ldots, q_{n}\rangle$ $=$

$\langle a_{1}, \ldots, a_{n}\rangle$ が充たされるので, $\tilde{C}$ を正則な行列として, $Q=A\tilde{C}$ が成り立つ. 従っ
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て, $Q^{\mathrm{T}}=\tilde{C}^{\mathrm{T}}A^{\mathrm{T}}$ が成り立つ.

また, $r_{ii}\neq 0$ $(\mathrm{i}=1, \ldots, n)$ より, $R=(r_{ij})$ も正則である,

従って, $C$ を正則な行列として, $B=R^{-1}Q^{\mathrm{T}}=R^{-1}\tilde{C}^{\mathrm{T}}A^{\mathrm{T}}=CA^{\mathrm{T}}$ が成り立つ. よっ

て, IMGS(I) 法は定理 5,6 の条件 $\mathcal{R}(B^{\mathrm{T}})=\mathcal{R}(A)$ を充たす.

ここで, 下記が成り立つ.

補題 7IMGS(0)法は $B=\{d\iota ag(|A^{T}A)\}^{-1}A^{T}$ とおくことに相当する. 口

[証明] IMGS(O) 法は

for $\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots,$

$n$

$r_{ii}=||a_{i}||_{2}$ , $q_{i}= \frac{a_{i}}{r_{ii}}$

end

で与えられるので,

$R=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(||a_{1}||_{2}, \ldots, ||a_{n}||_{2})$ , $Q=[a_{1}/||a_{1}||_{2}, \ldots, a_{n}/||a_{n}||_{2}]$

が成り立ち,

$B=R^{-1}Q^{\mathrm{T}}=\ovalbox{\tt\small REJECT} a_{n}^{\mathrm{T}}/||.a_{n}||_{2}^{2}\ovalbox{\tt\small REJECT} a_{1}^{\mathrm{T}}/||..a_{1}||_{2}^{2}$

が成り立つ、

一方,
diag$(A^{\mathrm{T}}A)=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(||a_{1}||_{2}^{2}, \ldots : ||a_{n}||_{2}^{2})$

より,

$\{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(A^{\mathrm{T}}A)\}^{-1}A^{\mathrm{T}}=\ovalbox{\tt\small REJECT} a_{1}^{\mathrm{T}}a_{n}^{\mathrm{T}}/||a_{n}||_{2}^{2}\ovalbox{\tt\small REJECT}/||.\cdot.a_{1}||_{2}^{2}$

が成り立つ.
従って, $B=R^{-1}Q^{\mathrm{T}}=\{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(A^{\mathrm{T}}A)\}^{-1}A^{\mathrm{T}}$を得る 1

7 数値実験

最後に数値実験結果を示す.
最小二乗問題

$\min_{X\in \mathrm{R}^{n}}||b-Ax||_{2}.$ ’
$A\in \mathrm{R}^{m\mathrm{x}n}$ , $(m\geq n)$
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において, テスト行列はMATLAB のコマンド sprandnで生成した. その条件数や密度

(非零要素の割合) は指定し, 非零要素の値は正規分布に従う乱数で発生し, 非零要素の

パタンも乱数を用いて定めた.
プログラムはMATLAB 6 で書き, 計算機は NEC の $\mathrm{P}\mathrm{C}$( $1.66\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z},$ $736\mathrm{M}\mathrm{B}$ RAM) を

用いた.

用いた行列の大きさは全て $m=10,000,$ $n=1,000$ で, 密度は 1.5%で, 条件数を表 1

のように変化させた.

表 1: テスト行列の条件数

Name $\not\in(\not\simeq\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}$

RANDLI 6 $\mathrm{x}$
$10^{1}$

RANDL2 4 $\mathrm{x}$
$10^{2}$

RANDL3 $3\cross 10^{3}$

RANDL4 3 $\mathrm{x}$
$10^{4}$

RANDL5 2 $\mathrm{x}$
$10^{5}$

RANDL6 2 $\mathrm{x}$
$10^{6}$

RANDL7 2 $\mathrm{x}$
$10^{7}$

表 1 の行列 $A$ に対して, 真の解を $x^{*}=(1, \ldots, 1)^{\mathrm{T}}$ とし, b=Aけとおいて, $||b-Ax||_{2}$

を最小化する最小二乗問題を下記 (1)$-(5)$ の手法で, 相対誤差が $||oe-x^{*}||_{2}/||oe^{*}||_{2}<10^{-6}$

となるのに要する反復数と計算時間 (秒) を比較した. ただし, 初期近似解は $oeo=0$ と

した.

(1) CGLS 法: 正規方程式 $A^{\mathrm{T}}Ax=A^{\mathrm{T}}b$ を $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法で解く.

(2) 正規方程式に Jennings ら [13] による IMGS 法の前処理を施してから CGLS 法を
適用する.

(3) 正規方程式に提案した IMGS(I) 法の前処理を施してから CGLS 法を適用する.

(4) IMGS(/) 法により $B=R^{-1}Q^{\mathrm{T}}$ を求め, GMRES(k)-LS 法 1 を適用する.

(5) IMGS(I) 法により $B=R^{-1}Q^{\mathrm{T}}$ を求め, GMRES(k)-LS 法 2 を適用する.

ただし, Jennings らの IMGS 法における閾値 $\text{と}$

.
しては $\tau=1$ (正規方程式の行対角ス

ケーリングに相当) が一番 (計算時間の上で) 速かったが, 下記の実験では $\tau=0.1$ とお

いた. Saad[15] による IMGS 法も試みたが, Jennings らの方法よりさらに遅かった.

また, 提案した IMGS(I) においても l=O(正規方程式の行対角スケーリングに相当,
$B=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(A^{\mathrm{T}}A)^{-1}A^{\mathrm{T}})$ が一番速かったので下記の実験では $l=0$ とおいた.

さらに, GMRES(k)-LS 法 2 において, リスタートの周期 $\mathrm{k}$ を変化させたところ, 表 2
のようになった.
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表 2: GMRES(k)-LS 法 2 でのリスタート周期 $k$ の影響

表 2 において, $\mathrm{k}$ はリスタート周期, iter, time は各々収束に要する反復数と計算時間

を示す. また, $*$ は各問題で一番速かったものを示す.
比較的条件数が小さい問題ではリスタートが有効であるが, 条件数が 10 以上の場合

は, リスタートなしの GMRES 法を用いた方が収束までの計算時間が短 $\mathrm{A}\mathrm{a}$ . そこで, 以

下ではリスタートなしの GMRES法を用いた.

まず, 図 1, 2 に各々RANDLI, RANDL6 に対する各手法の反復数 $\mathrm{v}\mathrm{s}$ . 相対誤差のグラ
フを示す.

図 1: 反復数 $\mathrm{v}\mathrm{s}$ . 相対誤差 (RANDLI) 図 2: 反復数 $\mathrm{v}\mathrm{s}$ .相対誤差 (RANDL6)

また, 表 3 に表 1 の各 $\mathrm{p}_{\sigma}$,$5\text{題}$に対する各手法の比 $ffi_{\backslash }^{l}\beta_{\mathbb{E}l}$果を示す. ただし, $\mathrm{t}$ はその反復数
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では収束しなかったことを示す.

表 3: 各手法の比較

以上の実験結果から下記のことが言える.
比較的条件のよい問題では (1) 前処理なしの CGLS 法と (3) $\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{G}\mathrm{S}(0^{\cdot})$ 前処理付きの

CGLS 法が一番速かった. (2) $\mathrm{J}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{s}$ らの IMGS 前処理付きの CGLS 法は反復数は少
ないが, 計算時間がかかった. これは, 前処理や前進後退代入の部分の影響と思われる.
条件数が 10 以上の問題 RAND L6, L7 では, (1) 前処理なしの CGLS 法は反復数, 計

算時間ともかかりすぎたのに対し, (5) $\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{G}\mathrm{S}(0)$前処理付きの GMRES-LS法 2 は最も速
く収束した. (5) が (3) $\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{G}\mathrm{S}(0)$ 前処理付きの CGLS 法より速く収束した理由としては,

まず, GMRES 法の係数行列 $R^{-1}Q^{\mathrm{T}}A$の方が $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の係数行列 $R^{-1}A^{\mathrm{T}}AR^{-1}$ よりも条件

がよいことが考えられる. また, GMRES 法は Gram-Schmidt の直交化を陽に行うのに
対し, $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法は三項漸化式により直交化を行うため, 特に悪条件問題においてはGMRES
法よりも $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の方が丸め誤差の影響を受けやすいことが考えられる.

(5) $\mathrm{G}\mathrm{M}\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{S}-\mathrm{L}\mathrm{S}$ 法 2 の方が (4) $\mathrm{G}\mathrm{M}\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{S}- \mathrm{L}\mathrm{S}$ 法 1 より計算時間が少なくてすんだのは,

両者の収束の様子は似ているが, 方法 2 は $n\mathrm{x}n$行列 $BA$ に基づく Krylov部分空間を用

いているのに対し, 方法 1 は $m\mathrm{x}m$行列 AB に基づく Krylov部分空間を用いていおり,

今の場合 $n<m$の優決定の最小二乗問題を扱っているため, 方法 2 の方が方法 1 よりも

反復当たりの計算量が少ないからである.
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8 まとめ

GMRES法を最小二乗問題に適用する方法として, もとの $m\mathrm{x}n$の係数行列 $A$ に対して,

$n\mathrm{x}m$ の写像行列 $B$ を用いて, $ABz=b$ に GMRES法を適用する方法 1 と, $BAoe=Bb$

に GMRES法を適用する方法 2 を提案した.

また, それらの方法が最小二乗解を与えるために写像行列 $B$ が充たすべき条件を導い

た. さらに, $B$ の一例として不完全 $\mathrm{Q}\mathrm{R}$分解である IMGS(I) 法を提案した.

優決定の最小二乗問題に対する数値実験によると, 悪条件問題では IMGS(0) を用い

た GMRES 法 2(正規方程式に行対角スケーリングを施してから GMRES 法を適用する

ことに相当する) は前処理付きの CGLS法などの従来法よりも速く収束した.
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