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非有界領域での数値解法における完全適合層 (PML) について
Perfectly Matched Layer for Numerical Method in Unbounded

Region
加古 孝 (電気通信大学情報工学科)
大井 祥栄 (電気通信大学情報工学専攻 M2)

1 序論

非有界領域における波動現象の数値計算を行うためには,適切に計算領域を設定する必要がある.

この問題に対して様々な方法が存在する. 時間定常問題の場合には, 領域を有界領域と非有界領域

に分ける人工的な境界を設定し, その境界上に境界条件を導入する. 即ち, 人工境界上の $\mathrm{D}\mathrm{t}\mathrm{N}$ 写像

は, その人工境界上で与えられた Dirichletデータに対する外部の非有界領域における解の同じ人工
境界上における Neumann データを対応させる写像として定義される. その場合の Neumann デー

タは内部からの解の Neumann データに (-1) を乗じたものに一致する. 従って, それは内部領域に

おける非局所境界条件を与える ([6], [12] 参照).

他方, 時閲発展問題は扱いが更に難 $\llcorner$ $\langle$ , 人工的な境界上の境界条件は境界上の過去の解を必要
とするため計算コストがかかる.

1994年に Berenger [1] によって内部領域をある種の吸収媒質で囲むPerfectly Matched Layer(PML)

という手法が提案された. PML領域では内部領域から入射する平面波は反射されない. これから,

内部領域における解は汚染されないことになる. また, PML領域内を伝播する波は振幅が指数関

数的に減少する. これは以下に示すように波動方程式に減衰項を導入することでモデル化するこ
とができる. 2 次元電磁波’現象では PML領域中で物理変数を人工的に分離して計算することより
効果的にシミュレーションできることが [1] で示されている. その後, PML の考えを線形 Euler 方

程式や音の方程式に拡張し, それぞれの方程式に減衰項を導入することが試みられて $|_{\sqrt}\mathrm{a}$ る $[71, [8]$ ,

[10], [16], [18], [19], [20].

2 1 次元波動方程式における PML の数学的解析

本論文では, 非有界領域での Maxwell 方程式を有界領域において計算するための方法として
B\’erenger [1] により提案された PML を 1 次元 $\grave{\gamma}R\text{動}$方程式に適用した場合の問題点につ $\mathrm{t}_{\sqrt}\backslash$て考察

する.

未知関数 $u(t, x),$ $v(t, x)$ に対する 1 次元波動方程式

$\frac{\partial u}{\partial t}(t, x)=-\frac{\partial v}{\partial x}(t, x)$ , $\frac{\partial v}{\partial t}(t, x)=-\frac{\partial u}{\partial x}(t, x)$ (1)

の初期値問題を考える. 初期値 $u(0, x),$ $v(0, x)$ に対する (1) の厳密解は

$u(t, x)=f(x-t)+g(x+t)$ , $v(t, x)=f(x-t)-g(x+t)$ , (2)

但し
$f(x)= \frac{1}{2}(u(0, x)+v(0, x))$ , $g(x)= \frac{1}{2}(u(0, x)-v(0, x))$ (3)

である. ここで, 減衰項 $\sigma(x)$ を導入すると (1) は,

$\frac{\partial u}{\partial t}(t, x)+\sigma(x)u(t, x)$ $=$ $- \frac{\partial v}{\partial x}(t, x)$ , (4)
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$\frac{\partial v}{\partial t}(t, x)+\sigma(x)v(t, x)$ $=$ $- \frac{\partial u}{\partial x}(t, x)$ (5)

$\text{と}t\mathrm{j}\mathrm{i}^{i}5$ . 関数 $\sigma(x)$ は $R$ において局所可積分な非負値実数関数と仮定する. (4), (5) の厳密解は

$u(t, x)$ $=$ $\frac{1}{2}(e^{-\int_{0}^{x}\sigma(s)ds}f(x-t)+e^{\int_{0}^{x}\sigma(s)ds}g(x+t))$ , (6)

$v(t, x)$ $=$ $\frac{1}{2}(e^{-\int_{0}^{x}\sigma(s)ds}f(x-t)-e^{\int_{0}^{x}\sigma(s)ds}g(x+t)))$ (7)

但し,

$f(x)$ $=$ $\frac{1}{2}e^{\int_{0}^{x}\sigma(s)ds}(u(0, x)+v(0, x))$ , (8)

$g(x)$ $=$ $\frac{1}{2}e^{-f_{0}^{x}\sigma(\epsilon)ds}(u(\mathrm{O}, x)-v(0, x))$ (9)

で与えられる. 従って, $\sigma(x)=0$ : $-L\leq x\leq L$ ならば, 解 $u,$ $v$ は領域 $[-L\leq x\leq L]$ で本来の波動

方程式の解と一致する. また, $\sigma(x)>0$ のとき, $u,$ $v$ は $x$ に関して指数関数的に減衰する. $\sigma(x)>0$

の領域を Perfectly Matched Layer(PML) と呼ぶ [1].

3 スタガードメッシュを用いた空間と時間の離散化

31 減衰項を導入した 1 次元波動方程式に対する FDTD スキーム

本節では 1 次元波動方程式に対する差分法の一種である FDTD 法と呼ばれる手法を紹介し,
自由二丁と PML 領域における解の特性を述べる. 有限差分時間領域 (Finete Difference Time

$\mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}:\mathrm{F}\mathrm{D}\mathrm{T}\mathrm{D})$ 法はスタガードメッシュを用いた差分法の一種である. 同手法は K.S.Yee[2] に
よって考えられた Yee 格子を用いて Maxwell方程式の離散化を行うために導入された. 現在, 様々
な研究者によってスタガードメソシュを通常の波動方程式に対しても適用することが試みられて
いる [7], [8], [9], [10], [16], [18], [19], [20].
まず, 時間と空間の離散間隔を $\Delta t,$ $\Delta x$ とし, 整数格子点と半整数格子点をそれぞれ以下のように

定義する,

$(t_{n}, x_{m})$ : $t_{n}=n\Delta t,$ $n\in Z$ , $x_{m}=m\Delta x,$ $m\in Z$

$(t_{n+1/2}, x_{m+1/2})$ : $t_{n+1/2}=(n+1/2)\Delta t,$ $n\in Z$ , $x_{m+1/2}=(m+1/2)\Delta x,$ $m\in Z$ .

点における関数値 $u(t_{n}, x_{m}),$ $v(t_{n+1/2}, x_{m+1/2})$ の近似値をそれぞれ $u_{m}^{n},$ $v_{m+1/2}^{n+1/2}$ として (4), $(5)$

を離散化すると

$\frac{1}{\Delta t}(u_{m}^{n+1}-u_{m}^{n})=-\frac{1}{\Delta x}(v_{m+1/2}^{n+1/2}-v_{m-1/2}^{n+1/2})$ , (10)

$\frac{1}{\Delta t}(v_{m+1/2}^{n+1/2}-v_{m+1/2}^{\tau\iota-1/2})=-\frac{1}{\Delta x}(u_{m+1}^{n}-u_{m}^{n})$ (11)

となる [2], [17]. ここで, Courant 安定条件を考慮し, 離散化方程式 (10),(11) の解が連続問題の解
と一致するように $\Delta t=\Delta x=\tau$ と仮定する. 従って, 離散化スキームは

$n+1/2$
$u_{m}^{n+1}$ $-u_{m}^{n}=-v_{m+1/2}+v_{m-1/2)}^{n+1/2}$ (12)

$v_{m+1/2}^{n+1/2}.-v_{m+1/2}^{n-1/2}$ $=-u_{m+l}^{n}+u_{m}^{n}$ (13)
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となる. 次に PML領域において離散化を行う. B\’erenger のスキーム [1] では係数に指数関数を用

いているが, より簡単なスキームもよく使われている. 同スキームを簡易スキームと呼ぶことにす

る. 簡易スキームを用いて (4),(5) を離散化すると

$u_{m}^{n+1}$ -un7l計 $\frac{\tau\sigma_{m}}{2}(u_{m}^{n+1}+u_{m}^{n})$ $=$ $-v_{m+1/2}^{n+1/2}+v_{m-1/2}^{n+1/2}$ , (14)

$v_{m+1/2}^{n+1/2}-v_{m+1/2}^{n-1/2}+ \frac{\tau\sigma_{m+1/2}}{2}(v_{m+1/2}^{n+1/2}+v_{m+1/2}^{n-1/2})$ $=$ $-u_{m+1}^{n}+u_{m}^{n}$ (15)

となる, 但し, $\sigma_{m}=\sigma(x_{m}),$ $\sigma_{m+1/2}=\sigma(x_{m+1/2})$ である. (14),(15) をそれぞれ $u_{m}^{n+1},$ $v_{n+1/^{l}2}^{n+1/2}$ の時

間発展形に書き直すと,

$u_{m}^{n+1}$ $=$ $\frac{1-\tau\sigma_{m}/2}{1+\tau\sigma_{m}/2}u_{m}^{n}-\frac{1}{1+\tau\sigma_{m}/2}$(v羅一 $v_{n\iota-1/2}^{n+1/2}$ ), (16)

$v_{m+1/2}^{n+1/2}$ $=$ $\frac{1-\tau\sigma_{m+1/2}/2}{1+\tau\sigma_{\tau n+1/2}/2}v_{m+1/2}^{n-1/2}-\frac{1}{1+\tau\sigma_{m+1/2}/2}(uu_{m+ll}^{n}-u_{m}^{n})$ (17)

となる. $\cdot\simarrow$ こで, $a_{s}=(1-\tau\sigma)\vec{2}/(1+\tau\sigma\vec{2}),$ $b_{s}=1/(1+\underline{\tau}\sigma\vec{2})$ , $s=m$ または $m+1/2$ とすると

(16),(17) は

$u_{m}^{n+1}$ $=$ $a_{m}u_{m}^{n}-b_{m}(v_{m+1/2}^{n+1/2}-v_{m-1/2}^{n+1/2}))$ (18)

$v_{m+1/2}^{n+1/2}$ $=$ $a_{m+1/2}v_{m+1/2}^{n-1/2}-b_{n\iota+1/2}(u_{m+1}^{n}-u_{m}^{\tau\iota})$ (19)

となる. 一方, B\’erenger のスキーム [1] を用いて (4),(5) を離散化すると

$u_{m}^{n+1}$ $=$ $e^{\tau\sigma_{m}}u_{m}^{n}- \frac{1-e^{\tau\sigma_{m}}}{\sigma_{m}\tau}(v_{m+1/2}^{\tau\iota+1/2}-v_{n\iota-1/2}^{n+1/2})$ , (20)

$v_{nl+1/2}^{n+1/2}$ $=$ $e^{\tau\sigma_{m+1/2}}v_{m+1/2}^{n-1/2}- \frac{1-e^{\tau\sigma_{m+1/2}}}{\sigma_{m+1/2^{\mathcal{T}}}}(u_{m+1}^{n}-u_{m}^{n})$ , (21)

従って, $a_{s}=e^{\tau\sigma_{s}},$ $b_{s}=-(1-e^{\tau\sigma_{s}})/(\sigma_{s}\tau)$ である. ここで, FDTD 法 (こおける Yee のスキーム (ま,

以下に示すような (弱) 不安定性をもつことを注意しておく. まず, 減衰項がない場合の離散化方程

式に対する 2 つの基本解 $\{F_{1_{m}}^{n}, G_{1_{m+1/2}}^{n-1/2}\}$ , $\{F_{2m}^{n}, G_{2_{m+1/2}}-1/2\}n\text{を}\backslash \text{導}$糊する. 即ち, 解の $\ovalbox{\tt\small REJECT} J\mathrm{J}\text{期}$値 $(n=0)$

はそれぞれ

$F_{1m}^{0}=\delta_{0,m}$ , $G_{1_{m+1/2}}^{-1/2}=0$ , (22)

$F_{2_{n\iota}}^{0}=0$ , $G_{2_{m+1/2}}^{-1/2}=\delta_{0\}\mathfrak{n}\mathrm{z}}$ (23)

を満たすとする. {$\underline{\mathrm{R}}$ し, $\delta_{n,m}$ はクロネッカーのデルタである. 全ての解はこれらの基本解の線形結

合で表される. ここで, 2 つの基本解が汚染されていることに注意が必要である. 即ち, 基本解は

$n>0$ において明示的に以下のように記述できる:

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{m}^{n}$ $=$ $\{$

$(-1)^{m+n}$ : $-n\leq m\leq n$ , (24)
0: その他,

$G_{1_{m+1/2}}^{n+1/2}$ $=$ $\{$

$-(-1)^{m+n}$ : $-n\leq m<n$ , (25)
0: その他,

且つ

$F_{2_{\eta l}}^{n}=G_{1_{m-1/2}}^{n-1/2}$ , $G_{2_{m+1/2}}^{n+1/2}=F_{1_{m}}^{n}$ , (26)

(24), (25) $,(26)$ より, 解の $l^{2}$ ノルムは $n$ に対して線形的に聯「」することがわかる. 従って, 元の問題

では成立しているエネルギー保存性が失われることになる. 以上より FDTD 法は $(\Xi,\doteqdot_{\backslash })$ 不安定性を

もつことがわかる.
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32 離散化によって生じる人工的反射の解析

PML領域において離散化の結果人工的反射が生じることが知られている. また, 多数の研究者

が様々な観点から, この現象を数理的及び数値的に研究している ([4], [5], [8], [16] 参照). 本節では

簡易スキームを用いて離散化を行った場合について考察する. 人工的反射の原因を明らかにするた
め, $\{u_{n\iota}^{n}, v_{m-1/2}^{n-1/2}\}$ を進行波: u\sim \mbox{\boldmath $\delta$}0,ユー m’ $v_{m-1/2}^{n-1/2}$ $=u_{m}^{n}.$ , としたときの $\hslash\not\in(D$ふるま $|,\mathrm{a}$を検討する.

$(-\infty, 0]$ を真空領域, $(0, \infty)$ を PML 領域とする. 即ち, $\sigma(x)=0$ : $x\in(-\infty, 0],$ $\sigma(x)>0$ : $x\in$

$(0, \infty)$ である. 進行波が真空中を $x<0$ からプラス方向へ伝播し, PML領域に到達したときの時
刻を $t=0(n=0)$ とする. まず, $n=1/2$ のとき (19) より,

$v_{m-1/2}^{1/2}=\{$
$b_{1/2}$

0
$m=1|$

その他

である. 次に, $n=1$ のとき (18) より,

$u_{m}^{1}=\{$

$a_{0}-b_{0}b_{1/2}$ : $m=0$

$b_{1}b_{1/2}$ : $m=1$

0: $\mathrm{f}^{\zeta}D(\mathrm{E}$

$m=1_{:}$

その他

となる. 従って, $u_{0}^{1}=a_{0}-b_{0}b_{1/2}\neq 0$ ならば必ず人工的反射が生じることになる. $a07b_{1/2},$ $b_{1}$ を

具体的に表すと

$u_{0}^{1}=a_{0}-b_{0}b_{1/2}= \frac{1-\underline{\tau}\sigma_{A}\overline{2}}{1+\underline{\tau}\sigma_{\lrcorner},2\mathit{1}}-\frac{1}{1+\frac{\tau\sigma}{2}\Lambda}\frac{1}{1+\tau\sigma_{12\vec{2}}}=1-\frac{1}{1+\underline{\tau\sigma}_{2}1[perp] 2}=\frac{\frac{\tau\sigma_{1}}{2}\underline{2}}{1+\frac{\tau\sigma_{1}}{2}\underline{2}}$ (27)

となる. 式 (27) における $u_{0}^{1}$ の値は $\sigma_{1/2}=\sigma(x_{1/2})=\sigma(\tau/2)=0$ でない限り零にはならない. 座

標が $x_{1/2}$ である点は PML 領域内であり, 前述のように $\sigma(x)>0$ なので $\sigma_{1/2}>0$ である. 以上よ

り, 簡易スキームを用いると真空領域と PML領域の境界で振幅が $\tau\sigma(\tau/2)/\{1+\tau\sigma(\tau/2)\}$ の反射

が必ず生じることがわかる. ここで, $\sigma(x)$ が Tayler 展開により

$\sigma(x)=\sigma_{0}+\sum_{k=1}^{N}\frac{d^{k}}{dx^{k}}.\sigma(0)x^{k}+O(x^{N+1})$ (28)

と表されるとすると, 人工的反射の反射係数は

$R_{B}= \sigma_{0}\tau+\frac{\sigma’(0)}{2}\tau^{2}+O(r^{3})$ (29)

と書ける. これより反射係数は $\sigma(x)$ の不連続的変化量 $\sigma 0$ に比例し, $\sigma_{0}$ が零の場合は, $\sigma(x)$ の境界

上における微分値と $\tau^{2}$ の積に比例することがわかる. 更に, 境界上での $\sigma(x)$ の微分値が零の場合

には, 反射係数は高々 $\tau^{3}$ に比例した値になる.
実際の計算では, PML 領域をある点で適切な境界条件を課して打切る必要がある. 境界条件に

零 Dirichlet 条件を用いた場合入射波と同じ振幅をもつ反射波が生じ, 逆向きに伝播して, 真空領
域へ再び到達する. また, $\mathrm{P}\mathrm{M}\mathrm{L}$ 中を伝播する波は振幅が二二に関して指数関数的に減衰する.

33 新しい離散化スキーム

前節の解析より, $\sigma(x)$ の形によらず PML領域では反射が必ず生じることがわかる. この反射を
$\sigma(x)$ が一定である PML領域において除去するために新スキームを提案する. しかしながら, $\sigma(x)$

が一定でない領域においては依然として反射が生じてしまう.
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新スキームを以下のように定義する:

$u_{m}^{n+1}$ $=$ $e^{-\tau\sigma_{m}}u_{m}^{n}-e^{-\tau\sigma_{m}/2}(v_{m+1/2}^{n+1/2}-v_{m-1/2}^{n+1/2})$ , (30)

$v_{m+1/2}^{n+1/2}$ $=$ $e^{-\tau\sigma_{m+1}}v_{m+1/2}^{n-1/2/2}-e^{-\tau\sigma_{m+1/2}}(u_{m+1}^{n}-u_{m}^{n})$. (31)

(30),(31) を (18),(19) と同様の形に表すと

$u_{m}^{n+1}$ $=$ $a_{m}^{new}u_{m}^{n}-b_{m}^{new}(v_{m+1/2}^{n+1/2}-v_{m-1/2}^{n+1/2})$ , (32)

$v_{m+1/2}^{n+1/2}$ $=$ $a_{m+1/2}^{new}v_{m-1/2}^{n+1/2}-b_{m+1/2}^{new}(u_{m+1}^{n}-u_{m}^{n})$ , (33)

但し, $a_{s}^{new}.=e^{-\tau\sigma_{\mathit{8}}},$ $b_{s}^{new}=e^{-\tau\sigma_{s}/2},$ $s=m$ または $m+1/2$ である. ここで, 前節と同様に反射係

数を計算すると, $\sigma_{s}=\sigma_{s+1/2}=\sigma_{0}$ より

$R_{s}$ $=$ $a_{s}-b_{s}b_{s+1/2}=e$
$-\tau\sigma_{s}-e^{-\tau\sigma_{s}/2}e^{-\tau\sigma_{s+1/2}/2}$

$=$
$e^{-\tau\sigma_{0}}-e^{-\tau\sigma 0/2}e^{-\tau\sigma 0/2}=e^{-\tau\sigma_{0}}-e^{-\tau\sigma 0}=0$ (34)

となる. これから, $\sigma(x)$ が一定の PML領域では反射がないことが結論付けられる.
新スキームは $\sigma(x)u(x)$ の離散化を

$\sigma(x_{m})u(t_{n+1/2}, x_{m})\approx\frac{1}{\tau}\{(e^{\tau\sigma_{m}/2}-1)u_{m}^{n+1}+(1-e^{-\tau\sigma_{m}/2})u_{m}^{n}\}$ (35)

とすることに対応する. また, $\sigma(x)v(x)$ に対しても同様である.

4 数値実験

本章では前章で行った数学的な解析の有効性を確認するために数値実験を行う.
まず最初に, 領域 $[0,2]$ を全て PML領城とし, $\sigma(x)\equiv\log 10=2.302585,$ . .

$,$

$x\in[0,2]$ とおく.

このとき, 振幅が 1 の進行波が $x=0$ から入射し $x=2$ で反射して再び $x=0$ へ戻ってきたときの

振幅は $e^{-2\int_{0}^{2}\sigma(x)dx}=10^{-4}$ になる. $u,$ $v$ の初期値をそれぞれ,

$u(0, x)$ $=$ $\{$

$\cos^{2}(20\pi(x-1.0))$ : $0.95<x<1.05$ ,
0: その他,

$v(0, x)$ $\equiv$ 0

とした. また, 境界条件は零 Dirichlet条件を用い, $u(t, 0)=u(t, 2)=v(t, \mathrm{O})=v(t, 2)\equiv 0$ とした.

図 1-3 は $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{B}}$ $\text{易}$ スキーム (16) (17) と Berenger スキーム (20),(21) と新スキーム (30),(31) を用 $\sqrt[\prime]{}\backslash$

たときの反射波の比較を示している. 時間間隔, 空間聞隔は共に $\Delta t=\Delta x=\tau=0\sim 00625$ である.

標, 一心はそれぞれ $x,$ $u(t, x)$ を表している. 簡易スキームと Berenger スキームを用’4 $\backslash$た場

合は初期の波の背後に人工的反射波が見られる. それに対し新スキームを用いた場合は反射波 (ま

全く見られない. また, 簡易スキームを用いた場合の反射波の振幅は $\sigma^{2}\tau^{2}$ に比例しており (29) と

一致している.
これより漸スキームを用いた方が PML 領域で $\sigma(x)$ の値が $-\overline{i\mathrm{E}}$の場合には従来のスキームよ

り誤差が少なくなることが予想される. しかしながら漂空領域と PML領域の境界で $\sigma(x)$ が不

連続に増加すると, (29) で示したように振幅が $\sigma 0\tau$ に比例した反射波が生じる. そこで, $\sigma(x)$ 力

一定である領域をもち, 且つ, $\sigma(x)$ の増加に伴う反射をなるべく抑えた分布を探すことを考える.
PML\not\in \Xi bRを $[L, L+L_{p}]$ としたとき, $\sigma(x)$ を $[L, L+L_{p}/2]$ では 3 次スプラインを用いて増加させ,
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図 1: $u(0, x)$ の初期形状.

図 2: $t=0.4$ における反射波の比較, 簡易 (左), B6renger(中央), 新 (右).

$[L+L_{p}/2, L+L_{p}]$ では一定とする分布を用いた. $\sigma(x)$ の形状が 3 次スプラインと不連続増加及
び線形増加の 3 種類の数値実験を行い, $\sigma(x)$ の分布の違いによる反射波の変化を測定する. 真空
領域を [0,1.0) とし, PML 領域を [1.0,1.2] とする. 図 4 に $\sigma(x)$ の形状を示す. 横座標, 縦座標はそ
れぞれ $x,$ $\sigma(x)$ を表している. ここで, $\sigma(x)$ を真空領域と PM $\mathrm{L}$ 領域の境界で不連続に増加させた
場合は, $\sigma(x)\equiv\sigma 0=10\log 10$ $=23.02585\ldots$ : $x\in[1.0,1.2]$ とおく. また, 線形増加及び 3 次ス
プラインの場合は $\sigma(x)\equiv\frac{4}{3}\sigma 0=\frac{4}{3}$ (lOloglO) $=30.70113\ldots$ : $x\in[1.1,1.2]$ とお $\mathrm{t},$

$\backslash$た. このとき,
$\int_{1.0}^{1.2}\sigma(x)dx$ の値は全て同じであるので, 解析的な反射係数は 3 ケースとも 10 である. 初期値は
$u(0, x)\equiv 0,$ $v(0x)\}\equiv 0$ とし, 進行波の領域の左端からの非斉次入力値を

$u(t, 0)$ $=$ $\{$

$\sin^{2}(20\pi t)$ : $\mathrm{O}.0\leq t\leq 0.1$ ,
0: $1.0<t$

とした. また, 領域右端における境界条件は零 Dirichlet 条件を用い, $u(t, 2)=v(t, 2)\equiv 0$ とした 4

図 5-7 は $\sigma(x)$ の形状の違いによる反射波の変化と, $\tau$ に対する反射波の変化を示している. 横
座標, 縦座標はそれぞれ $t,$ $u(t, 0.5)$ である. $t=[1.9,2.0]$ に見えるピークは解析的な反射波であり,
$t=1.5$ から始まるピークは $\sigma(x)$ の増加に伴う反射波である. 同図より, $\sigma(x)$ を 3 次スプラインを
用いて増加させた場合が一番反射が少ないことがわかる. また, $\tau$ を 1/2, 1/4 と変化させたときの
反射波はそれぞれ, 不連続増加の場合は 1/2, 1/4, 線形増加の場合は 1/4, 1/16, 3 次スプラインでは
1/16, 1/64 となった. この結果, 人工反射の反射係数は (29) と一致しており, 前章での解析が正し
いことが数値的にも検証された.

5 新スキームの 2次元問題への応用

空*7B7\doteqdot 7\rightarrow f5b\mbox{\boldmath $\tau$}---‘‘|\lambda f \Delta \lambda x $=\Delta y=\Delta l\text{とし},$

$\text{ま}f_{-}^{-,\mathrm{c}*(\not\simeq \text{を}:\xi\acute{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\text{し}\int_{\backslash }\doteqdot^{\wedge}\mathrm{f}_{\mathrm{f}3}\ovalbox{\tt\small REJECT} 7_{\mathrm{R}}5^{\frac{1}{\mathbb{R}^{-}}}\mathrm{t}2;\Delta t=\Delta l/\text{と}\llcorner}\text{キ}-\text{ムを}2\backslash lR\dot{\overline{\pi}}\mathit{0}\mathrm{J}\mathrm{T}\mathrm{E}\epsilon-\vdash^{\backslash }\backslash \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{w}\mathrm{e}11\text{方}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{e}\exists il-\prime f_{\hat{\grave{1}4}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{する}([],[17],\cdot 289\text{項_{\sqrt{}^{\not\equiv\gtrless}\frac{}{2}},\prime \mathrm{k}_{1\backslash \backslash })\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}\hat{\mathrm{x}}\hat{i\mathrm{E}}^{\mathrm{A}}J\backslash \cdot$
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図 3: $t=0.8$ における反射波の比較, 簡易 (左), Berenger(中央), 新 (右).
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図 4: $\sigma(x)$ の形状, 不連続増加 (左), 線形増加 (中央), 3 次スプライン (右).

た. このとき, 具体的なアルゴリズムは,

$E_{x}^{n}(i+ \frac{1}{2},j)$ $=$ $e^{-\sigma_{y}(j)\Delta t}E_{x}^{n-1}( \mathrm{i}+\frac{1}{2},j)$

$+$
$\frac{\Delta t}{\Delta l}e^{-\sigma_{y}(j)\frac{\Delta t}{2}}\{H_{zx}^{n-\frac{1}{2}}(\mathrm{i}+\frac{1}{2},j+\frac{1}{2})+H_{zy}^{n-\frac{1}{2}}(\mathrm{i}+\frac{1}{2},j+\frac{1}{2})$

$H_{zx}^{n-\frac{1}{2}}(i+ \frac{1}{2}, j-\frac{1}{2})-H_{zy}^{n-\frac{1}{2}}(\mathrm{i}+\frac{1}{2},j-\frac{1}{2})\}$ , (36)

$E_{y}^{\tau\iota}(i,j+ \frac{1}{2})$ $=$
$e^{-\sigma_{x}(i)\Delta t}E_{y}^{\tau\iota-1}( \mathrm{i}, j+\frac{1}{2})$

$\frac{\Delta t}{\Delta l}e^{-\sigma_{x}(i)\frac{\Delta\ell}{2}}\{H_{zx}^{n-\frac{1}{2}}(i+\frac{1}{2},j+\frac{1}{2})+H_{zy}^{n-\frac{1}{2}}(\mathrm{i}+\frac{1}{2},j+\frac{1}{2})$

$H_{zx}^{n-\frac{1}{2}}(i- \frac{1}{2},j+\frac{1}{2})-H_{zy}^{n-\frac{1}{2}}(\mathrm{i}-\frac{1}{2},j+\frac{1}{2})\}$ , (37)

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(\mathrm{i}+\frac{1}{2},j+\frac{1}{2})}^{\frac{1}{2}}$ $=$
$e^{-\sigma_{x}(i+\frac{1}{2})\Delta t}H_{zx}^{n-\frac{1}{2}}(i+ \frac{1}{2}, j+\frac{1}{2})$

$\frac{\Delta t}{\Delta l}e^{-\sigma_{x}(i+\frac{1}{2})\frac{\Delta l}{2}}\{E_{y}^{n}(\mathrm{i}+1, j+\frac{1}{2})-E_{y}^{n}(i, j+\frac{1}{2})\}$ , (38)

$H_{zy}^{7l+\frac{1}{2}}( \mathrm{i}+\frac{1}{2},j+\frac{1}{2})$ $=$
$e^{-\sigma_{y}(j+\frac{1}{2})\Delta t}H_{zy}^{n-\frac{1}{2}}( \mathrm{i}+\frac{1}{2},j+\frac{1}{2})$

$+$
$\frac{\Delta t}{\Delta l}e^{-\sigma_{y}(j+\frac{1}{2})\frac{\Delta t}{2}}\{E_{x}^{n}(\mathrm{i}+\frac{1}{2},j+1)-E_{x}^{n}(\mathrm{i}+\frac{1}{2},j)\}$ . (39)
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図 5: $\sigma(x)$ を不連続増加させたときの $u(t, 0.5)$ の時間変化, \mbox{\boldmath $\tau$}=1/160(左), \mbox{\boldmath $\tau$}=1/320(中央),

\mbox{\boldmath $\tau$}=1/640(右).

$1\mathrm{e}\cdot 3$
$1\mathrm{e}\cdot 3$

5e-4 $5\mathrm{e}\cdot 4$
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$.1\mathrm{e}\cdot 31.41.51.61.71.8\mathrm{t}$ $1.9$ 2 2.1 2.2 $\sim 1\mathrm{e}- 31.41.\mathrm{S}1.61718\mathrm{I}1.9$ 2 2.1 2.2

図 6: $\sigma(x)$ を線形増加させたときの $u(t, 0.5)$ の時聞変化, \mbox{\boldmath $\tau$}=1/160(左), \mbox{\boldmath $\tau$}=1/320(中央), $\tau=$

1/640(右).

である. 計算領域を [-0.7, 0.7] $\cross$ [-0.7, 0.7] とし, その内, 真空領域を [-0.5, 0.5] $\mathrm{x}[-0.5,0.5]$ とし

た. 減衰項 $\sigma(x),$ $\sigma(y)$ の分布は 1 次元の場合のように 3 次スプラインを用いる;

$\sigma(x)$ $=$ $\{$

$\sigma_{0}$ : $-0.7\leq x\leq-0.6$ ,
$2000\sigma 0(x+0.5)^{3}\ell+300\sigma 0(x+0.5)^{2}$ : $-0.6\leq x\leq-0.5_{2}$

0: $-0.5\leq x.\leq 0.5$ ,
$-2000\sigma 0(x-0.5)^{3}+300\sigma 0(x-0.5)^{2}$ : $0.5\leq x\leq 0.6$ ,

$\sigma_{0}$ : $0.6\leq x\leq 0.7$ ,

$\sigma(y)$ $=$ $\{$

$\sigma_{0}$ : $-0.7\leq y\leq-0.6$ ,
$2000\sigma 0(y+0.5)^{3}\mathrm{t}+300\sigma 0(y+0.5)^{2}$ : $-0.6\leq y\leq-0.5$ ,

0: $-0.5\leq y\leq 0.5$ ,
$-2000\sigma_{0}(y-0.5)^{3}+300\sigma 0(y-0.5)^{2}$ : $0.5\leq y\leq 0.6$ ,

$\sigma_{0}$ : $0.6\leq y\leq 0.7$ .

但し, $\sigma_{0}=10\log 10=23.02585$ とおいた, このとき,解析的な反射係数は 10 である. また, $\sigma(x)$

は $y$ に関して一定であり, $\sigma(y)$ は $x$ に関して一定である. $H_{z},$ $E_{x)}^{;}E_{y}$ の初期値はそれぞれ,

$H_{z}(0, x, y)$ $=$
$e^{-\langle x^{2}+y^{2})/16}$ ,

$E_{x}(0, x, y)$ $\equiv$ 0,

$E_{y}(0, x, y)$ $\equiv$ 0,

とした. また, 境界条件は零 Dirichlet 条件を用い,

$H_{z}(t, -0.7, y)=H_{z}(t, 0.7, y)=H_{z}(t, x, -0.7)=H_{z}(t,$ $x,$ $0.7\rangle\equiv 0$
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図 7; $\sigma(x)$ を 3 次スプラインを用いて増加させたときの $u(t, 0.5)$ の時間変化, $\tau=$ 1/160(左),

\mbox{\boldmath $\tau$}=1/320(中央), \mbox{\boldmath $\tau$}=1/640(右).

$E_{x}(t, -0.7, y)=E_{x}(t, 0.7_{1_{1}}y)=E_{x}(t, x, -0.7)=E_{x}(t, x, 0.7)\equiv 0$

$E_{y}(t, -0.7, y)=E_{y}(t, 0.7, y)=E_{y}(t, x, -0.7)=E_{y}(t_{\gamma}x, 0.7)\equiv 0$

とした.

図 8-10 は 2 次元計算における $H_{z}(t, x, y)$ の時間変化を示している. 横座標, 縦座標はそれぞれ

$x,$ $y$ であり, $H_{z}(t, x, y)$ をグレースケールで表している. 同図より, 初期の進行波が反射せずに伝播

する様子が確認できる. また, PML領域内では進行波の振幅が減衰して $\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash$ く様子が確認できる. こ

れより, 新スキームは 2 次元計算にも適用できると推測される.

$\mathrm{x}$

$\mathrm{x}$

図 8; 2 次元計算における $H_{z}(t, x, y)$ の時間変化, t=0.O(左), t=0.2(右).

6 結論.

本論文では非有界領域での 1 次元波動方程式における FDTD 法に対する PML の数学的解析を

行い, 2 次元の Maxweli 方程式に対しても数{$|\mathrm{f}\underline{\mathrm{i}}\neq$験を $\mathrm{T}\mathrm{E}$ モードにつし $\backslash$て $\acute{\mathrm{f}}\overline{\mathrm{T}}$ った. $\cdot \text{数^{}\prime}$学的解析では

PML領域での離散化による人工的反射の原因を 1 次元の問題に対して明ら fJ1にし, $\sigma(x)$ が一定の

領域において反射が生じな $1_{\mathit{1}}\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}$ しい離散化スキームを提案した. また激{鹸験により数学的
の検証 $\text{と}$ ffr 鰍スキームの 4k\acute +F;^;>\dotplus Af.確認を行つた. 次に点しい離散化スキームを 2 次元の問題に対し

て適用したところ, $\mathbb{P}_{\mathrm{H}}’\backslash \mathrm{f}\mathrm{f}$.のよい計 . $;P_{{}^{\grave{\mathrm{t}}}Il}$果が得られた. 2 次元問題の $\Phi_{\vec{8}l\hat{\mathrm{W}}}’-- \mathrm{A}$的角蜥や 3 次 $\overline{\mathrm{J}}\neg\overline{\mathrm{L}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\ddagger 1}\ovalbox{\tt\small REJECT}$題の計算

法に関する研究が今後の課題である. また, 実際の理工学の問題.$\backslash \sigma$)応用も課題となる.
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-O.6 -0.4 -O.2 0 0.2 0.4 0.6 -0.6 -O.4 -C.2 0 $0.20.40.6$
$\mathrm{x}$ $\mathrm{x}$

図 9: 2 次元計算における $H_{z}(t, x, y)$ の時間変化, t=0.4(左), t=0.6(右).

-0.6.0.4.0.2 0 0.2 0.4 0.6 -0.6.0.4.0.2 0 0.2 0.4 0.6
$\mathrm{x}$

$\mathrm{x}$

図 10: 2 次元計算における $H_{z}(t, x, y)$ の時問変化, t=0.8(左), t=1.0(右).
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