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Stokes極限波の一意性に対する数値的検証法
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1 問題の概要
水面重力波の運動を記述した方程式として Nekrasov’s eq.

(1.1) $\{$

$\theta(s)\cdot--\cdot\frac{1}{6\pi}.\oint_{0}^{\mathit{2}\pi}\mathrm{c}\cdot \mathrm{o}\mathrm{t}\frac{t-s}{2}\cdot\log(\mu^{-1}+\int^{t}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{I}1\theta(w)duJ)d_{}\dagger$ ,

$\theta(-s^{1})=-\theta(s)$ ,

$\theta(s+2\pi)=\theta(s)$ ,

が知られている $[4][\mathrm{r}o]$ . ここで, $\theta(s^{\backslash })$ は波の波面が水平面と為す角度である. この方程
式は $\mu,$ $>3$ のとき, 非自明な解を持ち得るが, 解のなかで $(0, \pi)$ で正値を取るものを

Nekrasov’seq. の正値解ということにする.
Stokes極限波は, $l^{4}$ を無限大へ持っていった時の (1.1) の解の極限として定義され

(1.2) $\{$

$\theta(s)=\frac{1}{6\pi}..\oint_{0}^{2\pi}(_{/}.()\mathrm{t}\frac{t-s}{2}\cdot 1o\mathrm{g}(\int_{0}^{t}\sin\theta(u\rangle)\iota fw)df.$,

$\theta(-s^{1})=-\theta(6^{1})_{7}$

$\theta(s+2\pi)=\theta(s)$ ,

を満たす.
(1.2) の数値解を図 1 に示す. このとき, 元の波の概形は図 2 のようになる.

Toland[6] は $\mu$. $arrow\infty$ のとき (1.1) の解は収束する部分列を持ち, その極限が (1.2.} を

満たすことを証明した. 更に Xxiick et a1.[2] は $\theta(s)$ が $(0, \pi]$ で無限回微分可能, かつ
$1\mathrm{i}_{\mathrm{I}\mathrm{I}1_{s\downarrow 0}}\theta(.\mathrm{s}^{\tau})=\pi/6$ となることを証明した. よって (1.2) の解の存在については証明され
ているのだが, 解の–意性については未解決である. 我々は数値的検証法 (中尾・山本
[7], 大石 [8] $)$ を用いることによってこれを証明することができた.
なお, Nekrasov’s eq. の正値解については我々は既に同様 $\mathit{0}\mathrm{J}$方法を用いて一意性を証

明している (小林 [3]). ただし, Stokes極限波の方がその特異性ゆえに証明は難しい.

2 準備

まず, Stokes極限波の上界関数と下解関数を与える以下の定理を証明する. なお, 特
に断りが無いかぎり $0\leq s\leq\pi$ とする.

数理解析研究所講究録 1441巻 2005年 44-49



45

図 1: The shape of $\theta(s)$ .

図 2: The wave profiles.

定理 2.1 いま, $\theta(s)$ の上界関数と下解関数が

$0\leq\underline{\theta}(s)\leq\theta(s)\leq\overline{\theta}(s)$ ,

と与えられているとき
$J(\underline{\theta}, \overline{\theta})(s)\leq\theta(s)\leq J(\overline{\theta}, \underline{\theta})(s)$ ,

が成立する .
ここで

$J( \phi, \varphi)(6^{\tau})=\frac{1}{6\pi}.\int_{0}^{\pi}\mathrm{c}.\mathrm{o}\mathrm{t}\frac{t}{2}\cdot\log(1+\frac{\int_{|s-t|}^{\pi-|s+t-\pi|}\sin\phi(w)}{\int_{0}^{\min(s_{7}|s-t_{1}^{\mathrm{I}})}\sin\varphi(w)dw+\int_{\min(s,|}^{|s-t|}}\frac{dw}{s-t|)\sin\phi(w)cl_{l}u/}.)dt$.
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証明 (1.2) より,

$\theta(s)=\frac{1}{3\pi}\int_{0}^{\pi}\frac{\mathrm{s}^{1}\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}\epsilon^{1}}{\cos s-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{t}t}\cdot\log(\oint_{0}^{t}\sin\theta(w)dw)dt$

$\leq\frac{1}{3\pi}\oint_{0}^{\pi}\frac{\sin s}{\zeta j\mathrm{o}\mathrm{s}s-\cos t}.\cdot\log(\oint_{0}^{t}\sin(1_{w<s}\cdot\theta(w)+1_{u\prime\geq \mathrm{S}}\cdot\overline{\theta}(w))dw)dt$.

$= \frac{1}{6\pi}.\int_{\{)}^{\pi}\mathrm{r}\cdot.\mathrm{o}\mathrm{t}\frac{t}{2}\cdot\log(\frac{\int_{0}^{\pi-|s+t-\pi|}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{I}1(1_{w<s}\cdot\theta(w)+1_{w\geq s}\cdot\overline{\theta}(\uparrow()))clw}{\int_{0}^{|s-t|}\mathrm{s}\mathrm{i}11(1_{u’<s}\cdot\theta(w)+1_{?l\geq s}\cdot\overline{\theta}(w))dw},)\iota f_{l}t$

$= \frac{1}{\mathrm{C}\pi}\oint_{0}^{7\Gamma}\cot\frac{t}{2}\cdot\log(1+\cdot\frac{\int_{|s-t|}^{\pi-|s+t-\pi|}\mathrm{s}^{\mathrm{Y}}\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}(1_{w<s}\cdot\theta(w)+1_{w\geq s}\cdot\overline{\theta}(v)))dw}{\int_{0}^{1\mathrm{i}\mathrm{n}\langle s,|s-t|\rangle}\mathrm{I}1\mathrm{s}\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}\theta(w)dw+\int_{\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{i}_{11}(s,|s-t|)}^{|s-t|}\mathrm{s}\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}\overline{\theta}(\cdot w)du)})dt$

$\leq\frac{1}{6\pi}.\oint_{0}^{\pi}\cot\frac{t}{2}\cdot\log(1+\frac{\int_{|s-t|}^{\pi-|s+\ell-\pi_{1}^{\mathrm{i}}}\mathrm{b}^{\tau}\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}\overline{\theta}(w)dw}{\int_{0}^{\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}(s,|s-t|)}\mathrm{s}\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}\underline{\theta}(w)dw+\int_{\Pi 1\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}\langle s,|s-t_{\mathrm{I}}^{1}\rangle}^{|s-t|}\mathrm{i}^{1}\mathrm{i}\mathrm{n}\overline{\theta}(\cdot w)dvJ},)clt$.

よって, $J(\overline{\theta},\underline{\theta})(\mathit{8})$ は $\theta(s)$ の上界関数となる. 同じようにして, $J(\underline{\theta}, \overline{\theta})(s)$ が下界関数
となることも示される $\square$

3 解の存在範囲の限定
我々はまず, メインの証明に取り掛かる前の準備として, $0<s\leq\pi$ において

(3.1) 0.0005 $\cdot 1_{s\leq\pi/2}\leq\theta(s.)\leq\pi/2$ ,

なる不等式を用意した. ここで $1_{I4}$ は条件 $A$ が正のとき 1 を, 偽のときに 0 を取る関数
である. これらは, 正値解の上界と下界を与えるものである.
右側の不等式は [1] $t$こよる. 左側の不等式については以下で証明を与える.

補題 3.1 $0<\mathrm{e}9\leq\pi/2$ なる $6^{\backslash }$ で $\theta(s)\geq 0.0005$ が成立する

証明 $a\leq 0.99\cdot\pi/2$ を $0<s\leq a$ なる $s$ で $\theta(s)\geq 0.0005$ が成立するような正数
とする. Axnick et a1.[2] により $\lim_{s\downarrow 0}\theta(s)=\pi/6$ が証明されているので. このような $a$

は必ず存在する.
このとき定理 2.1 を用いると $a\leq$ $s \leq.\frac{100}{9_{\backslash }9}a$ なる $s$ について
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$\theta(s)\geq\frac{1}{6\tau_{1}}\int_{s-a}^{s+a}\cot\frac{t}{2}\cdot\log(1+\frac{(a-|s-t|)\sin 0.000_{\partial}^{r}}{|s-t|})dt$
.

$= \frac{1}{6\pi}.I_{0}^{\Omega}\overline{\mathrm{s}\mathrm{i}}^{\frac{\sin s}{\mathrm{n}\frac{s-t}{2}\mathrm{s}\mathrm{i}_{11\frac{s+\ell}{2}}}\cdot\log}..(1+\frac{a-t}{t}\mathrm{s}\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}0.0005)dt$

$= \frac{1}{6\pi}.\int_{0}^{a}\frac{2}{s^{l}-t}\cdot\log(1+\frac{a-t}{t}\mathrm{s}\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}0.0005)dt$

$=. \frac{1}{\mathrm{d}\pi}\oint_{0}^{1}\frac{1}{\frac{100}{99}-t}\cdot\log(1+\frac{1-t}{t}\mathrm{s}.\mathrm{n}0.0005)dt=0.000501\cdots\geq 0.0005-$

よって帰納的に $0<s\leq\pi/2$ なる $s$ で $\theta(s)\geq 0.0005$ .
なお, 最後の積分の計算には精度保証を用いている. 口

次に我々は, (3.1) を初期値とし, 定理 2.1 を反復して用いることにより解の存在範囲
を限定した.
その際汎関数 $J$ tまそのままでは計算機に乗せられないので

$J( \phi, \varphi)(s.)=\frac{1}{6\pi}.\int_{0}^{1}s\cot\frac{st}{2}\cdot\log(1+\frac{\int_{1-t}\mathrm{s}^{\backslash }\mathrm{i}|1+t-\frac{\pi}{s}|\mathrm{n}.\phi(\mathrm{b}^{1}t\mathit{1}j)d-.\cdot w\frac{\pi}{\mathit{8}}}{\int_{0}^{1-t}\mathrm{s}^{\neg}\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}\varphi(5?f\prime)d\iota v})dt$

$+ \frac{1}{6\pi}.\oint_{\frac{s}{\pi}}^{1}\frac{5}{t^{\mathit{2}}}.(,\cdot \mathrm{o}\mathrm{t}\frac{s}{2t}\cdot\log(1+\frac{\int_{-1}\mathrm{s}\mathrm{i}_{11}\phi(\mathrm{s}^{\urcorner}\prime w)du\prime\frac{\pi}{\frac t1\mathrm{s}}-|1+\frac{1}{t}-\frac{\pi}{s}|}{\int_{0}^{\min(\frac{1}{t}}\mathrm{s}\mathrm{i}_{11}\varphi(sw)dw+\int_{\mathrm{m}\mathrm{i}_{11}(1,-1)}^{--}\mathrm{b}\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}\phi(su))cl?lJ1,-1)\frac{1}{\dagger}1\frac{1}{t}},.)dt$,

と変形し, 小積分区間ごとに

$l^{s:+\triangle x} \frac{p_{3}}{p_{1}+p_{2}(t-\alpha\cdot)}.\cdot\log(1+\frac{p_{6}+p_{7}(t-x\cdot)}{p_{4}+p_{5}(x+\triangle\prime x-t)})dt$ ,

という形で評価して精度保証に持ち込んでいる.

これらの計算は全て浮動小数点演算の丸め誤差まで厳密に評価しながら行うので, 得
られた計算結果は数学的にも正しいといえる.

4 解の一意性の証明

Stokes極限波の解の存在範囲が十分に限定された後, 我々は縮小写像を評{市する事
により解の一意性を示すことができた.
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まず, 以下のようにして Stokes極限波の解を挟み込む関数列を作る

$\{$

診
$h\cdot+1$

$(s)=\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}(\overline{\theta}_{k}.(s.),$ $J(\overline{\theta}_{k}., \underline{\theta}_{\mathrm{A}}.)(s))$ (斥 $=0,1,$ $\cdots$ ),

$\underline{\theta}_{\mathrm{A}\cdot+1}(s)=\iota 11\mathrm{a}\mathrm{x}(\underline{\theta}_{k^{\mathrm{v}}}(s),$ $J(\underline{\theta}_{k}., \overline{\theta}_{k}.)(s))$ $(k=0,1, \cdots)$ .

ここで $7l$ を固定し, $g(15^{1})$ を $0\leq s\leq\pi$ で正値を取る関数とすると, $\mathrm{A}^{\backslash }$. $\geq n$ なる届こつ

いて

$. \frac{\overline{\theta}_{k+1}-\underline{\theta}_{\mathrm{A}\cdot+1}}{g(s)}\leq.\frac{J(\overline{\theta}_{k}.,\underline{\theta}_{k})(g^{1})-J(\underline{\theta}_{k},\overline{\theta}_{k})(s)}{g(s)}.\cdot$

$\leq.\frac{1}{6\pi g(\mathrm{s}^{\gamma})}\oint_{0}^{\pi}$ c.ot $\frac{t}{2}\cdot(.\cdot\frac{\int_{|s-t|}^{\pi-|s+\ell-\pi|}\sin\overline{\theta}_{L}(w).du)\cdot\int_{0}^{\iota\iota 1\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}(s,|s-t|)}(\overline{\theta}_{k}(w)-\underline{\theta}_{k}(w))d}{\int_{0}^{\mathrm{r}\mathfrak{n}\mathrm{i}\mathrm{n}(s,|s-t|\rangle}\mathrm{s}\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}\underline{\theta}_{k}(w)dw+f_{11\iota \mathrm{i}\prime 1(s,|s-t|)}^{|s-t|}\mathrm{s}\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}\overline{\theta}_{\mathrm{A}}.(1w)d\cdot\iota\iota)}.-1lJ$

$+ \oint_{|s-t|}^{\pi-|s+t-\pi|}.(\overline{\theta}_{\mathrm{A}}.(w)-\underline{\theta}_{k}.(w))dw)$

$\cross,\frac{dt}{\int_{0}^{\mathrm{n}1\mathrm{i}\mathrm{n}(s^{\backslash \mathrm{I}}s-t|)}1\mathrm{s}^{1}\mathrm{i}_{11}\overline{\theta}_{k^{\wedge}}(w)d^{J}w+\int_{111\mathrm{i}\mathrm{r}1(s,|s-t|)}^{\pi-|s+t.-\pi|}(^{1\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}\underline{\theta}_{k}.(\cdot llJ)?lJ}(\oint_{J}}.‘$

’

$\leq.\frac{1}{6\pi g(s)}.\int_{0}^{\pi}\cot\frac{t}{2}\cdot(.\frac{\int_{|\mathrm{s}-t|}^{\pi-|s+t-\pi|}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}\overline{\theta}_{n}(w)dw\cdot\int_{0}^{\mathrm{n}1\mathrm{i}_{11}(s,|\epsilon-t|)}1g(\tau v)\mathrm{r}t!ll\prime}{f_{0}^{|s-t|}\mathrm{s}\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}\underline{\theta}_{7l}(uJ)(l\cdot w}$

.

$+ \oint_{|s-t|}^{\pi-|s+t-\pi|}.g(\cdot w)dw)\cdot\frac{dt}{\int_{0}^{\pi-|s+t-\pi|}\sin\underline{\theta}_{n}(w)dw}\cdot \mathrm{s}’\iota 11)\frac{\overline{\theta}_{k^{\backslash }}(_{6^{1}})-.\underline{\theta}_{\mathrm{A}}.(s\cdot)}{g(s)}0<s\leq\pi$.

右辺を

$\frac{G(\overline{\theta}_{1l},\underline{\theta}_{l},,g)(s)}{g(9)}.\cdot \mathrm{s}\iota\iota \mathrm{p}.\frac{\overline{\theta}_{k}(s^{\backslash })-\underline{\theta}_{\mathrm{A}}.(s)}{g(s)}0<s\leq\pi$

’

と書くと

$0<s. \leq\pi \mathrm{s}\iota\iota \mathrm{p}.\frac{\overline{\theta}_{k+1}-\underline{\theta}_{k*+1}}{g(s)}\leq \mathrm{S}11\mathrm{p}\frac{G(\overline{\theta}_{n},\underline{\theta}_{n},g)(s)}{g(s)}0<s\leq\pi$ . $0<s \leq\pi \mathrm{s}^{\backslash }\mathrm{u}\mathrm{p}.\frac{\overline{\theta}_{\mathrm{A}}(s)-.\underline{\theta}_{\mathrm{A}}.(s^{i})}{g(_{\mathrm{b}})}$,

が成立する. つまり, ある $n$ に対して

$0<s \leq\pi \mathrm{s}\iota\iota \mathrm{p}.\frac{G(\overline{\theta}_{n},\underline{\theta}_{n},g)(s)}{g(s)}<1$

となるような $g(6^{\urcorner})$ を見つけることができれば-意性が証明されたことになる.
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どのようにしてこのような $g(s)$ は以下のような反復によって求めた.

$\{$

$g_{0}(s)=1$ ,

$g_{p+1}(s)= \frac{G(\overline{\theta}_{?l},\underline{\theta}_{n},g_{l^{1}})(s)}{\sup_{0<s\leq\pi}G(\overline{\theta}_{n7}\underline{\theta}_{\mathrm{z}},g_{P})(6^{\neg})},\cdot$

実際に $G$ の評価を行う際には $J$ を計算した時と同様に, 積分範囲を $0<t\leq 6^{\cdot}$ と

$\dot{5}$

. $\leq t\leq\pi$ に分けて計算している.

分点数 20000 で計算したところ, $n=54,$ $p=1\mathrm{S}$ で一意性の証明に成功した,
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