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Volterra’s perspective on
the Lotka-Volterra equations with

anti-symmetric interactions and related topics1

反対称相互作用を持つロトカ・ヴォルテラ方程式に対する
ヴォルテラの考察とその周辺

九州大学大学院数理学研究院 今 隆助 (Ryusuke Kon)

1 ロトカ・ヴォルテラ方程式

本稿では, Vito Volterra の論文 “Principes de biologie mathematique, Acta Bio-
theoretica 3, 1-36, (1937)” の一部とそれに関連する研究結果を紹介することを目的
としている. Volterra (1937) の論文は Scudo and Ziegler (1978) により再編集されて
いる. また, 本稿で扱う内容は [2, 1, 7] などでも一部紹介されている.

Volterra (1937) が考察したモデルは以下の常微分方程式系である :

$\frac{dx_{i}}{dt}=x_{i}(\epsilon_{i}+\frac{1}{\beta_{i}}\sum_{j=1}^{n}\tilde{a}jixj)$ , $\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots$ , $n$ . (1)

両辺に $\beta_{i}$ をかけると,

$\beta_{i}\frac{dx_{i}}{dt}=x_{i}(\epsilon_{i}\beta_{i}+\sum_{j=1}^{n}\tilde{a}_{ji}x_{j})$ , $\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots,$

$n$

となる. この方程式系は現在ロトカ・ヴォルテラ方程式と呼ばれている. 各変数 $x_{i}(t)$ ,
$\mathrm{i}=1,2,$

$\ldots$ , $n$ は時刻 $t$ における生物種 $\mathrm{i}$ の個体数を表しており, パラメータ $\epsilon_{i}>0$

は生物種 $\mathrm{i}$ の内的自然増加率 (密度効果がないときの単位時間当たり 1 個体当たりの
出生数), $\beta_{i}>0$ は生物種 $i$ の平均個体重量, $\tilde{a}ji$ は生物種 $j$ が生物種 $i$ の総重量の増
加に与える影響を表している. Volterra (1937) は特にパラメータ $\tilde{a}j\mathrm{i}$ により成る行列
$\tilde{A}=(\tilde{a}ji)$ が次の仮定 (H1) を満たしている場合に着目した :

$(\overline{\mathrm{H}}1)\overline{A}=-\tilde{A}^{\mathrm{T}}$ が成り立つ.

この仮定 (H1) は次のことを意味している.

$\bullet$ $\tilde{a}ii=0,$ $i=1,2,$ $\ldots,$
$n$ であるため, 各生物種の増殖率は自己密度に依存しない,. $\tilde{a}ij\tilde{a}ji<0$ , $\mathrm{i}\neq j,$ $\mathrm{i},j\in\{1,2, \ldots, n\}$ であるため, 2種間の相互作用は捕食者.

被食者関係のみである ($\tilde{a}ji>0$ のとき, 種 $\mathrm{i}$ が捕食者で種 $j$ が被食者). また,

捕食した生物の重量だけ捕食者の総重量が増えると仮定している (当量仮説).

lThis work was partially suPported by the 21 Century COE Program “Development of Dynamic
Mathematics with High Functionality” of the Ministry of Education, Culture, Sports, Science and
Technology of Japan.
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最近のロトカ・ヴォルテラ方程式の表記と一致させるために, 本稿ではパラメータを

以下のように置き変える :

$r_{i}=\epsilon_{i}$ , $a_{ij}= \frac{\overline{a}_{ji}}{\beta_{i}}$ , $\mathrm{i},j\in\{1,2, \ldots, n\}$ .

このとき, 方程式 (1) fま以下のように書ける :

$\frac{dx_{i}}{dt}=x_{i}$ ( $r_{i}+ \sum_{j=1}^{n}$ aijxj), $\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots,$

$n$ . (2)

また, 仮定 ( $H1$戸ま行列 $A=(a_{ij})$ に対して以下のようになる :

もし行列益が反対称行列であれば仮定 (H1) は直ちに成り立つ. 以下では仮定 (H1)

のもとで方程式 (2) が持つ性質を調べる,

本稿を通して以下の記号を用いる : $\mathrm{x}=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})$ , 正錘 $\mathbb{R}_{+}^{n}=\{\mathrm{x}\in \mathbb{R}^{n}$ : $x_{1}\geq$

$0,$ $x_{2}\geq 0,$
$\ldots,$

$x_{n}\geq 0\}$ , 正錘の壌界 $\mathrm{b}\mathrm{d}\mathbb{R}_{+}^{n}:=\{\mathrm{x}\in \mathbb{R}_{+}^{n} : x_{1}x_{2}\cdots x_{n}=0\}$ , 正錘の内

部 $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathbb{R}_{+}^{n}=\mathbb{R}_{+}^{n}\backslash \mathrm{b}\mathrm{d}\mathbb{R}_{+}^{n}$ , 方程式 (2) の内部平衡点 $\mathrm{p}=(p_{1},p_{2}, \ldots,p_{n})$ .

2 保存量

仮定 (H1) が成り立つとき, 方程式 (2) は保存量を持つことが知られている.

定理 1 ([4], p.130 参照)

(H1) を仮定する. さらに, 方程式 (2) は内部平衡点 $\mathrm{p}\in \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathbb{R}_{+}^{n}$ を持つと仮定する.

このとき, 初期値 $\mathrm{x}(0)\in \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathbb{R}_{+}^{n}$ に対する解 $\mathrm{x}(t)$ は次の等式を満たす :

$\backslash$

$V_{1}( \mathrm{x}).--\prod_{i=1}^{n}(\frac{e^{x_{i}}}{x_{i}^{pi}})^{d_{i}}=C$ .

ここで, $C$ は初期値によって決まる定数である.

証明.

$\mathrm{p}$ は方程式 (2) の内部平衡点なので, 次の等式を満たす ;

$n$

$r_{i}+ \sum_{j=1}a_{ij}p_{j}=0$
, $i=1,2,$ $\ldots,$

$n$ .

両辺に $d_{i}p_{i}$ をかけ, $\mathrm{i}=1$ から $n$ まで足し合わせると,

$\sum d_{i}r_{i}p_{i}+\sum\sum d_{i}a_{ij}p_{i}\acute{p}_{j}nnn=0$

$i=1$ $i=1j=1$
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となり, 行列 $DA=(d_{i}a_{ij})$ の反対称性を利用すると,
$n$

$\sum d_{i}r_{i}p_{i}=0$ (3)
$i=1$

を得る.
方程式の形から $\mathrm{b}\mathrm{d}\mathbb{R}_{+}^{n}$ は不変集合であることが分かる. よって $i\mathrm{n}\mathrm{t}\mathbb{R}_{+}^{n}$ も不変集合で

ある. このことは, 初期値 $\mathrm{x}(0)\in i\mathrm{n}\mathrm{t}\mathbb{R}_{+}^{n}$ に対する解 $\mathrm{x}(t)$ は常に正であることを保証

している. 以下では,

$\sum_{--\eta}^{\tau\iota}d_{i}(\frac{dx_{i}}{dt}-p_{i}\frac{1}{x_{i}}\frac{dx_{i}}{dt})$

$\overline{f=1}$
$\backslash ar$ $x_{i}a \mathrm{z}\int$

が時刻 $t$ によらず常にゼロであることを示す. 上式に方程式 (2) の右辺を代入し, 変形

すると, 次の等式を得る :

$. \sum_{--\eta}^{n}d_{i}(\frac{dx}{d}.\frac{.i}{t}-p_{i}\frac{1}{x_{\iota}i}\cdot\frac{dx_{i}}{dt})$ $=$
$. \sum_{\prime-\urcorner}^{n}\mathrm{i}d_{i}x_{i}(r_{i}+.\sum_{\cap-\eta}^{n}a_{ij}x_{j})-p_{i}d_{i}(r_{i}+.\sum_{-}^{n}a_{ij}x_{j})n-1\}$

$\overline{i=1}$
$\backslash a\tau$ $x_{\iota}ia \tau\int$

$\overline{i=1}1$
$\overline{j=1}$ $\overline{i=1}$

$=$
$\sum r_{l}d_{i}x_{\mathrm{z}}+\sum\sum x_{i}d_{i}a_{ij^{X}j}nnn$

$i=1$ $i=1g=1$

$- \sum(p_{i}d_{i}r_{i}n+\sum p_{i}d_{l}a_{ij}x_{j})n$ .
$i=1$ $j=1$

ここで, 式 (3) と行列 DA の反対称性を利用すると,

$\sum_{i=1}^{n}d_{i}(\frac{dx_{i}}{dt}-p_{i}\frac{1}{x_{i}}\frac{dx_{i}}{dt})$ — $\sum_{i=1}^{n}r_{i}d_{i}x_{i}-\sum_{i=1}^{n}\sum_{j=1}^{n}p_{i}d_{i}a_{ij}x_{j}$

$=$
$\sum r_{i}d_{i}x_{i}+\sum\sum p_{i}d_{j}a_{ji}x_{j}nnn$

$i=1$ $i=1j=1$

$=$
$\sum r_{i}d_{i}x_{i}+\sum\sum x_{i}d_{i}a_{ij}p_{j}nnn$

$i=1$ $i=1j=1$

$=$
$\sum d_{i^{X}i}(r_{i}+\sum a_{ij}p_{j})nn=0$ .
$i=1$ $j=1$

よって,

$\sum_{i=1}^{n}d_{i}$ ( $\frac{dx_{i}}{dt}-$ $p_{i} \frac{1}{x_{i}}\frac{dx_{i}}{dt})=0$

の両辺を積分すると,

$\sum d_{i}(x_{i}-p_{i}\ln x_{i})n=C’$

$i=1$

が求まり, 変形すると目的の等式を得ることができる.

口
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3 パーシステンス (存続性)

本節では, 前節で求めた保存量を用いて方程式 (2) の身空が $\mathrm{b}\mathrm{d}\mathbb{R}_{+}^{n}$ から正の距離は

なれたコンパクト集合におさまることを示す.
定理 2 ([4], $\mathrm{p}.130$ 参照)

(H1) を仮定する. さらに, 方程式 (2) は内部平衡点を持つと仮定する. このとき, 初

期値 $\mathrm{x}(0)\in i\mathrm{n}\mathrm{t}\mathbb{R}_{+}^{n}$ に対する解 $\mathrm{x}(t)$ に対して, $\delta,$ $D>0$が存在して, $\delta<x_{i}(t)<D$ ,

$i=1,2,$ $\ldots,$
$n$ が任意の $t\geq 0$ に対して成り立つ. すなわち, 方程式 (2) は (強意

の) パーシステントである.

証明.

定理 1 から次の等式が成り立つ :

$( \frac{P^{x_{1}},}{x_{1}^{\mathrm{P}1}})^{d_{1}}(\frac{e^{x_{2}}}{x_{2}^{p_{2}}})^{d_{2}}\cdots(\frac{e^{x_{n}}}{x_{n^{n}}^{p}})^{d_{n}}=C$ .

ここで, $yi=x_{i}/p_{i},$ $\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots,$ $n,$

$C’=Cp_{1}^{p_{1}d_{1}}p_{2}^{p_{2}d_{2}}\cdots p^{p}\sim^{d_{n}}$ とおくと, 上の式は

次のようになる :

$( \frac{e^{y_{1}}}{y_{1}})^{p_{1}d_{1}}(\frac{e^{y_{2}}}{y_{2}})^{p_{2}d_{2}}\cdots(\frac{e^{y_{n}}}{y_{n}})^{p_{n}d_{n}}=C’$. (4)

いま, 解 $\mathrm{x}(t)$ は正であるから, $(y_{1}(t), y_{2}(t),$ $\ldots$ , $y_{n}(t))$ も正である. よって,

$\frac{e^{y_{i}}}{y_{i}}\geq e,\dot{\iota}=1,2,$
$\ldots,$

$n$

が常に成り立っていることが分かる. 式 (4) から

$( \frac{e^{y_{i}}}{y_{\iota}j})^{p_{i}d_{i}}$ $=$

$C’$

$\prod_{j=1,j\neq i}^{n}(\frac{e^{y}i}{y_{j}})^{p_{j}d_{j}}$

$\leq$ $\frac{C’e^{p_{i}d_{\mathrm{i}}}}{\prod_{j=1}^{n}e^{p_{j}d_{\mathrm{j}}}}=Ke^{p_{i}d_{i}}$.

ここで, $K=C’/ \prod_{j=1}^{n}e^{p_{j}d_{\mathrm{j}}}$ . さらに,

$\frac{e^{y_{\dot{x}}}}{y_{\overline{l}}}\leq eK^{\frac{1}{p_{i^{d}i}}}$

となり, 関数 eyi/統の形状から, この不等式は $y_{i}$ がある正の区間 $[\delta’, D’]$ にあること

を意味している. よって, $x_{i}$ もある正の区間 $[\delta, D]$ にあることが分かる.

口
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4 個体数の時間平均に対する Volterraの原理

本節では前節の結果を用いて, 個体数の時間平均について考察する.

証明.

方程式 (2) から

$\frac{d}{dt}\ln x_{i}=r_{i}+\sum_{j=1}^{n}a_{ij}x_{j}$

が成り立つ. 両辺を $t=0$ から $T$ まで積分すると,

$\frac{\ln x_{i}(T)-\ln x_{i}(0)}{T}=r_{i}+\sum_{j=1}^{n}a_{ij}\overline{x}_{j}(T)$ (5)

となる. ここで

$\overline{x}_{j}(T)=\frac{1}{T}\int_{0}^{T}\tau_{j}’(t)dt$

である. 定理 2 を用いると, $\delta$ く $\overline{x}j(T)<D,$ $j=1,2,$ $\ldots,$
$n$ が任意の $T\geq 0$ に対して

成り立っていることが分かる. よって適当な部分列 $Tjarrow\infty$ に対して

$\lim_{jarrow\infty}(\overline{x}_{1}(T_{j}), \overline{x}_{2}(T_{j}),$ $\ldots,\overline{x}_{n}(T_{j}))=(\overline{x}_{1},\overline{x}_{2}, \ldots,\overline{x}_{n})$

となり, 式 (5) から

$0=r_{i}+ \sum_{j=1}^{n}a_{ij}\overline{x}_{j}$

が得られる. よって, $\overline{\mathrm{x}}=(\overline{x}_{1,2}\overline{x},$

$\ldots,$
$\overline{x}_{n}$ } は方程式 (2) の平衡点である. また-xj $\geq\delta>0$

だから, $\overline{\mathrm{X}}\in \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathbb{R}_{+}^{n}$ である.
内部平衡点は唯一だから, $\overline{\mathrm{x}}=\mathrm{p}$ となる. 上の結果から, $\overline{\mathrm{x}}(Tj)$ が収束する任意の

部分列 $T_{j}arrow\infty$ について $\lim_{jarrow\infty}\overline{\mathrm{x}}(T_{j})=\mathrm{p}$ であるから, $\lim_{Tarrow\infty}\overline{\mathrm{x}}(T)=\mathrm{p}$ である.

口
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5 摂動が平均個体数に与える影響 :D’Anconaの疑問に対する
一般的な回答

本節では, 次の問題について考える :『第一次世界大戦後, アドリア海における漁

獲高を調べてみると, 戦前と比べて捕食者の数が非常に大きくなっていることが発見
された (表 1 及び図 1 参照). もちろん, オーストリアとイタリアの間に起こった戦

争が漁業活動を中断させていたわけだが, それにしてもなぜこの中断が被食者より捕

食者に有利に働いたのであろうか ? ([3], Chapter 2 参照) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ . Volterra は方程式 (2) の

$n=2$ の場合を解析し, この疑問に答えた. 本節では, $n>2$ の場合に一般化された

Volterra(1937) の結果を紹介する.

$\overline{\overline{\Phi\Phi}}$190519101911191219131914 19151916
トリエステ –5.7 8.89.515.7 14.6 7.6 16.2
フイウム ——– – 119 214 22. 1

$\wedge^{\backslash ^{\backslash }}=\text{ス}21.8-------\overline{\overline{1917191\mathrm{S}19191920192119221923}}$

154–19.9 15.8 13.3 10.7 10.2
21.1 36.4 29.3 16.0 15.9 14.8 10.8

$-\underline{--30.925.325.926.426.3}$
表 1: 全水揚げ量のうちサメの占めるパーセンテージ ([5, 8] 参照).

図 1: 表 1 のグラフ. 実線がトリエステ, 点線がブイウム, 一転鎖線

がベニスのグラフ.



178

Volterra (1937) は方程式 (2) の内的自然増加率 $r_{i}$ に摂動を加えることにより, 漁業

活動の有無を表現した. 具体的には方程式 (2) (漁業活動なしの場合) と次の方程式

(漁業活動ありの場合) の解の時問平均を比較した :

$\frac{dx_{i}}{dt}=x_{i}(r_{i}+\Delta r_{i}+\sum_{j=1}^{n}a_{ij}x_{j})$ . (6)

ここで, $\Delta r_{i}<0,$ $i=1,2,$ $\ldots,$
$n$ とする.

証明.

定理 3 から, 個体数の時間平均は内部平衡点に等しいので, 以下では内部平衡点の

変化に注目する.
(i): 方程式 (2) と (6) の内部平衡点をそれぞれ $\mathrm{p}=(p_{1},p_{2}, \ldots,p_{n}),$ $\mathrm{p}+\Delta \mathrm{p}=(p1+$

$\Delta p_{1},p_{2}+\Delta p_{2},$ $\ldots,p_{r\iota}+\Delta p_{n})$ とする. 内部平衡点 $\mathrm{p}+\Delta \mathrm{p}$ は次の式を満たす :

$(_{\backslash }r_{i}+ \Delta r_{i})+\sum_{j=1}^{n}a_{ij}(p_{j}+\Delta p_{j})$ $=$ 0

$\Delta r_{i}+\sum_{j=1}^{n}a_{ij}\Delta p_{j}$ $=$ 0. (7)

$\Delta r_{i}<0$ だから, $\Delta p_{1},$ $\Delta p_{2},$

$\ldots,$
$\Delta p_{n}$ の中にゼロでないものが存在する.

式 (7) の両辺に $d_{i}\Delta pi$ をかけて, $\mathrm{i}=1$ から $n$ まで足し合わせると,

$\sum_{i=1}^{n}d_{i}\Delta r_{i}\Delta p_{i}+\sum_{i=1}^{n}\sum_{j=1}^{n}d_{i}aii\Delta pj\Delta p_{i}=0$

となり, $DA=(d_{i}aij)$ の反対称性を使うと,

$\sum_{i=1}^{n}d_{i}\Delta r_{i}\Delta p_{i}=0$

となる. よって, $\Delta r_{1}\Delta p_{1},$ $\Delta r_{2}\Delta p_{2},$

$\ldots,$
$\Delta r_{n}\Delta p_{n}$ がすべてゼロであったり同符号であ

ることはないから, $\Delta p_{1},$ $\Delta p_{2},$

$\ldots,$
$\Delta p_{n}$ の中に異符号のものが存在する.

$\underline{(i^{\mathrm{i}\mathrm{i}})}$
$(i)$ の結果から, $\Delta pk>0$ となる $k$ が存在するから, 簡単のため $k=1$ として考

える. $\Delta p_{1}>0$ であるとき, 次の 2 つに場合分けるできる :
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(I): $a_{12},$ $a_{13},$ $\ldots,$ $a_{1n}$ のうちどれかが負

(II): $a_{12},$ $a_{13},$ $\ldots,$ $a_{1n}$ のすべてが正かゼロ.

(I) の場合, 明らかに種 1 はある種に捕食されているが, 平均個体数は増加している.

次に (II) の場合を考える.

$\Delta r_{1}+\sum_{j=1}^{n}a_{1j}\Delta p_{j}=0$

が成り立っており, $\Delta r_{1}<0$ かつ $a_{12},$ $a_{13},$ $\ldots,$ $a_{1n}$のすべてが正かゼロだから, $\Delta p_{S}>0$

となる $s$ が存在しなくてはいけない. このとき, 種 $s$ は種 1 に捕食されているが, 平

均個体数は増加している.
(iii): (i) の結果から, $\Delta p_{1}>0$ と仮定すると, $\Delta p_{2},$ $\Delta p_{3},$

$\ldots$ , \Delta p。のうちどれかは

負—-$- \mathrm{c}^{\theta}$ $\text{あ}$ る. いま簡単のため, $\Delta p_{2}<0$ として考える. このとき, 次の 2 つに場合分け

できる ;

(I): $a_{21},$ $a_{23},$ $\ldots,$ $a_{2n}$ のうちどれかが正.

(II): $a_{21},$ $a_{23},$ $\ldots,$ $a_{2n}$ のすべてが負か $\not\subset^{\backslash }$

$\text{ロ}$ .
(I) の場合, 明らかに種 2 はある種を捕食しているが, 平均個体数は減少している. 次

に (II) の場合を考える.

$\Delta r_{2}+\sum_{j=1}^{n}a_{2j}\Delta p_{j}=0$

が成り立っており, $\Delta r_{2}<0$ かつ $a_{22},$ $a_{23},$ $\ldots,$ $a_{2n}$ のすべてが負かゼロだから, $\Delta p_{\mathrm{S}}<0$

となる $s$ が存在しなくてはいけない. このとき, 種 $s$ は種 2 を捕食しているが, 平均

個体数は減少している.

口

群集内の生物種は次の 3 $’\supset$忌分類できる (図 2参照) :(X) : 捕食されているが, 捕

食していない. (Y) : 捕食しているし, 捕食されている. (Z) : 捕食しているが, 捕食

されていない. (X) や (Z) だけで成っている群集はないことが分かる. この分類を用
いると定理 4 の結果 (ii) と (iii) は次のように言い換えることができる :

(i)’: 平均個体数が増加した種の中には (X) か (Y) がいる.

(ii)’: 平均個体数が減少した種の中には (Y) か (Z) がいる.

さらに, (X) と (Z) だけから成る群集について考えると, 次のように言える :

(i)” 平均個体数が増加した種の中には (X) がいる.

(ii)”: 平均個体数が減少した種の中には (Z) がいる.
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(a) (b) (c)

図 2: (a): (X), (Y), (Z) から成る群集の例. (b): (X), (Y) だけから
成る群集の例. (c):(Y) だけから成る群集の例.

6 Volterra によるロトカ・ヴォルテラ方程式の物理学的考察

6.1 人口学的エネルギ保存則

ここでは, 仮定 (H1) を満たすロトカ・ヴォルテラ方程式 (2) が従っているエネルギ
保存則を紹介する ([4], pp.242-245参照).

Volterra (1937) は次のように定義される $X_{i}$ を生命量 (quantity of life) と呼んだ :

$X_{i}(t)= \int_{0}^{t}x_{i}(s)ds$ .

この生命量 $X_{i}$ を用いると方程式 (2) は次のように書ける :

$X_{i}’’=X_{i}’(r_{i}+ \sum_{j=1}^{n}a_{ij}X_{j}’)$

ここで, $X_{i}’=dX_{i}/dt,$ $X_{i}’’=d^{2}X_{i}/dt^{2}$ である. この両辺に $d_{i}$ をかけ, $i=1$ から $n$

まで足し合わせると, $DA=(d_{i}a_{ij})$ の反対称性から,

$\sum_{i=1}^{n}d_{i}X_{i}’’-\sum_{i=1}^{n}d_{i}r_{i}X_{i}’=0$

を得る. 両辺を $t$ で積分すると,

$\sum_{i=1}^{n}d_{i}X_{i}’-\sum_{i=1}^{n}d_{i}r_{r}X_{i}+C_{1}=0$ (8)
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となる. ここで, $C_{1}$ は積分定数である.
Volterra (1937) は生命量 $X_{i}$ を用いて, 人口学的実在エネルギ $L$ (actual demogrpahie

energy) と人口学的潜在エネルギ $M$ (potential demographic energy) を次のように導

入した :

$L$ $=$
$\sum_{i=1}d_{i}X_{i}’$

$M$ $=$ $C_{2}- \sum_{i=1}^{n}d_{i}r_{i}X_{i}$ .

ここで, $C_{2}$ は定数である. このとき, 式 (8) を用いると,

$L+M=C_{1}+C_{2}$

となり, 人口学的実在エネルギと人口学的潜在エネルギの和 $L+M$ は保存量である

ことが分かる.
以下では, $d_{i}=\beta_{i},$ $i=1,2,$ $\ldots,$

$n$ のとき, すなわち, 平均個体重量 $\beta_{i}$ から成る対

角行列 $D=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}\{\beta_{1}, \beta_{2}, \ldots, \beta_{n}\}$ で仮定 (H1) が成り立っている場合に, エネルギ $L$ と

$M$ がどの様な意味を持っているのかについて考察する. 角は種 $i$ の平均個体重量であ

り, x可ま個体数であるから, $L= \sum_{i=1}^{n}$ Ax\sim ま実在している生物の総重量である. ま

た, $\beta_{i}rixi$ は単位時間当たりに捕食に関係せずに外界のエネルギを使って生まれる種
$i$ の総重量である ($r_{i}<0$ のときは, 死亡した個体の総重量). そのため, $\sum_{i=1}^{n}\beta irixi$

は単位時間当たりに捕食に関係せずに生まれる生物の総重量, すなわ外界のエネルギ
を使って生まれる生物の総重量となる. このことから,

$\sum_{i=1}^{n}\beta_{i}r_{i}X_{i}(t)=\sum_{i=1}^{n}\beta_{i}r_{i}\int_{0}^{t}x_{i}(s)ds$

は外界のエネルギを使って, 時刻 0 から $t$ までの間に生まれた生物の総重量であるこ

とが分かる. さらに, 定数 02 を時刻 $t=0$ において外界に存在しているエネルギを

重量に換算した値と考えると, $M=C_{2}- \sum_{i=1}^{n}\mathrm{A}riX_{i}(t)$ は時刻 $t$ において外界に存

在するエネルギの重量と解釈できる. よって, $L+M$ が一定ということは, 外界も含

めた全体の重量は不変であることを意味している (捕食された生物の重量は瞬時に捕

食した生物種の総重量に加算されていることに注意する).

62 ロトカ・ヴォルテラ方程式の変分問題

ここでは, 仮定 (H1) を満たす方程式 (2) の解がある変分問題の解として解釈できる
ことを示す. そこでまず, 次め関数 $\Phi$ を導入する :

$\Phi(X, X’)=\sum_{i=1}^{n}d_{i}X_{i}’\ln X_{i}’+\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{n}\sum_{j=1}^{n}d_{i}a_{ij}X_{i}’X_{j}+\sum_{i=1}^{n}d_{i}r_{i}X_{\dot{n}}$. (9)
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そして, 次の汎関数 $U(X)$ の極値として方程式 (2) の解が得られることを示す :

$U(X)= \int_{t_{0}}^{t}\Phi(X(s), X’(s))dt$ .

関数 $X$ が $U(X)$ の極値であるための必要条件は, $X$ が次のオイラーの方程式を満た
すことである :

$\frac{d}{dt}\frac{\partial\Phi}{\partial X_{i}’}-\frac{\partial\Phi}{\partial X_{i}}=0$ , $i=1,2,$ $\ldots,$
$n$ .

ここに式 (9) を代入し計算すると,

$\frac{d}{dt}(d_{i}\ln X_{i}’+d_{i}+\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{n}d_{i}a_{ij}X_{j})-(\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{n}d_{j}a_{ji}X_{j}’+d_{i}r_{i})=0$

となり, さらに計算していくと, 以下のようにロトカ・ヴォルテラ方程式を得る :

$d_{\dot{\mathrm{z}}} \frac{d}{dt}\ln X_{i}’$ $=$ $diri+ \frac{1}{2}\sum_{j=1}^{n}djajiX_{j}’+\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{n}d_{i}a_{ij}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$d_{i} \frac{1}{X_{i}’}\frac{dX_{l}’-}{dt}$ $=$ $d_{i}r_{i}+ \sum_{j=1}^{n}$
$d_{i}a_{ij}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\frac{dX_{i}’}{dt}$ $=$ $X_{i}’(r_{i}+ \sum_{j=1}^{n}a_{ij}X_{j}’)$ .

よって, ロトカ・ヴォルテラ方程式の解は, 上の変分問題の解である.

7 ロトカ・ヴォルテラ方程式とレプリケータ方程式の保存量

本節では, 前節まで扱っていたロトカ・ヴォルテラ方程式 (2) と次のレプリケータ
方程式が持つ保存量の関係について考察する :

$\frac{dy_{i}}{dt}=y_{i}$ ( $(B\mathrm{y})_{i}-\mathrm{y}$ . By), $\mathrm{i}=1,2,$ $\ldots$ , $n+1$ . (10)

ここで, 行列 $B=(b_{ij})$ は $(n+1)\mathrm{x}(n+1)$ 行列であり, 利得行列と呼ばれている. 変

数 $y\text{可}=1,2,$ $\ldots,$ $n+1$ は戦略 $\mathrm{i}$ をとるプレイヤの頻度を表している. そのため, 単

体 $\mathrm{S}_{n+1}=\{\mathrm{y}\in \mathbb{R}_{+}^{n+1} : y1+y_{2}+\cdots+y_{n+1}=1\}$ 上のダイナミクスが興味の対象とな

る. この単体 $\mathrm{S}_{n+1}$ は不変集合であることが容易に確認できる.
$(n+1)$ 変数 $y_{1},$ $y_{2},$ $\ldots,$ $yn+1$ のレプリケータ方程式 (10) と $n$ 変数 $x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots,$

$x_{n}$ の

ロトカ・ヴォルテラ方程式 (2) は次のように同値であることが知られている.
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定理 5 ([3], Theorem 751 参照)$l\epsilon\Leftrightarrow \mathrm{a}$
$\mathrm{t}\mathrm{t}^{\mathrm{o}}\mathit{1}$ ’ $\mathrm{I}\mathrm{I}1\mathrm{C}\mathrm{U}1^{-}\mathrm{C}\mathrm{I}\mathrm{I}1$ ‘ $\cdot\backslash \cdot \mathrm{J}\cdot.1$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}’\Gamma\iota \mathrm{R}J$

$r_{i}=b_{i,n+1}-b_{n+1,n+1}$ , $a_{ij}=b_{ij}$ – $b_{n+1,j}$ , $i$ , $j\in$ $\{1, 2, \ldots , n\}$
$4$; $T6$ . $\sim\vee$ $\emptyset\not\geq \mathrm{g}$ ,

$\mathrm{I}/7$ $\rceil)$ $\Psi-P\mathrm{i}\mathrm{F}\ovalbox{\tt\small REJECT}\cong \mathrm{R}(10)$
$\sigma)\Phi\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\epsilon$ $\kappa \mathrm{z}\vdash\ovalbox{\tt\small REJECT}$ . $p_{\mathcal{X}J\triangleright_{\overline{7}^{-}\overline{7}:F\mathrm{E}X(2)}}$ $\emptyset\#\lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}\wedge n_{\backslash }|^{A-},\grave{\mathrm{u}}\backslash \grave{\triangleleft}$

$l)^{-}\S$ $\Re\emptyset\varphi/p\cap\overline{\mathrm{p}}$1\S 5fa $\psi$ : $\hat{\mathrm{S}}_{n+1}arrow \mathbb{R}_{+}^{n}\delta\grave{\grave{\}}}\Gamma\neq\not\in \mathrm{g}\sim\not\in^{-\xi}$ :

$\psi(\mathrm{y})=(\frac{y_{1}}{y_{n+1}}$ , $\frac{y_{2}}{y_{n+1}}$ , . . . , $\frac{y_{n}}{y_{n+1}})$ .

$\sim--\sim$ $\tau^{\backslash }\backslash$, $\hat{\mathrm{S}}_{n+1}=$ $\{\mathrm{y}\in \mathrm{S}_{n+1} : yn+1>0\}$ $\mathrm{T}’ h$ $\eta$ ,

$\wedge l.-1t_{\wedge}.\backslash -($ $x_{1}$ $\underline{x_{2}}$ $\underline{x_{n}}$ $\underline{1}\backslash$

$.\Psi$

$\backslash \lambda)=\backslash \overline{\sum_{i=1}^{n}}x_{i}+1$
’

$\overline{\sum_{i=1}^{n}}x_{i}+1’\ldots,$ $\overline{\sum_{i=1}^{n}}\overline{x_{i}+1}$
’

$\sum i=1n$ $x_{i}+1/$

$-\mathrm{C}^{\backslash }\backslash b$ $6$ .

この結果を用いて, レプリケータ方程式 (10) の保存量及び, ロトカ・ヴォルテラ方程

式 (2) の保存量について考察する. 特に, 以下のような仮定を満たす場合に着目する.

利得行列 $B$ が反対称であれば, 仮定 (H2) は直ちに成り立つ. この様に反対称な利

得行列 $B$ を持つゲームはゼロ和ゲームと呼ばれている. また, このとき, レプリケー

タ方程式 (10) は保存量を持つことが良く知られている (Hofbauer and Sigmund [3],

Exercises 742 及び 7.4.3参照).

行列 $B$ が上の仮定を満たすためには, 対角成分がすべてゼロであることが必要とな
る. 一般に, 行列 $B$ の $j$ 列に定数 $c_{j}$ を加えても, $\mathrm{S}_{n+1}$ 上でレプリケータ方程式 (10)

は変わらないことが知られており, 行列 $B$ の対角成分がすべてゼロである行列に変更
できる (Hofbauer and Sigmund [3], Exercise 712参照). そのため, 一般性を失う

ことなく行列 $B$ の対角成分はすべでゼロであると仮定することができる.

7.1 ロトカ・ヴォルテラ方程式からレプリケータ方程式へ

定理 1 と 5 の結果を用いるとレプリケータ方程式 (10) の保存量が次のように求まる.
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定理 6$l\mathrm{L}^{\mathrm{J}}\Xi$ $0$

$1\supset\vdash\ovalbox{\tt\small REJECT}$ . $F\grave{\mathcal{X}}J\triangleright\overline{\mathcal{T}}\overline{7}X\ovalbox{\tt\small REJECT}\overline{\ae}fi(2)$
$\emptyset\grave{\grave{1}}|\eta_{8}\ovalbox{\tt\small REJECT}\mp\backslash ’ffi^{-}\mathrm{A}1\backslash$

$\mathrm{p}\in \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathbb{R}_{+}^{n}\epsilon \mathrm{g}_{\backslash }\mathrm{b}$ , {$R\hat{\oe}$ (H1) $\theta\grave{\grave{\}}}R$ $\eta$

$rightarrow\underline{\backslash }L^{\vee\supset}\ \vee t$ 6. $\sim\vee$ $\emptyset\ \mathrm{g}$ , $\hat{i\mathrm{E}}\mathrm{H}$ $5$ $l’\llcorner$ $\{X\vee\supset\tau*_{\backslash }\mathrm{f}\Gamma_{J\grave{1}_{\grave{\mathrm{J}}}}^{-}4^{\backslash }l1$ $\xi)$ $n$ $\xi\triangleright 7^{\mathrm{p}}$ $jl$ $\Psi-P$ $X\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\exists \mathrm{i}}^{\mathrm{o}}\mathrm{R}(10)$

$l\mathrm{X}\mathfrak{k}\mathrm{r}_{-\beta^{\iota\prime^{Jarrow}}}^{\mathrm{A}}\mp\ \neq_{\backslash },\mathrm{i}$
$\mathrm{q}\in \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}_{n+1}$ &\Leftrightarrow {i, $ffi\ovalbox{\tt\small REJECT}(\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\mathrm{y}$ (0) $\in \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}_{n+1}$ $t’\mathrm{L}n_{\backslash }T6\mathrm{E}\not\in \mathrm{y}(t)$
$l\mathrm{X}^{\backslash }\theta \mathrm{i}\mathit{0}2$

$\wedge\cdot\not\equiv fifi:ffi\backslash f_{arrow}’$ g- :

$l\supset_{\wedge}/\backslash r\backslash .-\tau^{n}\mathrm{T}$
$;\underline{e^{yi/y_{n}+1}}1^{d_{\mathrm{i}}}$

$-\cap$
$\mathit{1}^{\cdot}A$

$\backslash J/\cdot-1[perp] i=1$ $\mathrm{t}\overline{(y_{i}/y_{n+1})^{q_{\mathrm{i}}/q_{n+1}}}j$

- $\cdot\cdot$

$arrow-arrowarrow$ $\tau^{\backslash }\backslash$ , $C$ $l\mathrm{X}\mathrm{m}\ovalbox{\tt\small REJECT} f\ovalbox{\tt\small REJECT} t_{\check{\mathrm{L}}}$ $x’\supset Tffi\backslash \mathrm{E}6$ $\hat{\not\subset}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{-}T^{\backslash }\backslash \hslash$ $6$ .

この結果を用いて, 次の具体的な $n=2$ のロトカ・ヴォルテラ方程式について考える :

$\{$

$\dot{x}_{1}$ $=$ $x_{1}(1-x_{2})$

$\dot{x}_{2}$ $=$ $x_{2}(-1+x_{1})$ .
(11)

この方程式は被食者 $x_{1}$ と捕食者 $x_{2}$ から成る被食者・捕食者系である. 行列 $A$ は

$A=(\begin{array}{ll}0 -11 0\end{array})$

であり, $A=-A^{\mathrm{T}}$ が成立りつ. すなわち, 仮定 (H1) が成り立つことが分かる. さら

に, 方程式 (14) の内部平衡点 $\mathrm{p}$ は

$\mathrm{p}=(1,1)$

である. よって, 定理 1 から

$V_{1}( \mathrm{x})=\frac{e^{x_{1}+x_{2}}}{x_{1}x_{2}}$

はロトカ・ヴォルテラ方程式 (14) の保存量となる, この保存量の等高線を $\mathbb{R}_{+}^{2}$ に描く
と図 3(a) のようになる.
定理 5 によって対応づけられるレプリケ–馬方程式の利得行列 $B$ は

$B=(\begin{array}{lll}0 -1 \mathrm{l}1 0 -10 0 0\end{array})$

である. これは, ゼロ和ゲームではなく, 仮定 (H2) も満たしていないことに注意す
る. 定理 6 を用いると, この利得行列 $B$ を持つレプリケータ方程式は次の保存量を
持つ :

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\mathrm{y})=\frac{y_{3}^{2}}{y_{1}y_{2}}e[perp]_{y_{3}}y\pm\underline{v}_{-}\mathrm{a}$ .

この保存量の等高線を $\mathrm{S}_{3}$ に描くと図 3(b) のようになる,
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72 レプリケータ方程式からロトカ・ヴォルテラ方程式へ

レプリケータ方程式 (10) は仮定 (H2) を満たすとき, 次の様に保存量を持つことが
分かる.

証明.

$\mathrm{q}$ はレプリケータ方程式 (10) の内部平衡点なので, 次の等式を満たす :

$(B\mathrm{q})_{i}-\mathrm{q}\cdot B\mathrm{q}=0$ , $\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots,$ $n+1$ . (12)

両辺に $w_{i}=(q_{i}/m_{i})/ \sum_{j=1}^{n+1}(q_{j}/m_{j})$ をかけ, $i=1$ から $n+1$ まで足し合わせると,

$\sum_{i_{-}^{-}1}^{n+1}.w_{i}(B\mathrm{q})_{i}-.\sum_{i=1}^{n+1}w_{i}\mathrm{q}\cdot B\mathrm{q}$ $=$ 0

$\mathrm{w}\cdot BM\mathrm{w}\sum_{j=1}^{n+1}(q_{j}/m_{j})-\mathrm{q}\cdot B\mathrm{q}$ $=$ 0

となる. ここで, $\mathrm{w}=(w_{1}, w_{2}, \ldots, w_{n+1})^{\mathrm{T}}$ である. いま, 行列 $BM$ は反対称だから,

$\mathrm{w}\cdot BM\mathrm{w}=\mathrm{q}\cdot B\mathrm{q}=0$

となり, 式 (12) から,

$(BM\mathrm{w})_{1}=(BM\mathrm{w})_{2}=\cdots=(BM\mathrm{w})_{n+1}=\mathrm{w}\cdot BM\mathrm{w}=0$ (13)

が得られる.
以下では, $\mathrm{z}=(z_{1}, z_{2}, \ldots\dot{\prime}z_{n+1}).’ \mathrm{i}=1,2,$

$\ldots,$ $n+1$ とし, $P_{1}= \prod_{i=1}^{n+1}z_{i}^{w_{i}}$ が時刻
$t$ によらず一定であることを示す. $P_{1}$ を $t$ で微分すると,

$\frac{dP_{1}}{dt}$ $=$ $\frac{d}{dt}\prod_{i=1}^{n+1}z_{i}^{w_{i}}$

$=$ $P_{1} \sum_{i=1}^{n+1}w_{i^{\frac{1}{z_{i}}\frac{dz_{i}}{dt}}}$

.
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となる. いま,

$\frac{dz_{i}}{dt}$ $=$

$(\dot{y}_{i}/m_{i})$ (\Sigma 賀 $y_{j}/m_{j}$ ) $-(y_{i}/m_{i})( \sum_{j=1}^{n+1}yj/m_{j})$

$( \sum_{j=1}^{n+1}y_{j}/m_{j})^{2}$

$=$ $z_{i^{\frac{((B\mathrm{y})_{i}-\mathrm{y}\cdot B\mathrm{y})(\sum_{j=1}^{n+1}y_{j}/m_{j})-\sum_{j_{-}^{-}1}^{n+1}(y_{j}/m_{j})((B\mathrm{y})_{i}-\mathrm{y}\cdot B\mathrm{y})}{\sum_{j=1}^{n+1}y_{j}/m_{j}}}}$

$=$ $z_{i}$ { $(B \mathrm{y})_{i}-\mathrm{y}\cdot B\mathrm{y}-\sum_{j=1}^{n+1}z_{j}((B\mathrm{y})_{j}-\mathrm{y}\cdot$ By)}

$=$ $z_{i} \{(BM\mathrm{z})_{i}-\mathrm{z}\cdot BM\mathrm{z}\}(\sum_{j=1}^{n+1}y_{j}/m_{j})$

であるから, $BM$ の反対称性と式 (13) を使うと, 以下の様に $P_{1}$ は保存量であること

が分かる :

$\frac{dP_{1}}{dt}$ $=$ $P_{1} \sum_{i=1}^{n+1}w_{i}((BM\mathrm{z})_{i}-\mathrm{z}\cdot BM\mathrm{z})(\sum_{j=1}^{n+1}yj/mj)$

$=$ $-P_{1} \sum_{i=1}^{n+1}z_{i}(BM\mathrm{w})_{i}(\sum_{j=1}^{n+1}y_{j}/m_{j})$

$=$ 0.

口

この定理 5 と 7 を用いると, 次のようにロトカ・ヴォルテラ方程式 (2) の保存量が
求まる.

定理 8$r\mathrm{c}=0$

$\mathrm{t}/7^{\mathrm{J}}\acute{\prime}$ $\mathrm{f}-P$ $;F\mathrm{k}^{\mathrm{D}}X(10)$ $l^{\grave{\grave{1}}}$ $\hslash \mathrm{p}\Re\mp\backslash ’\$

’
$\tilde{|}\beta_{\backslash }$, $\mathrm{q}\in \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}_{n+1}$

$k\mathrm{H}_{\backslash }\mathrm{b}$ , $\pi\not\in(\mathrm{H}2)$ $h^{*}\mathrm{l}ffi$ $\eta$ $\mathrm{Z}^{d}\backslash \supset$

$k$ $\tau$ $i5$ . $-\vee$ $\sigma \mathit{2}$ $\mathscr{L}$ $\mathrm{g}$ , $\hat{i\mathrm{E}}\Phi$ $5\}_{\vee}’$ $\mathrm{J}$; $c$ $\tau n_{\backslash }\Gamma_{\grave{\mathrm{b}}^{\backslash }}\ell\grave{\grave{\mathrm{o}}}\vee f1$ $\mathrm{b}\mathrm{f}^{f}6$ $\mathrm{f}\supset \mathrm{b}$ $p$ . $\theta^{*}A^{-}\mathit{1}\triangleright\overline{\tau}\overline{7}$ XEfi(2)
$l2$; $\mathrm{m}-\pi^{\iota\prime}\mp ffi^{-}\mathit{1},5\iota$

$\mathrm{p}\in \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathbb{R}_{+}^{n}k\mathrm{g}_{\backslash }\mathrm{b}$ , $\mathfrak{X}\mathrm{J}\ovalbox{\tt\small REJECT} 1\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\mathrm{x}$ (0) $\in \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathbb{R}_{+}^{n}l^{r}-*_{\backslash }\mathrm{f}2^{-}6$Bfi $\mathrm{x}(t)$ lX\& $\emptyset\not\cong$

$\mathrm{R}\mathrm{g}\ovalbox{\tt\small REJECT}\gammaarrow.T$ :

$\tau r_{-}/-\backslash .-\Pi n+1$ $\mathit{1}\underline{x_{i}/m_{i}}]$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\Sigma_{j=1^{p_{j}/m_{j}}}^{n+}}p/m_{\mathrm{i}}$

$-\rho$

$\gamma.\Delta 1^{\wedge/\cdot-}i=111$ $[\overline{\sum_{j=1}^{n+1}}x_{j}/m_{j}f$

- $\cdot\cdot$

$\gamma_{\tilde{-}}f^{\wedge}.\backslash \backslash$ $\llcorner$ , $x_{n+1}\equiv 1$ , $p_{n+1}=1$ $\mathfrak{P}\mathfrak{X})$ $9$ , $C$ $l\mathrm{f}\hslash \mathrm{J}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{l}\ovalbox{\tt\small REJECT} l^{\tau}$. \ddagger $\mathrm{c}$
$\tau\Re\backslash \mathrm{E}6\#\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT} T^{\backslash }\backslash k$ $B$ .

この結果を用いて, 次の具体的な利得行列 $B$ を持つ $n=3$ のレプリケータ方程式に

ついて考える ;

$B=\{$

0
-1
1

$-101$ $-101)$ .
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この利得行列を持つゲームはジャンケンゲームである. いま, $B=-(B)^{\mathrm{T}}$ が成り立っ

ている. すなわち, 仮定 (H2) が成立している. さらに, 方程式 (14) の内部平衡点 $\mathrm{p}$

は

$\mathrm{p}=(\frac{1}{3},$ $\frac{1}{3},$ $\frac{1}{3})$

である. そのため, 定理 7 から

$P_{1}(\mathrm{y})=y_{1}y_{2}y_{3}$

はこのレプリケータ方程式の保存量となる. この保存量の等高線を $\mathrm{S}_{3}$ に描くと図 3

(c) のようになる.
定理 5 によって対応づけられるロトカ・ヴォルテラ方程式は以下のようになる :

$\{$

$\dot{x}_{1}$ $=$ $x_{1}(-1-x_{1}+2x_{2})$

$i_{2}$ $=$ $x_{2}(1-2x_{1}+x_{2})$ . (14)

この方程式で, $x_{1}$ は捕食者, $x_{2}$ は被食者と解釈できる. ただし, 被食者が正の自己密

度依存を持っている奇妙な方程式である. このロトカ・ヴォルテラ方程式の行列 $A$ は

$A=(\begin{array}{ll}-1 2-2 1\end{array})$

であり, 明らかに仮定 (H1) を満たさない. しかし, 定理 8 を用いると, このロトカ.

ヴォルテラ方程式に対して次の保存量が求まる :

$\frac{x^{\frac{1}{13}}x^{\frac{1}{2^{3}}}}{x_{1}+x_{2\mathrm{T}^{1}}1}$ .

この保存量の等高線を $\mathbb{R}_{+}^{2}$ に描くと図 3(d) のようになる.
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$x_{2}$

$y_{2}$

(c) $y_{1}$ (d) $x_{1}$

図 3: (a):
$V_{1}(\mathrm{x})=,e^{2.1},$

$e^{2.5},$

$e^{3}.( \mathrm{b}).\cdot P_{2}(\mathrm{y})=(\mathrm{c}):P_{1}(\mathrm{y})=P_{1}(\frac{}{12},,\frac{}{12})P_{2}(\frac{7}{12,7},\frac{1}{\frac,12121}, \frac{4}{12,4}),$

’

$P_{1}( \frac{\frac{8}{128}}{12},\frac{}{12},\frac{}{12})P_{2}(, \frac{1}{12,1}, \frac{3}{12,3}),’ P_{1}(\frac{(9}{12},\frac{1}{12},\frac{2}{12}\mathrm{t}^{\mathrm{d}):}P_{2}\frac{9}{12},\frac{1}{12},\frac{2}{12,)}.)./V_{2}(\mathrm{x})=0.01,0.015,0.02,0.025$

,
003.
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