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生物数学イッキ読み・研究交流
The Golden Age of Theoretical Ecology:1923-1940

(担当箇所 : P18\sim 33 )

静岡大学大学院理工学研究科システム工学専攻 鈴木 良明 (Yoshiaki Suzuki)
Graduate School of Science and Engineering,

Shizuoka University

指定された繁殖状態の下における人口増加、平衡点、および絶
滅.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

ロジスティック曲線の理論における状態の変化と絶滅

1. Professor $\mathrm{D}$ ’Ancona は、 決められた環境下で生きる個体群がただ減少し絶滅す
る場合の交配条件、または決められた環境下で生きる個体群が成長し続ける場合の交配条
件を表現できないかと考えた。我々は臨界値を与えた場合、個体群が臨界値より大きけれ
ば、 個体群は密度効果で減少し、 その臨界値で落ち着く状況、そして個体群が臨界値より

小さければ、個体群が臨界値まで増加し、その臨界値で落ち着くという状況を区別する基
準を与えることができる。
本論文では、 1 種個体群の生物モデルを考えていく。 1 から 4 では、 生物の 1 種個体群
の動態モデルを説明する。 まず、個体数と死亡率を与える。次に 1 組の雄と雌のカップル
から生まれる個体数を仮定で与えることにより、 出生率を与える。 これらを踏まえて新た
に個体群の増加係数を表す。そこから 1種個体群の生物モデルを表し、その解析を行なう。
5 から 6 では、 1 から 4 で問題となってくる個体群が無制限に増殖するのを抑える要因に
ついて考える。 そこで、増加係数が個体群に対して線形である場合の生物モデルを考え、
その解析を行なう。 7 から 12 で、 新しい考え方として出生率が個体群自身によって影響
を受けるという仮定を与える。 そこから湿たな生物モデルを表し、 その解析を行なう。

2. 最初に $N$ を個体数、 $\epsilon$ を死亡率を表す係数として与えておく。そして雄と雌の比
が一定であると仮定する。つまり雄の個体数を \mbox{\boldmath $\alpha$}N、雌の個体数を $\beta N$ としておく $(\alpha_{\text{、}}\beta$

はそれぞれ定数で、 $\alpha+\beta=1$ )
$\text{。}$ そして、 単位時間における 2 つの性別による集団の数

は、 $\alpha N\cdot\beta N=\alpha\beta N^{2}$ に比例するものとしておく。 ここで $n$組の集団から $7n$個体群誕生す
ると仮定したら、 単位時問当たりに誕生する個体群の数は、 次のように示される。
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$K \alpha\beta\frac{\gamma\gamma?}{\gamma(}N^{2}=\lambda N^{2}$

ここで $k_{l}$ と $\lambda$ は 2つの正の定数である。 このことから単位時間当たりの個体数の変化は、

$dN=\lambda N^{2}dt-\epsilon Ndt$

となり、 この結果から両辺を $dt$ で割れば

$\frac{dN}{dt}=(-\epsilon+\lambda N)N$ (1)

が得られる。

3. (1) 式で示した方程式は、符号が異なるだけで $Ver\cdot hulst$ -Pearl の方程式 1 と同じ
である。 (1) 式の両辺を $t$ で積分すると次のような形が得られる。

$N= \frac{-\vee CN_{0}e^{-\overline{c}t},}{-\epsilon+N_{0}\lambda(e^{-\overline{\epsilon}t}-1)}=\frac{\epsilon N_{0}}{(\epsilon-N_{0}\lambda)e^{\epsilon t}+N_{0}\lambda}=N_{0}\frac{1}{(1-h)e^{\epsilon t}+h}$ (2)

ただし、 $N_{0}$ は $t=0$ のときの $N$ の個体数、 そして $h=-N_{\Delta,\mathrm{f}},\underline{\lambda}$ である。

4, (2) 式を次の 3 つの状態に分けて考える。

(1) $h=1$ , つまり $\xi j-N_{0}\lambda=0$

(2) $h<1$ , つまり $\in-N0^{\lambda}>0$

(3) $h>1$ , つまり $\epsilon-N0^{\lambda}<0$

まず、 (1) の場合は $N$ は常に一定となり、 $N_{0}= \frac{\epsilon}{\lambda}$ となる。 (2) の場合は、 $tarrow\infty$ で分母

が $\infty$ へと向かうので、 $N$ は zero になる。 つまり個体群は絶滅する。 (3) の場合は、 分母

が徐々に減少していき、

$t= \frac{1}{\epsilon}\ln\frac{N_{0}\lambda}{N_{0}\lambda-\epsilon}$

で $N=\infty$ となる。 ただし現実ではこういった状況は起こらない。 そのために、個体数増
加を少なくするそのほかの要因を考える必要がある。

結果として (2) 式から臨界値 $N_{0}= \frac{\overline{\mathrm{c}}}{\lambda}$ が得られた。 もし $\epsilon-N_{0}\lambda<0$ ならば個体数が

連続的に成長するが、 $\epsilon-N_{0}\lambda>0$ なら個体数は、 絶滅する。 また、 $N_{0}= \frac{\epsilon}{\lambda}$ なら、 個体

群は常に一定である。

5. 個体群が絶滅してしまう場合は 4 にて示すことができた。ここで先ほどの $\epsilon-N_{0}\lambda<0$

という状況、つまり個体数が無制限に増殖する場合について考える。現実には、個体群が

lVerhvlst が提出し、 Pearl らに再発見された動物、 人問の増殖の数学的モデル。 $u$ をある生物の個体

数、 $A_{\text{、}}k$ をある定数としたとき、その変化量は

$\frac{du}{dt}=(A-k.u)u$

と表される。
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無制限に増殖することはありえない。つまり、個体群が無制限に増殖するのを防ぐ要因に
ついて考える必要がある。

Peart によって考えられた、解がロジスティック曲線に向かう場合、生存の手段は個体
数の増加に応じて低くなり、そして既存の個体群に比例する負の項は増加係数に加えられ
る、 と仮定されている。 2 $\text{、}3$ で考えた場合でも、増加係数 $\epsilon+\lambda N$ に Pearl の項 $\mu N$ を加

えることができるだろう ( $\mu$ は正の定数) 。 この様に (1) 式の増加係数は、 $-\epsilon+(\lambda-\mu’)N$

になる。 しかし我々はもうすでに $\lambda-\mu>0$ の場合は扱った (3 より)。 $\lambda-\mu<0$ の場合

は、 $N$ が zero になるまでの急速な減少が得られる。

6. 今回は増加係数が $N$ に対して線形であるすべての場合について考える。 方程式は

次のような場合を考える。

$\frac{dN}{dt}=(a+bN)N$ (3)

そして以下の 4つの場合を考える。

(1) $a>0,$ $b<0$

(2) $a<0,$ $b>0$

(3) $a>0,$ $b>0$

(4) $a<0,$ $b<0$

(3) 式を $t$ で積分すると、

$e^{t}=( \frac{N}{N_{0}}\frac{a+bN_{0}}{a+bN})^{1/a},$ $N= \frac{N_{0}a}{(a+bN_{0})e^{-at}-N_{0}b}$

(1) の場合は、 Pearl が考えた場合と同じであるので、 この解はロジスティック曲線へ向か
う。 (2) の場合先の 2 から 4 で議論済みである。 (3) の場合は、

$t= \frac{1}{a}\ln\frac{a+bN_{\mathrm{Q}}}{bN_{0}}$

のときに $N=\infty$ である。 しかし、有限時間後に無限に増加していくということは現実に
はありえない。 (4) の場合は、 $t=\infty$ にて $N=0$ であり、 これは絶滅するパターンを示し
ている。

7. 我々は $5_{\text{、}}$ $6$ で、 Pearl の式と同様の抑制を抑えるもの、つまり個体群の増加に比
例して個体群増加を掴えるものによって、本質的には 2 $\text{、}$

$3$ で考えてきた式に新しいもの
を何も加えない場合での式を考えた。
有限時間後に個体群が無限に増加してしまう原因は、増加係数が個体群の線形関数で
あることである。 このことは、係数が 2 次多項式であることや前の logic から明らかであ

る。 このことから、今まで考えていた仮定を変更する必要がある。実際、性別の異なる個
体群による $?l$組の集団から $n\tau$個体群誕生すると仮定しているが、単にまず得られた近似
[1] として、 生まれた個体群の数と集団の間の比が一定であるという仮説を認めることが
できる。我々が、 より精度がある可能な場合を考えようとするなら、 この比が唯 $m-$、個体
群の増加に比例して個体群増加を抑えるものによって影響を受けるのではなく、個体群自
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体によってこの比に影響を及ぼすことができると仮定することが必要である。我々が仮定
できる最初の近似としては、類似的な場合に仮定されたとする限り、 この比率は個体群と
ともに線形に減少する。 単位時間に生まれる個体群の数は次のように表すことができる。

$K \alpha\beta\frac{(?n-pN)}{r\tau}N^{2}$

ただし $\rho$ は正である。 よって、

$(\lambda-\gamma N)N^{2}$

と書ける。 ここで $\lambda$ と $\gamma$ は正である $( \lambda=K\alpha\beta\frac{m}{n},\gamma=-K\alpha\beta_{n}^{E})_{\text{。}}$

8. 死亡率一\epsilon 、 Peari の項一\mu N、 そして出生項 $(\lambda-\gamma N)N$ を加えて考えれば、

$-\epsilon+(\lambda-\mu)N-\gamma N^{2}$

(1) の結果から次のような置き換えが可能である。

$\frac{dN}{dt}=(-\llcorner C+(\lambda-\mu,)N-\gamma N^{2})N$

すなわち、

$\frac{dN}{dt}=-(c-bN+aN^{2})N$ (4)

ここで、 $a$ と $c$ は正である。 また、 $b>0$ と仮定しておく ($b<0$ の場合と分けて考え
る)

。

次の方程式の根を考える。

$c-bN+aN^{2}=0$ (5)

(5) 式の根は正である。 (4) 式が異なる 2つの実解を持つ場合を考える。 ここで 2 つの根は

互いに等しくないので、 それぞれ、 $\alpha_{\text{、}}\beta(\alpha>\beta)$ とする。 このことから (4) 式は

$\frac{dN}{dt}=-a(N-\alpha)(N-\beta)N$ (6)

$\frac{dl\backslash ^{\tau}}{(N-\alpha)(N-\beta)N}=-adt$

と書き換えられる $(b=a(\alpha+\beta),c=a\alpha\beta)_{\text{。}}$ 両辺を $t$ で積分する。

$\frac{1}{\alpha\beta}\ln(N)-\frac{1}{\alpha(\beta-\alpha)}\ln(N-\alpha)+\frac{1}{\beta(\beta-\alpha)}\ln(N-\beta)=C’-at$

ただし、 $C$, は積分定数である。 ここで、 $C$. を決定する。 $t=0$ のとき $N(0)=N_{0}$ なので、

$C= \frac{1}{\alpha\beta}\ln(N_{0})-\frac{1}{\alpha(\beta-\alpha)}\ln(N_{0}-\alpha)+\frac{1}{\beta(\beta-\alpha)}\ln(N_{0}-\beta)$
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ここで式をまとめると、

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{(\alpha-\beta)t}=(\frac{N}{N_{0}})^{\alpha-\beta}(\frac{N-\alpha}{N_{0}-\alpha})^{\beta}(\frac{N-\beta}{N_{0}-\beta})^{-a}$

$c=a\alpha\beta$ であるので

$e^{-c(\alpha-\beta)t}=( \frac{N}{N_{0}})^{\alpha-\beta}(\frac{N-\alpha}{N_{0}-\alpha})^{\beta}(\frac{N-\beta}{N_{0}-\beta})^{-\alpha}$

となる。 $N_{0}$ は $\alpha,$
$\beta,\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{o}$ に等しくないものとする。 (6) 式を $t$ で微分する。

$\frac{d^{2}N}{dt^{2}}=-aX\frac{dN}{dt}(X=3N^{2}-2(\alpha+\beta)N+\alpha\beta)$

ただし、

$X_{N_{-}^{-}\alpha}.=\alpha(\alpha-\beta)>0$ , $X_{N=\beta}=\beta(\beta-\alpha)<0$ , $X_{N_{-}},$ $=\alpha\beta>0$

つまり、 $X=0$ は 2つの正の根を持つ。 ここで $\beta<\gamma<\alpha$ となる $\gamma_{\text{、}}$ また $0<\delta<\beta$ とな

る $\delta$ をそれぞれ $X=0$ の根と考えれば、

$0<\delta<\beta<\gamma<\alpha$

である。 そして

$\frac{d^{2}N}{dt^{2}}=-3a(N-\gamma)(N-\overline{\delta})\frac{dN}{dt}$

となる。

9. ここでは誓 $=-a(N-\alpha)(N-\beta)N$ , $\frac{d^{\mathrm{o}}\sim N}{dt^{\underline{\eta}}}=-3a(N-\gamma)(N-\delta)\frac{dN}{dt}$ につ)$\vee\mathrm{a}$て考

えていく。 そこで以下のような分類をした。

1, $N_{0}>\alpha$ なら、 $\frac{dN}{dt}<0,\cdot\frac{d^{2}N}{d\ell^{\underline{\nabla}}}>0$, つまり $N$ は減少し、 $\alpha$ に向かう。 $N(t)$ は下に凸か

$\text{つ_{、}}N----\alpha$ に漸近する $($図 $\mathrm{A})_{0}$

$\mathrm{I}\mathrm{I}$ . $N_{0}>\alpha$ なら、 $\frac{dN}{d_{J}t}<0,$ $\frac{d^{9}\sim N}{dt^{2}}>0$ , つまり $N$ は増加し、 $\alpha$ に向かう。 $N(t)$ は上に凸か

つ、 $N=\alpha$ に漸近する $($図 $\mathrm{B})_{\text{。}}$

III. $\gamma>N_{0}>\beta$ なら、 $\frac{dN}{dt}<0$ , つまり $N$ は増加し、 $\alpha$ に向かう。 そして、 $N(t)$ は、

$N=0$ に漸近する。ただ、 $N_{0}<N<\gamma$ のときは、 $\frac{d^{9}arrow N}{dt^{2}}>0$ なので、 $N(t)$ は下に凸、 $N=\gamma$

で変曲点、 $\gamma<N<\alpha$ のときは、 $\frac{d^{2}N}{dt^{9}\sim}<0$ なので、 $N(t)$ は V$ERHULST-PEARL$ のロ

ジスティック曲線となる $($図 $\mathrm{c}_{j})_{\text{。}}$

$\mathrm{I}\mathrm{V}$ . $\gamma>N0>\beta$ なら、 $\frac{dN}{dt}>0$ , つまり $N$ は減少し、 0 に向かう。 そして、 $N(t)$ は、

$N=0$ に漸近する。ただ、 $N_{0}<N<\grave{\delta}$ のときは、 $\frac{d^{\mathrm{Q}}arrow N}{dl^{2}}$ くなので、 $N(t)$ は上に凸、 $N=\delta$

で変曲点、 $0<N<\delta$ のときは、 $\frac{d^{\underline{\mathrm{o}}}N}{dt\circarrow}>0$ なので、 $N(t)$ は下に凸となり、 この場合個体群
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は絶滅する $($図 $\mathrm{D})_{0}$

$\mathrm{V}$ . $\delta>N_{0}$ なら、 $\frac{dN}{dt}<0,$ $\frac{d^{\underline{\eta}}N}{dt^{\underline{\eta}}}>0$, つまり $N$ は減少し、 0 に向かう。 $N(t)$ は下に凸か

つ、 $N=0$ に漸近する $($図 $\mathrm{E})_{0}$

$\wedge$

$\sim$

$\epsilon$

$\backslash$ $\underline{\mathrm{t}}$

$\mathrm{H}$

$arrow$ $\iota$

図 1: 時間に対する個体群変化

10. $N=\alpha,$ $N=\beta$ にて $\frac{dN}{dt},$ $=0$ で、 $N=$ 定数となるので、それぞれ平衡個体群と呼

ばれる。 $N=\alpha$ については、初期値が $\alpha$ から少し離れても、 $\alpha$ に戻ってくることから、平

衡点は安定、 また $N=\beta$ については、初期値が $\beta$ から離れると、 $\alpha_{\text{、}}$ または 0へと向かっ

てしまうことから、 平衡点は不安定といわれる。

11. (5) 式が重根を持つとき $(N=\alpha)\text{、}$ (4) 式は以下のようになる。

$\frac{dN}{dt}=-a(\alpha-N)^{2}N$ (7)

この場合 $N$ は常に減少する。 上の式を $t$ で積分すると以下のようになる。

$\frac{1}{\alpha^{2}}\ln(N)+\cdot\frac{1}{\alpha^{2}}\ln(\alpha-N)+\frac{1}{\alpha}\frac{1}{(\alpha-N)}=C-at$

ただし、 $C$ は積分定数である。 ここで、 $C$ を決定する。 $t=0$ のとき $N(0)=N_{0}$ なので、

$C= \frac{1}{\alpha^{2}}1_{11}(N_{0})+\frac{1}{\alpha^{2}}\ln(\alpha-N_{0})+\frac{1}{\alpha}\frac{1}{(\alpha-N_{0})}$
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式をまとめると

$\frac{1}{\alpha^{2}}$ $\ln\frac{N(\alpha-N)}{N_{0}(\alpha-N_{0})}=(\frac{-(N-N_{0})}{N_{0}(\alpha-N)(\alpha-N_{0})})-at$

$e^{-at}=e^{\frac{N-N\mathrm{n}}{\alpha(\alpha-N)(\alpha-N_{0})}}( \frac{l\backslash ^{\tau}}{\mathit{1}\mathrm{V}_{0}}\frac{\alpha-N_{0}}{\alpha-N})\alpha T^{1}$

また (7) 式を $t$ で微分すると、以下のようになる。

$\frac{cPN}{dt^{2}}=-a(N-\alpha)(3N-\alpha)\frac{dN}{dt}$

I. $N_{0}>\alpha$ なら、 $\frac{dN}{dt}<0,$ $\frac{d^{\underline{\circ}}N}{dt^{2}}>0$ , つまり $N$ は減少し、 $\alpha$ に向かう。 $N(t)$ は下に凸か

つ、 $N=\alpha$ に漸近する $($図 $\mathrm{F})_{\text{。}}$

IF $. \alpha>N_{0}>\frac{\alpha}{3}$ なら、 $\frac{dN}{dt}<0$ , つまり $N$ は増加し、 0 に向かう。 $N(t)$ は $N=0$ に漸

近する。 ただ、 $\frac{\alpha}{3}<N<\alpha$ の時には、 $\frac{d^{\underline{7}}N}{dt^{2}}<0$ で、 $N(t)$ は下に凸。 $N= \frac{\alpha}{3}$ で変曲点、

$0<N< \frac{\alpha}{3}$ のときは、 $\frac{d^{\underline{9}}N}{dt^{\underline{\mathrm{Q}}}}>0$ で、 $N(t)$ は下に凸となり、 $N=0$ が漸近線となる $($図 $\mathrm{G})_{0}$

$\Pi \mathrm{I}.\frac{\alpha}{3}>N_{0}>0$なら、 $\frac{dN}{dt}<0,$ $\frac{d^{2}N}{dt-}.,$ $>0$ , つまり $N$ は減少し、 0 に向かう。 $N(t)$ は下に凸

かつ、 $N=0$ に漸近する $($図 $\mathrm{H})_{0}$

今回の場合、 つまり 2 つの根が $\alpha$ に等しいとき、 $N=\alpha$ が平衡個体群となり、安定

か不安定かは $N_{0}$ が平衡個体群からの距離による。

12, 方程式 (5) が虚根を持つとき、

( $\frac{1}{c}.\frac{1}{N}-\frac{1}{2c}$

$\frac{1}{N-\frac{b-\sqrt{b^{\underline{9}}-4a\mathrm{c}}}{2a}}$) $) \frac{dN}{dt}+\frac{b}{2cmb^{\underline{\circ}}-4a\mathrm{c}}(\frac{1}{N-\frac{b+\sqrt{b^{\underline{9}}-4ac}}{\underline{\iota 7}a}}-\frac{1}{N-\frac{b-\sqrt{b^{\underline{7}}-4a\mathrm{c}}}{2a}}.\cdot)\frac{dN}{dt}=-a$

上の式を $t$ で積分する。

$\ln(\frac{N^{2}}{(N^{2}-\frac{b}{a}N+\frac{c}{a})}.)$

毒
$+ \frac{b}{c\sqrt{K}}$ arctan $\frac{2aN-b}{c\sqrt{K}}=C-at$

ただし、 $C/$ は積分定数である。 ここで、 $C_{l}$ を決定する。 $t=0$ のとき $N(0)=N_{0}$ なので、

$C$. $= \ln(\frac{N_{0}^{2}}{(N_{0}^{2}-\frac{b}{a}N_{0}+\frac{c}{a})}.)$

嚢
$+. \frac{b}{c\sqrt{K}}\mathrm{a}1^{\backslash }\mathrm{C}\tan\frac{2aN_{0}-b}{\sqrt{K}}$

このことから、 上の式をまとめると

$e^{-t}=$
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ここで $K=4ac-b^{2}>0$ である。 $\frac{dN}{dt}<0$ なので、 $tarrow\infty$ で $Narrow \mathrm{O}$ となり、 $N=0$ に漸

近する。 ただし、 変曲点がある場合もある。

この章を短くまとめる。 まず初期値が、 平衡個体群ならば、個体群は常に一定であ

る。 $(\mathrm{a})2$ つの平衡個体群があった場合は、初期値が安定平衡個体群より大きいとき、個体

群は安定平衡個体群へと向かっていく。または初期値が安定平衡個体群と不安定平衡個体
群の問にあるときは、初期値が安定平衡個体群に近ければ個体群は安定平衡個体群へと向
かっていく。 また初期値が不安定平衡個体群に近ければ、絶滅する。 それ以外の場合も種

は絶滅してしまう。 (b) 平衡個体群が一つだけの場合、 それが初期値より小さいときも個
体群は平衡個体群へと向かう。 もし初期値が平衡個体群より小さい場合、種は絶滅する。
$(\mathrm{a})_{\backslash }$ (b) 以外のパターンの場合は種は絶滅する。

参考文献
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ロジスティック法とその一般化

1. 本論文では、 ロジスティック法と呼ばれる一般化を生物学的に、または統計法則的
に行なう。 そのため今回は出生率、死亡率、そして制限因子を時間の関数として考えてい

く。 またその係数を変数係数、周期係数とした場合の個体群変化についても考察する。 そ

して最後に雄と雌の遭遇率も関数として表現したモデルを考え、出生率を個体群に関する
関数として表したモデルの考察を行なう。
もっとも単純な形のロジスティック微分方程式は以下のように示される。

$p’=\tau\not\supset p-$ \sim 7塑一 $l\tau p^{2}$ (8)

この式は、個体群密度の平衡を示している。 この状態が表しているのは、個体群が食物

の比較的豊かな場所で生息している場合、または比較的安定な状態で生活している場合で
ある。 これは統計起源法と呼ばれ、各係数が、個体群、 または時間に関する平均で示され

ている。注意しなければならないのは、 $n$ (出生率) 、
71\sim (死亡率) $h_{\text{、}}$ (制限因子) は、 決

して定数ではなく、 $t$ の関数であるという点である。 (8) 式を考えると微分方程式の過程か

ら、 係数は一定としている。つまり、係数を $t$ の平均として、やむえず見なして} $/\backslash$ る。

2, しばしば忘れられるもう 1 つの側面は、個体群に関する外部の一般的な役割であ
る。 その中では、各項が個体群の内から外への移動、外から内への移動、そして同じ生息

地での他の個体群の行動等を示している。 その都度 (8) 式の各項で、上に示したようなこ

とが確実に表されるようにしなければならない。
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(8) 式は、 広い生息地におけるある個体群の成長を非常に上手に表現している。 ただ生

息地が分かれた揚合は、両方ともの生息地が共に先の式で表現されるわけではない。 それ
にもかかわらず、 (8) 式はその人口統計学の文献で、そのような失敗のいくつかの例を引

用した。

3.変数係数
変数係数の場合を考えると、 (8) 式の解は次の形で与えられる。

$\frac{p_{0}}{p}=p_{0}\int_{0}^{t}h(s)e^{-\int_{\mathrm{s}}^{t}\overline{\mathrm{c}}(u)du}.ds+e^{-\int_{0}^{t}\overline{c}(u)d?l}$ (9)

$p_{0}$ は $p$の初期値である。仮定として、 (2) 式は $(0, T)$ での観測値としておく。次に $t$ は $(0, T)$

に含まれるものとする。 最後にこの区間内では、 $h,$ $\epsilon$ はほとんど変わらないものとする。

仮定から、 次のような平均がえられる。

$\overline{\epsilon}=\frac{1}{T}\int_{0}^{T}\sigma.(u)d.u$ , $\overline{h}=\frac{1}{T^{J}}\int_{0}^{T}h(u)du$ (10)

このことから方程式 (2) は次のように書き換えることができる。

$\frac{p_{0}}{p}=p_{0}f\iota(s)e^{-\int_{3}^{t}\epsilon(\cdot u)du}ds+e^{-\mathit{1}_{0}^{\iota_{\Xi(u)du}}}0-$

.

$e^{-J_{0^{\epsilon^{-}(14)du}}^{t}}p_{0}\overline{\int_{0}}h(s)e^{f_{\mathrm{Q}}^{6}\in\{u\}du}ds+e^{-\int_{0}^{\mathrm{t}}\overline{\mathrm{c}}(ll)d_{ll}}$

$e^{-\epsilon \mathrm{f}}+e^{-\epsilon t}p_{0}==(_{0}J^{t}\cdot h(s)e^{=}\Leftrightarrow sds)$

$e^{-\overline{\epsilon}t}+e^{-\overline{\epsilon}t}p_{0}(_{c}1 \equiv\int_{0}^{t}h(s_{J}^{\backslash }(e^{\epsilon\theta}=)’ds)$

$e^{-\overline{\Xi}t}+e^{-\overline{\epsilon}t}p_{0}( \Leftrightarrow\equiv 1([h(s)(e^{\overline{\epsilon}s})]_{0}^{t})-=\int_{0}^{t}\hat{\mathrm{c}}\frac{dh}{ds}1(e^{\epsilon S})=ds$

$e^{-\overline{\epsilon}t}+e^{-\overline{\epsilon}t}p_{0}(_{\mathrm{c}}^{1}\equiv(h(t)(e^{\epsilon})=_{t}-h(0)))$

よって

$\frac{p_{0}}{p}=e^{-\overline{\epsilon}t}+\frac{p_{0}\overline{h}}{\overline{\epsilon}}(1-e^{-\overline{\epsilon}t})$ (11)

(11) について、 $.\sigma(u)$ , h(のが規則正しく変化しないなら、 この公式は $(0, T)$ の前半で表さ

れるが、 変化が規則正しいと、 そのようにはいかない。

4.周期係数
1 年のうち、決まった時期に交配、 出生が行なわれるといったような場合、 つまり

$.c(u),$ $h(u)$ が周期を持つ場合を考える $($周期 : $a)_{0}$ その場合、

$\epsilon$( $a$ 十 $u$ ) $=\in(u)$ , $h(a+u)=h(u)$ , (12)
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$E= \int_{0}^{a}\epsilon(u)du$ (13)

このように時評中に年サイクルを導入する $(t=?\mathrm{z}a+z)_{\text{。}}(12\rangle_{\text{、}}$ (13) を (9) 式の第 1 項に
代入すると

$\int_{0}^{t}h(s)e^{-\int_{s}^{t}\epsilon(u\rangle du}ds=e^{-\int_{0^{\xi \mathrm{j}}}^{t}\langle u)du}p\mathrm{o}_{0}f^{t}h(s)e^{\mathit{1}_{0}^{s}\epsilon(u)du}.ds$

$t=rxa+\hat{k}$ であることから

$\int_{0}^{t}.h(s)e^{-j^{t}u}.\mathrm{s}^{\overline{\mathrm{c}}(\cdot u)d\cdot-\int_{0}^{na+}\epsilon(u)du}ds=c^{J}fh(s)e^{\int_{0}^{S}\in(u)d\cdot ll}ds\underline{\vee}na+z0$

$=e^{-(f_{0}^{a}\epsilon\{u\}du+\ldots\{-\int_{(n-1)a}^{na}\epsilon\langle u)du-\vdash\int_{na}^{\tau\iota a+}\epsilon(u)du.)}.. \int_{0}^{na+z}h(s)e^{j_{0^{\xi j(u)du}}^{s}}ds\sim\backslash$

$=e^{-(71E+j_{0}^{-}\epsilon(u)du)}’ \int_{0}^{na+z}h(s)e^{\int_{0}^{s}\in(u)du}cls$
.

$= \int_{0}^{na+z}l\mathrm{z}(s)e^{-nE}e^{-\int_{5}^{f}\overline{c}(\cdot\alpha)dv}ds$

$=e^{-E}f^{a}h(s)e^{-f_{6}’\epsilon(\iota\iota\}du}.ds+0\neg.$ . . $+e^{-nE} \int h(s)e^{-nE}e^{-/_{\mathrm{s}}\mathcal{E}i(\iota\iota\rangle du}ds\langle n- 1)ana.\underline,.$

.

$+e^{-nE} \int_{m}^{na+z}h(s.)e^{-\int_{\theta}^{\sim}\epsilon(u)d\iota\iota}ds\vee$

よって

$\frac{p_{0}}{p(7\iota a+\hat{\dot{4}})}=p_{0}\int_{0}^{z}h(s)e^{-\mathit{1}_{\epsilon^{\overline{c}(\cdot\iota\iota)du}}^{t}}.ds+\frac{p_{0}(1-e^{-nE})}{e^{E}-1}\int_{0}^{a}h(s)e^{-f_{s}^{t_{\overline{r}(\iota\iota)d\cdot l4}}}..\cdot ds+e^{-nE-\int_{0}\overline{c}(\iota\iota)d\tau f}..\cdot$

(14)

(14) 式から 2 つの異なった状況が考えられる。 $1$ ) $E<0$ のとき、 $p$ は $f_{\backslash }\prime \mathrm{g}\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash$する。 $2$ ) $E>0$

のとき、 $tarrow\infty$ で $p$ が周期になる。 つまり、

$tarrow\infty 1\mathrm{i}_{\mathrm{D}1}p(na+z)=q(\approx)$
(15)

$q(z)$ は次の関係で定義されている。

$\frac{1}{q(z)}:=\int_{0}^{z}h(s)e^{-J_{s}^{t_{\epsilon(\tau\iota)du}}}.ds+\frac{1}{e^{E}-1}f^{a}h(s)e^{-\int_{\mathit{8}}^{t}\xi j(\iota\iota\}du}ds0$ (16)

この式は初期値 $p_{0}$ に依存せず、 $p(t)$ は $q(z)$ を用いて以下のように示すことができる。

(17)$\frac{p_{0}}{p(t)}=\frac{\mathrm{P}\mathrm{o}}{p(\tau \mathrm{z}a+\tilde{4})}=\frac{p_{0}}{q(_{\hat{k}})}.+e^{-7\mathit{1}E-\int_{0}^{2}\tilde{\circ}(u)du}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{1-\frac{p_{0}}{e^{E}-1}\int_{0}^{a}h(s)e^{-\int_{s}^{t}\epsilon(1\iota)du}cf_{6\ovalbox{\tt\small REJECT}}}$
.

このように表現することにより、 cycle の異なった位相での $p(t)$ の値の比較が可能になる。
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4.個体群密度効果
生息地がまばらで一様でないような、 またはほとんど資源がない生息地に占める個

体群について考える。そのような状態は、密度がどれぐらいであろうとも個体群の成長を
表す方法で (8) 式を一般化できる。 ここで三 $7\mathrm{t}p$ を一般的な出生率に寄与するものとする。
つまり、 $p$ に比例するということを表す。 ただしこの状態も $p$ が十分に小さい場合は明ら

かではない。 それに基づく理由が破綻してしまうからである。
仮定として、 $p$ は十分に小さいものとし、 またオスとメスの遭遇率は高いものとしてお

く。 出会いの原理はまさしくこの仮定により示され、 $p^{2}$ に比例しやすい。 ここで、遭遇率

を $\pi(p)$ とすることにより、 (8) 式は以下の形に書き換えられる。

$p’=\sigma p\pi(p)-n\tau p-hp^{2}$ (18)

この方程式は気体分子運動論を参考にしている [ $2\underline{\rceil}_{\mathrm{o}}$ 有益な出会いは $p$ に比例するが、 そ

うでない出会いは定数としておく。 そのことから以下の関係が得られる。

$\pi_{\backslash }/p)=\frac{\alpha p}{p+\beta}$ (19)

(19) 式を (18) 式に代入する。

$p’= \frac{?\tau p^{2}}{p\dashv-\beta}-7np-hp^{2},$ $(n=\sigma\alpha)$ (20)

このようになると、 $p$ が十分に大きいなら、 (20) は (8) の形をとり、逆に $p$ が十分に小さ

いなら、

$p^{f}=\tau p^{2}-??1p$

この形は Volterra(1938)[3]‘ $\mathrm{V}.\mathrm{A}.\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{i}\mathrm{n}(1937)^{\mathrm{r}}\lfloor 1]$がすでに学んでいる。 さらにこの (15)
式にはロジスティック方程式では見つけられない特性がある。 まず、 $\mathrm{P}0<\theta=\frac{m}{\tau}$ のとき

は、 個体群は生き残れないが、 $p_{0}>\theta$ なら、 $p$ は正の平衡点へ向かう。 これは正の平衡点
が $P\mathrm{o}$ に依存しないからである。 このことから、 生物学的で個体群統計のかなりの集団に
ついて説明することができる。
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