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Part II 多種系
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静岡大学工学部システム工学科 黒田 すヾ香 (Suzuka KURODA)

Department of Systems Engineering, Faculty of Engineering, Shizuoka University

1 同一資源を争う多種系

ここからは二つ以上の種が互いに関係しながら存在する場合を議論する。地域的変化は考えず、

生物の大きさや年齢なども無視して個体数のみに注目したモデルの理論である。 まずはじめは同–

資源を争う多種の関係を議論する。

u
同一資源を争う 2種の競争の様子は同一資源を争う $n$ 種の競争に拡張できる。

$\frac{dN_{r}}{d\mathrm{f}}$ $=$ $N,.(\epsilon_{\tau}$ . $-\gamma_{7}.F(N_{1,7}\ldots N_{71}))$ (1)

について考察する。 $N.,$ . は種 $r$ の生物量、十分豊富な資源の供給のもとに単独で同一地域に住む場
合の種 $r$ の増殖係数を $\xi j_{\Gamma}$ とする $($正または負または $())_{r_{\lrcorner}}\gamma_{\Gamma}>0$ は, 他種が存在することによる利

用可能な資源が減少することによる種 7 の増殖率の減少を表す。 ( $\gamma_{T}$ が小さい場合、資源の減少に

対して抵抗力が強いことを示す。) $F(N_{1}, \cdots, N.,,)\geq 0$ を単位時問に食べられた資源量とし、各変数

$N_{7}$ . に対して単調増加する。 ただし、 $N_{1}=\cdots=N_{l}.,=0$ のとき $F$ ( $N_{1},$
$\cdots$ , N.,,) $=0_{\backslash }N_{t}$ . $arrow\infty$ の

とき $F-\infty$ であり、連続的微分可能な関数である 9

(1) 式から

$\frac{1}{\gamma,N_{t}}\frac{dN_{r}}{df}-.\frac{1}{\gamma_{\backslash }\Lambda^{1_{\delta}}}\frac{dN_{\backslash }}{dt}$
. $=$ \gamma \mbox{\boldmath $\zeta$}ニ – $\frac{\overline{\Leftrightarrow}\backslash }{\gamma\prime\backslash }.$

.

これを解く。

$\frac{N\frac{1}{r^{\gamma_{r}}}}{N_{s}^{\overline{\gamma \mathrm{s}}}}$ $=$ $C,e$.(–\Xi \gamma rr-無}t

ただし $C>0$ の定数とする。

12

種 ?. の増殖係数と資源減少による増殖率の減少係数の比 $\frac{\overline{\mathrm{c}}_{r}}{\gamma_{r}}$ を大きい種から番号をつける。 に

こで表されているのは、「第 1 種が一番効率よく資源を利用している」 ということ) ここでイコー

ル $(_{=})$ がないのはイコールである種同士を同種と考えているからである。

$\lrcorner_{-}\overline{\Leftrightarrow\gamma}12>\frac{\hat{\epsilon}}{\gamma}\mathrm{z}>\ldots>\frac{\epsilon_{t}}{\gamma_{t}}$

と仮定する。 明らかに $r<.5$ ならば、

$\varliminf_{t\propto)}$

$\frac{N_{T}^{\frac{1}{\gamma_{\Gamma}}}}{N_{\mathrm{s}}^{\frac{1}{7\triangleleft}}}$

$=$ $\infty$

である。 よって、 $t$. $arrow\infty$ で, $N,$ . $arrow\infty_{\mathrm{t}}$ または $N_{\vee}.arrow 0$ となる。 ただし、 (1) 式より $N_{7}\cdotarrow\infty$) の

とき $Farrow\infty$ から、 $\frac{dN}{dt}<0$ となり前者は矛盾。

よって同 .,資源を争う多種系では残れるのは一種だけとなる。この場合は第 1 種だけが生き残れる

ことになる。
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2 捕食者・被食者系

次に議論していくのは、食べる、 食べられるの関係である。

21 当量仮説

当量仮説とは、

(食べられた r種の総重量) $\div$ (s種の平均個体重量) $=$ (S種の発生個体数)

のことを表す。

種 $r$ の個体数 $N_{r}$ と種 $s$ の個体数 $N_{\sim^{9}}$ の遭遇が $N_{7}.N_{\underline{\mathrm{q}}}$ に比例しているとすると、種 $r$ と種 $s$ が $d_{1}t$

時間に遭遇する確率は m7’8N.N,虚と表される。 また、 種 $r$ と種 $s$ との遭遇で、種 $r$ が種 8 に食べ

られる確率を $p_{r_{\sim^{9}}}(0<p.,.\sim^{\backslash }$. $<1)$ とすると、 $p_{rsr\underline{\sim}r\backslash }m.NN_{\vee}dt$. は種 $r$ が $d.t$. 時間に種 dこ食べられる数

を表す。

$N_{1}=_{\beta_{1}}^{P}-\lrcorner.,$ $\cdots,$ $N_{7}.=$ $\frac{P_{r}}{\{9_{7}}.’\cdots,$ $N_{T1}= \frac{P_{\eta}}{[9_{n}}$

は個々の種の個体数を表す。 ここで $/f_{7}$. は種 $r$ の平均個体重量、 $P_{r}$ は種 $r$ の総重量を表して $f\backslash$ る。

種 $r$ が種 dこ食べられると種 7 の総重量は $P.,$ . $-[j_{T}$ , 種 $s$ の総重量は $P_{\backslash ,\vee}$. $+[4_{\mathrm{r}}$. となる。 それぞれの

個体数は、

$\frac{P_{\tau}-\prime 3_{\tau}}{\beta_{r}}=N_{r}-1,$
$\frac{P_{r}+_{l}9_{T}}{\prime 9_{\backslash }}.=N_{P}+\frac{\beta_{r}}{\beta_{S}}$

と表せる., $0_{r\cdot\llcorner\backslash }.$. $\equiv l4_{T}p_{rs}\tau n_{7\underline{\wedge}}\ldots$ とすると、 $\mathrm{r}lt$ 時間の $|\mathrm{s}$ 種の増加数は、

$m_{rs}p_{\mathrm{v}\cdot\grave{\mathrm{c}}}N,.N_{b} \frac{[4_{7}}{(J_{6}}d.\dagger=a.\}.flN_{J},.N_{b}\frac{1}{(\_{b}}d.\dagger$

である。 種 $\mathrm{t}s$ の増加総重量、種 $r$ の減少総重量は以下のとおりである。

$ar \cdot sN.N_{\grave{\mathrm{c}}}.\frac{1}{\prime \mathit{3}_{9}}\tau.df\mathrm{X}l^{4}\underline{\cdot}.=\mathrm{r}x_{rs}.N_{r}N_{\mathit{8}},$

$-\mathrm{G}_{r\sim\triangleleft}N_{\gamma}.N\sim^{9}\sim^{9rr}=\mathit{0}.I\mathrm{v}’ N_{\mathrm{A}}(-rr_{7S}..=a_{\sim^{\mathrm{q}|}}..)$

ただし、 ここでは『 $.arrow\rangle$ 種以上の出会いはない』ものとする。

22 \neq Tル

上で述べた当量仮説を元に一般化のモデルが立てられる ${}^{t}J$
種 $T$ が単独で存在する場合の種 $r$ の増

殖率を $\epsilon_{7}$. とする. 種 7’ が他の種とともに生息する場合 時間区問 $d\dagger$ における種 $r$ の変化量は

$d\mathit{1}^{1}\mathrm{v}_{7}^{r}$ $=$ $\xi j_{\gamma}N_{7}.d.t$. $+ \frac{1}{/t_{T}}\sum_{=1\grave{\mathrm{L}}}^{71}\mathit{0}_{!_{\tilde{\mathrm{L}}}r}\cdot N_{l^{\neg}}.P_{J_{\underline{8}}}^{7}dt$

で与えられる。 このモデルを整理すると、

防 $\frac{dN_{T}}{dt}$

.
$=$ $([4_{r} \epsilon_{7}\cdot+.\sum_{\backslash =1}^{ll}\mathit{0}_{s1},..N_{\underline{\backslash }}.)N_{7}$ $(r=1, \ldots, n)$ (B)

となる。 ただし一 $a_{\tau\cdot\sim\backslash }=\mathit{0}_{t\underline{\backslash }\mathrm{y}}\cdot,$ $\mathit{0}_{T}..,$. $=0,$ [$4_{r}>0$ である.

このモデルはいろいろな生物モデルに拡大できる。その例を $\mathrm{t}\backslash$ くつか述べよう。

例) 1 捕食者. 1 被食者系

(B) 式について $r=1,2$ で考える 1’

$\{$

$\frac{dN}{dt}=(\epsilon_{1}-\gamma_{1}N_{2})N_{1}$

$dN\vec{d\mathrm{f}}=(\epsilon_{2}-\gamma_{2}N_{1})N_{2}$



$\mathrm{a}\epsilon$

このモデルはよく知られる、 初期のロトカーボルテラ方程式である。
例) $N_{1}$ が $N_{2}$ を食べ、 $N_{2}$ が $N_{3}$ を食べ、 $\ldots N_{7l}$ は食べられるだけ

$\{$

$. \cdot.\frac{dN_{2}dN\vec{dt}}{dt}=(e_{2}-\gamma_{2}N_{1}+\gamma_{\underline{9}}’ N_{3})N_{2}=(\epsilon_{1}-\gamma_{1}’N_{2})N_{1}.$

$\frac{dN}{dt}=(\epsilon_{\iota},.-\gamma_{r\prime}N_{7\downarrow.-1})N_{7}$ ,

ただし、 $7’2,$ $\gamma.\delta,$ $\cdots,$ $\gamma_{\mathit{7}},$

$>0_{\backslash }\gamma_{1)}’\gamma_{2}^{l},$

$\cdots,$
$\gamma_{\gamma’-1}’>0$ とする.

$\gamma_{1}^{J}=$ 饗, $\gamma_{2}’=$ 饗, $\gamma^{\mathit{1}}2-a_{\mathit{1}}9_{2}\gamma_{3}=,=-a_{l}$」$9_{\}}^{]^{\mathrm{Q}}}=s\mathrm{a}\cdot.,$ $\cdots,$ $\gamma,,=\frac{a_{nn-1}}{\beta_{\mathcal{T}}}$

‘

23 モデルの性質

ここで (B) 式の一般的な結果を述べる。

(証明)

$\xi j,$ $>0,$ $N_{1},$ $N_{2},$ $\cdots,$
$\mathit{1}\bigvee_{71}^{\mathrm{v}}<\eta_{?}\sum_{=,\underline{\mathrm{q}}1}^{\uparrow 1}\frac{|a_{\tau\cdot s}|}{[t_{r}}=p_{r}$ とおく.

(B) 式を両辺 $lf_{7}.N_{r}$. で割り、 計算する,

$\frac{1}{\wedge \mathrm{v}_{\gamma}}$

.
$\frac{d,N_{f}}{dt}.$

.
$=$ $\epsilon:_{T}+\frac{1}{/i_{r}}\sum_{\mathrm{q}=1\llcorner}^{f1}a_{\grave{\mathrm{L}}}.\gamma\cdot N_{\vee}\subset$.

$\geq$ $\xi j_{r}-(\frac{1}{[t_{7}}. \sum_{-\sim=1}^{7l}|a_{\mathit{8}}.,.|)\eta$

$=$ $\xi j_{\Gamma}.-\gamma_{J_{\mathrm{y}}}.\eta$

全ての ?,
$\cdot$

について $N_{i}arrow 0$ とすると, $0<\eta\ll 1,T^{J_{7}}>0,$ $\epsilon,$ $>0$ から $\xi \mathrm{i}_{r}-p_{7}\eta=f>0$ が $t\geq t_{0}$ で

成り立つ $t_{0}$. が存在し、

$N_{r}$ $>$ $N_{r}^{0_{\mathrm{f}’},l(t-t_{)},\rangle}$

と計算でき、 $tarrow\infty 3$ のとき $N,$ $arrow\infty$ となり, 全ての瓦 $arrow \mathrm{o}$ という仮定と矛盾が生じる。

よって定理 21 が証明された。

(証明)
(B) 式において、

$c_{r}$ $<$ $-\epsilon(r=1,2, \cdots, n)$

とする。 ただし、 $\epsilon>0_{\mathrm{o}}$ (B) 式を $r=1$ から $r=n$ まで両辺足し合わせると、

$. \sum_{7=1}^{\mathit{7}l}[4_{7}.\frac{\mathrm{r}lN_{\tau}}{d\dagger}.$ $<$ $- \epsilon\sum_{r=1}^{r\iota}[_{T}’ N_{\tau}$

となる。 これは、

$\frac{d,}{dl}1_{11}\sum_{r=1}^{74}[4_{\gamma}.N.,.$ $<$ $-\epsilon$
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となり、 両辺積分すると、

$. \sum_{\mathrm{r}=1}^{71}l_{?}^{N_{r}}’$. $<$ $\sum_{\tau=1}’’[t.,.N_{r}^{0}e^{-\epsilon t},$

と計算できる。 $tarrow\infty$ とすると $e^{-\epsilon t}arrow \mathrm{o}$ から $\sum_{\tau\cdot=1}^{r\prime}[t.,.N,$ . $arrow 0_{\text{、}}(\beta_{r}>0)_{0}$ よって全ての $\epsilon_{r}<0\sigma$)

とき, $t$. $arrow\infty$ で全ての $N_{r}arrow 0$ が証明された。

同様にして、

$\epsilon_{r}$ $>$ $\overline{e}(r=1,2, \cdots, n)$

とする。 ただし、 $\epsilon>0$ とする。

$\sum_{r=1}^{l}’(4_{?}.N_{\tau}$ $>$ $\sum_{r=1}^{71}[_{r}’ N^{0},..e_{d}^{\epsilon t}$

$t$. $arrow\infty$ とすると $e^{\epsilon t},arrow\infty$ から $. \sum_{=71}^{71}[4_{7}\cdot N_{7^{\backslash }}arrow\infty_{\text{、}}([t_{r}>0)_{0}$ よって全ての $\epsilon_{\tau}\cdot>0$ のとき $\mathit{1}\mathrm{v}.\dot{‘.}$ の和

$arrow\infty$ である。

(注) 論文では和が無限大になることを示しているだけで, 全ての Ni が無限大となることを示
していない.

(注) また 「全ての種が絶滅するための必要十分条件は, 全ての $\mathit{6}_{7}.\cdot<0$ となることである」 と

あるが, 1 捕食者. 1 被食者系において $\epsilon_{1}=0,$ $\in 2<0$ のとき $N_{1},$ $N_{2}arrow 0$ となってしまうのであや

まりである。

24 平衡点

$N_{1},$ $N_{2},$ $\ldots N_{7}$ , が一定な方程式を考える。

$\underline{d}NN_{\Delta}\vec{d\mathrm{t}}t=\frac{d}{d}=\ldots=$ $d \frac{N_{rJ}}{dt}=0$

(B) 式より、 正の平衡点を求める。

$(i_{r}\epsilon,$ . $+. \sum_{s=1}^{7l}a_{S?}.N_{S} = 0 (B^{r})$

この式は次のように表せるので、

$\{$

$[$
$(i_{1}\epsilon_{1}+a_{11}N_{1}+\mathit{0}_{21}\prime N_{2}+,$ $\cdots,$

$+a_{\mathit{4}11}.N_{\Gamma \mathit{1}}=0$

[$t_{2}\epsilon_{2}+a_{12}N_{1}+a_{22}N_{2}+,$ $\cdot$ . $++\mathrm{a}_{T\mathrm{b}2}N_{7}$. $=0$...
$[_{7l?1}’\epsilon+a_{1n}N_{1}+\mathrm{r}J,271N_{2}+,$ $\cdots,$ $+r’,.,,\tau’|N.,=0$

基本行列式を考え、

$\lceil$

$0$ $a.,,1$

$d.\epsilon^{2},t|$ .$\cdot$
. ... .$\cdot$

.

$\lfloor a_{17l}$ 0

$=$ $|A|$ $(c,)$
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とおくと、

$|A|$ $=$ $\{$

非会 ( $n$ : 偶数)

0 ( $n$ : 奇数)

となる。 ただし、 $\mathit{0}_{i_{\dot{J}’}}$
, =-\epsilon り i、妬 $=0$ とする。

$n$ : 奇数の場合、 $A=(a_{ij})$ とすると、

$A+A^{T}$ $=$ $0$

$|A|$ $=$ (-1 )” $|A^{T}|$

$=$ $-|A|$

$|A|$ $=$ $0$

となり、 奇数の場合は $|A|=0$ であることが示される。

3 偶数種

\S 2 で述べたように、 ここでは偶数種における安定性を調べていきたいと思う。

31

24 から $|A|>0$ のときを考える。 (B) 式を $r=1$ から $r=n$ まで足し合わせる。

$\sum_{r=1}^{71}[J_{7}\cdot$
$\frac{dN_{r}}{dJ}$

.
$=$ $\sum_{r=1}^{71}\epsilon:_{r}[4,^{\backslash }.N_{r}$ (2)

また、 (B) 式の両辺を $N_{r}$ で割り計算すると、

$[4_{r} \frac{d}{d_{l}t}l_{l}ogN_{l}-\epsilon_{7}.(,. = \sum_{\epsilon=1}^{TL}a_{\mathit{8}T}N_{\triangleleft \mathrm{L}}$ $(3)$
と書き表せる., $A_{\mathrm{L}}\mathrm{q}\eta$ . を $|A_{\mathfrak{l}}|$ における $a_{\sim^{\mathrm{q}}7}$ の余因子としたときに、

$\sum_{?\cdot=1}^{7\mathrm{f}}Af_{[];^{\vee}}.rr_{\mathrm{L}}.\mathrm{c}.\tau=\{$

0 $(h\neq s)$

$|A|$ $(h, =.\mathrm{s})$

は $A$ の $h$ 列を $s$ 列で置き換えた行列の $h$ 列の展開を意味している。

(3) 式から

$|A_{\mathfrak{l}}|N_{\}}$, $=$ $( \sum_{r=1}^{?1}At_{lT_{\sim^{87}}}\circ_{l})N_{f_{1}}$

$=$ $.,. \sum_{=1}^{7l}$ Af岸 $([J_{7}. \frac{d}{dt}..t,ogN_{7}\cdot-\epsilon_{7}.[4_{\mathit{4}^{\backslash }}.)$

となる。

$\sum A_{hr}([t_{\tau}.\frac{d_{J}}{\mathrm{r}lt}l_{l}ogN_{7}7l.-\epsilon_{2}.[_{l}\cdot)$

$\sum_{ll=1}^{t\mathfrak{l}}\epsilon_{f,}[_{f\iota}’ N_{l},$ $=$ $\sum_{f_{1}.=1}^{\tau\iota}\epsilon_{k\iota}[f_{l\iota}^{7=1}.$

$|A|$

$\sum A_{l_{1}r}(i_{r}\frac{d}{dt}logN_{\mathcal{T}}Tl$

$=$ $\sum_{l_{l}=1}^{\prime 1}.\epsilon_{h./j_{1\prime}^{?\cdot=1}}$

$|A|$

$=$ $\sum_{\tau=1}^{7l}q_{r}(4_{7}.\cdot\frac{dlogN,}{dt}.\cdot$

.



aa
ただし、 $A_{l},,$ . $=-A_{r\dagger}$, で、

(1,. $=$ $\sum_{\prime,=1}^{7\prime}\epsilon_{f_{1}}[\_{l\prime}A_{f,\prime}../|A|$ (4)

とおく
$|\dot{\lrcorner}$

これを (2) 式に代入し計算すると、

$\frac{r\mathit{1}}{dt}.\cdot$

.
$., \sum_{\sim=1}^{Tl}[4_{7}(N,.. -q_{7}.logN_{r})$ $=$ 0

となる。

(証明)
上式を計算し整理すると、

$\Pi_{i=1(\frac{\epsilon^{N,}}{N_{i}^{q}’})^{\beta_{r}}}^{7l}’$
.

$=$ $C>0$

となる。 これを、

$n_{\tau}$ . $= \frac{N_{r}}{q_{r}}$

と置き、 整理する.$\cdot$

」

$\Pi_{i=1(\frac{P^{7l_{\ell}},}{n_{i}})^{\beta_{J}q,}}^{?l}.\cdot$ $=$
$C^{J}$

$=$
$C^{q1/^{9_{\mathrm{t},}q_{\vee}\mathit{1}9\underline{9}}}\mathrm{f}\mathit{1}1\mathit{1}2’\cdots r_{l_{7l}^{q_{Y\ell}\beta_{\tau l}}}$ (.5)

ここで、

$. \frac{\mathrm{c}^{n_{r}}}{\prime r_{r}}\geq e$

に注意して、 (5) 式を整理する。

$(’ \frac{e^{Yt_{r}}}{n_{7}})^{\beta_{r}q_{r}}$ $=$ $c’,/ \Pi_{i\neq\tau}.(.\frac{P^{Tl,}}{n_{i}})^{\beta_{\dot{\prime}}q_{\gamma}}$

$\leq$ $C’/\Pi_{i\neq 7}e^{\beta,qj}$
.

$=$
$Ke^{\beta_{r}q_{r}}$

.

ただし、

$K$ $=$ $c’/t_{\lrcorner}^{\Sigma,q;_{1}\prime 9_{h}}$” $\geq 1$

とおくと、

$\frac{e^{7\iota_{t}},}{n_{\mathrm{y}}}$

.
$\leq$

$e,K^{_{q_{\Gamma}}^{1}}r$ (6)

と書き直せる (
$\supset$ ここで左辺を嚢、 $n_{?}-$ を $x$ とおき、 (6) 式をグラフで表す。 $.y= \frac{\epsilon^{\mathrm{r}}}{x}.(0<x$ く $\infty,$ $e<$

$.lj<\infty)(\mathrm{F}\mathrm{I}\mathrm{G}.20)$

ここではグラフ縦軸が y、横軸を $x$ である $ljx=1$ のとき $y=\epsilon$. (最 $’\rfloor\text{、}$値) である。 ここで

$\frac{o\epsilon^{e}}{x}.<y0=\mathrm{p},K^{\frac{1}{\prime \mathrm{i}_{T}q_{T}}}$ のときは点 $A_{\text{、}}B$ が最大値となるので、

$x^{(\mathrm{J}}.<x$. $<x$
’
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$g$

$\mathrm{F}\mathfrak{l}\mathrm{S}.2\mathrm{O}$

となり、 これは $x$ を元に戻すと

$n_{r}^{0}<n_{r}<?7.:$ .

ということであるので、 (B) の解は有界で 2 つの正の定数の問に入っていることが証明でき、定理

3ほが示せた。

32 用語

ここでは用語の定義を行う。
$N(t.)$ が個々の種の個体数を表し、 2 っの正の値 $(\mathit{0}., b>0)$ の内部に存在するとき $(0$. $<N(t1<\}_{J})_{\backslash }$

それを『変化有界』という., また、 $tarrow\infty$ で N(Z)\rightarrow oeこなる場合、 その種は『絶滅』したと考え

る。 変化有界でかつ、 区間 $(t_{1\mathrm{J}}., +\infty)$ で常に $N(t.)$ の最大値と最小値が存在するとき『無限振動』と

呼ぶ。 (.ずっと振動が続くこと)

$N(t.)$ が $t>t_{0}>0$ で単調かまたは定数となり、 $t$. $arrow\infty$ である極限に近づくことを『漸近的な極

限を持つ』 という。
$N(t.)$ が漸近的でなく、 $rarrow\infty$ で極限を持つ場合『減衰振動』と呼び、 $N(t.)$ が無限振動で振動が

非減衰の場合『非減衰振動』と呼ぶ。

33 非減衰

無限振動

定理 32 $q.,$ . $>0(\forall r)_{\text{、}}N(0)\neq q$ のとき、少なくとも 1 種は非減衰無限運動をしている。

(証明)
『少なくとも一種は非減衰である』といっているので全ての $N_{l}$ が減衰すると仮定して矛盾を示す。

(A). $N_{i}arrow q_{\iota}$ のとき
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(5) 式の右辺は、

$c_{\acute{\tau}\prime l}$. $=$
$\epsilon^{q_{1}j_{1}+q_{2}\beta_{2}+\cdots+q_{n}\beta_{\eta}}.’$”

となる。 これは $n_{r}=1(\forall r)$ で成り立つ。 ここで定理の条件を考えると、 $N(0)\neq q$ であるので

$n(0)\neq 1$ である。 このときは (5) 式が成り立つための条件を満たさないので矛盾が示せた。

$\mathrm{t}\mathrm{B}).N_{i}arrow q_{i}’(q’\neq q)$ のとき

(B) 式を $rf_{\acute{i}}$ を使って示し、

($4_{T} \epsilon_{7}.\cdot+\sum_{s=1}^{7}’ \mathit{0}_{\sim^{97}},.q_{\grave{\mathrm{L}}}’$ $=$ 0

同様に平衡点を求めると、

$q_{\mathit{8}}^{l}$ $=$ $q_{\mathrm{c}^{\mathrm{Q}}}(\forall\epsilon)$

となる。 以降 ) と同様に考えることができるので矛盾。
よって ) $\backslash$ ) から定理 32 が証明できた。

平均の保存則と安定性

(証明)

(B) 式を区間 $(t_{0}, t)$ で積分すると、

$\frac{[J_{7}}{T}.log\frac{N}{N_{r}^{0}}$

.
$=$ $\epsilon_{r}[4_{r}+\frac{1}{T}\sum_{\backslash ^{\mathrm{t}}=1}^{71}’\prime_{{}^{t}b},.\int_{t_{1}}^{t}.‘.N_{\gamma}.(\cdot U.)\subset l\cdot\iota\iota$

ただし $T=t-t_{0}$ で、 $N^{0},.$. は $N_{T}$ . の $t$. $=t_{0}$. を表す。 ここで、 $Tarrow\infty$ で左辺 $arrow 0(N(t.)$ は変化有界

である) ことから平衡点、

$\beta_{r}’\epsilon_{r}+\sum_{s=1}^{?l}\mathit{0}_{s\prime}...N_{s}$ $=$ $0$

と比較して考えると、

$\tau_{arrow\infty}^{1\mathrm{i}\ln\frac{1}{T}}\oint_{t_{\mathrm{t})}}^{t}N_{r}(\cdot l\lambda)du$ $=$ $q\underline{\mathrm{Q}}$

となる。 よって定理 33 は証明できた。

定理 34 $q_{T}>0(\forall r1’$ のとき、 $q$ は常に安定

(証明)
$N$ を平衡点 $q$ の近傍にとると、 (5) 式から

$c$
’

$\approx$
$e^{\Sigma_{=1}^{n},q_{\mathrm{h}}\beta_{h}}$

’

となり、

$K$ $=$
$\frac{c’}{e^{\Sigma_{h=1}^{n}q_{1\}}\beta_{l}}’}$

.
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から、

$K$ $\approx$ 1

となる。 よって (6) 式は、

$e \leq\frac{\rho_{a}^{Tl_{t}}}{n_{r}}\leq eK^{qr\tau}\neg_{\acute{h}}^{1}$

から、 $K$ を 1 に十分近くに取れば, $N.,\backslash$ は 1 の十分近くにとどまることになり、平衡点 $q$ は常に安

定であると証明できた。

34 平衡点近傍での小振動解析

(証明)
$(B’)$ から

$\epsilon_{r}/_{r}$’ $=$ -

$.$

$\sum_{=1\grave{\mathrm{c}}}^{?\mathrm{I}}$ “Srqき

を (B) 式に代入すると、

[$i_{r}. \frac{dN_{r}}{\mathrm{r}\mathrm{J}t}$ $=$ $\sum_{\underline{\backslash }=1}^{T1}$蝋 $N_{\backslash ^{\mathrm{e}}}-q_{\mathrm{L}}\sigma$ ) $N_{r}$

となる。 ここに $n_{T}= \frac{N_{\tau}}{q_{r}}$ を代入し計算する。

$\beta_{r}\frac{dr\prime_{\gamma}}{dt},$

.
$=$ $\sum_{\mathrm{g}=1}^{7\mathit{4}}r\prime_{S\mathcal{T}}.q_{\sim^{S}}$ $(n$き一

$1)_{\mathcal{T}l_{r}}$,

ここで平衡点の近傍を考えるので $n_{r}=1+lJ_{T}$ とおく。

[$t_{r} \frac{d_{\mathfrak{l}J_{7}}}{dt}.\cdot$ $=$ $. \sum_{s=1}’’a_{sr}.r_{\mathit{1}_{\backslash }\backslash }\nu_{s}(1+\nu_{r})$

$|\iota/_{\gamma}(0)|<<1$ から $|\nu.,.(t)|<<1$ であるので高次項を無視して考えると、

防 $. \frac{d\prime\prime_{r}}{rlt}$ $=$ $\sum_{\mathrm{u}^{\mathrm{Q}=1}}^{71}\mathit{0}_{\underline{9}}.,.q_{\grave{\mathrm{s}}}l/\underline{\mathrm{s}}$ (7)

という形に変形できる。 ここから $|y_{r}=A.,e^{-x\mathrm{t}}$ と置き代入すると、

$\acute{f}^{J_{T}\cdot A_{\tau^{il}}.+\sum_{\mathcal{B}=1}’’..q_{\grave{\mathrm{L}}}A}\lrcorner.\cdot\Gamma J_{\epsilon_{7}\cdot\llcorner}\backslash$ $=$ $0$ $(r=1,2. \cdots, n)$ (8)

となり、 行列形式で表すと、

$Bd.j.ag(q_{i})\ovalbox{\tt\small REJECT} A_{7}A_{1}.\cdot.,$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}=0$

ただしここで $B$ は、

$c_{x}q13_{1}$ $\mathit{0},,1$

$B=\{$ $\Gamma \mathit{1}\cdot 1^{\cdot}.\cdot 7j$

...
$\frac{/^{9_{\eta}}}{q_{n}}.\cdot.\cdot g$ .
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である。 $q_{\gamma}\neq 0$ かつ $(A_{1}, \cdots, A_{71})\neq 0$ であるので、 $|B|=0$ を満たす $\mathrm{J}^{\cdot}$ を見つける。

$x$ が実数だと仮定する。
$A,$ . は実数。 (8) 式に $A_{\gamma}q_{\gamma}$ . を両辺かけ、 $r=1$ から $?’=?1$ まで足し合わせる。

$jf \cdot.\sum_{7=1}^{Tl}[J_{\Gamma}q,.A_{\gamma}^{2}.$ $=$ 0

[$4_{7}$ . $>0,$ $q_{r}>0$ から $\mathrm{J}:=0$ となる
$/\mathrm{y}$
しかし、 $.x\cdot=0$ ならば $|B|\neq 0$ なので矛盾。 よって 1.$\cdot$ は実数で

はない。

$x$ が複素数だと仮定する。
$A_{7}$ は複素数。 ただし $x$. $=\circ.+b.j$. の場合は $A_{r\text{、}}$ もう一つの解 $x=a-bi$ の場合は $A_{\Gamma}’$ とする。 実数

の場合と同様にそれぞれの (8) 式に $q.,$
$A:.\backslash q,.A_{7}$ . をかけ、 $r=1$ から $r=n$ まで足し合わせる。

$\{$

$(( \mathit{0}.+bi)\sum_{r\cdot=1}^{\prime \mathrm{I}}/4_{T}q,$ $A_{T}A:+ \sum_{r=1}^{rl}.\sum_{s=1}^{\tau\iota}\mathit{0}_{\vee}.\backslash t\cdot\cdot q_{\sim^{\mathrm{q}}}A_{\underline{\mathrm{s}}}q_{r}A_{\acute{r}}=0$

(a-bi) $\sum_{r\cdot=1}^{71}[i_{r}q_{?}\cdot A,..A_{7}’$. $+ \sum_{7=1\vee}^{7l}\sum_{\backslash =1}^{7l}\mathit{0}_{\approx r}.q_{\llcorner}\backslash A_{7}.q_{7\mathrm{q}}A_{\backslash }’=0$

両辺足し合わせると、

$2 \mathrm{r}t\sum_{\tau\cdot=1}^{71}l^{f_{l^{\neg}}}\cdot q,.A_{\mathrm{y}}.A_{\acute{\gamma}}$ $=$ 0

$l\,$ . $>0,$ $q_{7}>0$ から $\mathit{0}$. $=0$ となる。 よって $x=b_{\dot{7}}$ より、 $|B|=0$ を満たす $;I^{\cdot}$ は純 $[_{\backslash }\mathrm{F}-\prime \text{数^{}\backslash \prime}$のみとなる。

また、 $|B|=0$ は行と列を交換しても成立するので、 $jJ^{\cdot}$ が (8) 式の解であれば、 $-.7^{\cdot}\not\in$ )解である。

次に、 $|B|=0$ を満たす $x$ は純虚数であるとわかったので、 解を

$7^{\cdot}.b’,$ $\cdot i,b’’,$

$\cdots,$
$ib^{\langle 7\prime/2)};-\cdot j.b’.-\cdot j.b’’,$

$\cdots,$
$-ib^{(\cdot 1/2)}$’

とおく。 これを $ib^{(f_{l})}=2\pi i/T^{(l_{1})}$ と $\dot{\overline{j}}\overline{\mathrm{E}}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{L}}$ し、 それに対応して
$A_{7}=l\mathfrak{t}’I_{2}^{(l_{l})}.e^{\frac{\underline{?}_{\pi l}}{\tau^{(\prime.)}}a_{r}^{(\prime\tau\}}}$

.
$\$ \leftrightarrow /Egする。 こ

れをつかって (7) 式の解は、

$\prime J_{\gamma}{}^{t}(f_{\mathit{4}}\rangle$ $=$
$\mathrm{A}I^{\langle.\dagger \mathrm{I}},\prime e^{-\frac{\underline{\mathrm{Q}}\pi r}{\tau^{(\prime 1)}}(\dagger-a_{r}^{(\prime \mathrm{l})})}$

と表せるので、 $\frac{1}{2}C^{(h)_{\mathrm{p}^{\frac{r_{j}\pi\prime}{\tau^{\{l)}}}}}..$

”($h1$

をかけると実数解

$’/_{7}’.’(f_{l})$ $=$
$C^{(f,\}}M_{l}^{\langle h)}. \Gamma io.\mathrm{s}\frac{2\pi}{T^{(t_{t})}}(t$. $-\mathrm{r}x_{r}^{\langle f,)}-\alpha^{(f_{\mathit{1})}}.)$

が求まる 2 よって一般解は、

佐 $=$
$\sum_{\prime,=1}^{7|/2}C^{\langle l_{l})}I\mathfrak{t}’I_{r}^{(f_{l)}}$co.s $\frac{2\pi}{T^{\{\dagger\prime})}(t-a^{\langle^{f_{\mathfrak{l})}}}.-|a^{(h)}/\backslash$

と書き表せる。 ただし $n$ 個の任意定数は

$c’,$ $c”,$
$\cdots,$

$C^{(}7b/2\rangle’’’:\alpha,$
$\alpha_{7}\cdots,$

$\alpha^{(\prime\iota/2)}.\cdot$

である。 よって $n$ が $\mathrm{f}\ovalbox{\tt\small REJECT}.\mathfrak{F}$fi種のとき $\dagger 3:.\frac{ll}{2}$ 個の周期 $T^{(\prime;)}$ の非減衰振動の重ねあわせで定理 35 が $\overline{1}_{\overline{\overline{\mathrm{D}}}}\text{明}$

できた。

3.5 増殖係数,,.

今まで述べてきたように平衡点に関する多くの特性を引き出すことができる。
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定理 3.6 全種が安定共存の場合、 $\epsilon.$, が正の種と負の種が存在する

(証明)

(2) 式を区間 $(t_{\{1}., t.)$ で積分すると、

$\sum_{r=1}^{7l}f^{4_{r}N,}\cdot\cdot-.\sum_{7=1}^{71}l^{j_{7}.N_{2}^{0}}$. $=$ $\sum_{\mathrm{r}=1}^{Tl}\epsilon_{r}[4_{7}.\int_{0}^{t}.N_{r}d.t$ .

ただし $N_{7}^{0}$. は $N_{r}$. の時刻 $t_{0}$. を表す 9

ここで $\exists q_{r}>0$ であるので変化有界である。 $(g<N(t)<c)$
$(\mathrm{A})$ $.\overline{\epsilon}_{\Gamma}>0(\forall r)$ のとき

$\sum_{r=1}^{7l}[_{r}’ l\mathrm{V}_{T}^{7}$ $>$ $\sum_{r=1}’’(J_{\gamma}N^{0},.$. $+( \sum_{\tau\cdot=1}^{\prime 1}\epsilon_{7}[i., )gt$

ここで $t$. $arrow\infty \mathrm{l}$ にしたとき、右辺 $arrow\infty_{\text{。}}$ 左辺は変化有界より有界なので矛盾。
$(\mathrm{B}\text{、}).\overline{\epsilon.},$ . $<0(\forall r)$ のとき

$\sum_{r=1}^{7l}l^{4_{?}.N_{r}}$ $<$

,
$. \sum_{=1}^{71}\mathcal{B}_{7}\cdot N_{r}^{0}+(\sum_{\tau\cdot=1}^{71}\epsilon_{r}[’,.)g\dagger$

ここで $tarrow\infty$ にしたとき、 右辺 $arrow-\infty\circ$ 左辺は変化有界より有界なので矛盾 9
よって $\epsilon_{r}$ は正と負の種が存在する。
また $(B’/)$ 式から、

$\sum_{u^{\mathrm{Q}=1}}^{T\mathit{1}}\epsilon_{r}$ [;

となり、 $\mathrm{r}\mathit{1}\cdot,$ . $>0$ なので、 $\epsilon_{r}$ は同一符号ではないことが言える。
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