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エタール位相での $p$進 Tate捻りについて

佐藤 周友 (名大 多元数理)

今回の研究集会に於いて発表の場を下さいました森下昌紀氏, 栗原将人氏に心

より感謝申し上げます 9

序

$X$ を $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z})$ 上固有 (proper) かつ平坦な連結正則スキームとする. 自然数 $n$

に対して, Chow 群 $\mathrm{C}\mathrm{H}^{n}(X)$ を次で定義する:

$\mathrm{C}\mathrm{H}^{n}(X):=\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(_{x\in X^{n-1}}\oplus\kappa(x)^{\mathrm{x}}\underline{\partial}x\in X^{n}\oplus \mathbb{Z})$ .

ここで, $X^{q}$ は $X$ 上野次元 $q$ の点全体のなす集合, 点 $x$ に対し $\kappa(x)$ は局所環

$\mathcal{O}_{X,x}$ の剰余体, $\partial$ は離散付置による写像である. さて, $X$ の次元を $d$ とすると,

相互写像と呼ばれる次の準同型写像がある:

$\rho:\mathrm{C}\mathrm{H}^{d}(X)arrow\pi_{1}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}$ (X)て

ここで, 右辺はエタール基本群のアーベル化 $\pi_{1}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}(X)$ を実数点の寄与に関して修

正したもの, $\rho$ は閉点 $x\in X$ のクラスを $x$ でのフロベニウス置換に移す写像で

ある. この写像は高次元類体論において非常に基本的な写像であり, 実は有限群

の同型写像である ([KS], [S]). 本稿では, 右辺をエタール層の複体傷 $(n)_{X}(=p$ 進

Tate捻り) を係数とする超コホモロジー群に置き換えることにより, 写像 $\rho$ をサ

イクル写像として一般の余次元に拡張したい (系 5, 注意 6 参照). そのサイクル

写像の $n=2$ の場合の単射性については齋藤秀司氏の報告集原稿を参照して頂き
たい.

エタール層の複体 $\mathfrak{T}_{r}(n)_{X}$ を構成するアイデアの源流は, Beilinson[Be] と Licht-

enbaum[L] が存在を予想したエタール位相でのモチーフ面体「 $F(n)_{X}^{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}$」 の公理

にまで遡る. 実際 $X$ が整数環上のスムーズであるときには Schneider[Sch] がモ

チーフ複体の公理の $\mathbb{Z}/p^{r}\mathbb{Z}$ 係数版を考察して 「 $\mathbb{Z}/p^{r}\mathbb{Z}(n)_{X}\text{」}$ に相当するエター

ル層の複体を定義している. 我々は Schneider の考察をより一般化, 厳密化して
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$X$ が整数環上の半安定な族 (senistable family) の場合に 「 $\mathbb{Z}/p^{r}\mathbb{Z}(n)_{X}\mathrm{J}$ に相当す

るエタール層の複体として $\mathfrak{T}_{r}(n)_{X}$ を定義する (より正確には $\supset \mathrm{i}$野ール層の導来

圏の対象として定義するのである). 実際にあるモチーフ複体の候補と $\mathfrak{T}_{r}(n)_{X}$ の

関係については \S 2 を参照して頂きたい.

記号

・スキーム $X$ と自然数 $m$ に対して, $X$ 上のエタール $\mathbb{Z}/m\mathbb{Z}$ 層の導来圏

を $D(X_{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}, \mathbb{Z}/m\mathbb{Z})$ とし, $D(X_{\text{\’{e}} \mathrm{t}}, \mathbb{Z}/m\mathbb{Z})$ の有界な対象からなる充満部分圏を

$D^{b}(X_{\text{\’{e}} \mathrm{t}}, \mathbb{Z}/m\mathbb{Z})$ で表す.

$\bullet$ スキーム $X$ と $X$ 上で可逆な正の整数 $m$ に対して, 1 の $m$ 乗根のなす $X$

上のエタール層を $\mu_{m}$ で表す. 自然数 $n$ に対して, $X$ 上の $\text{エ}$記ール層 $\mu_{m}^{\otimes n}$

は Tate捻りと呼ばれる基本的なエタール層である.
$\bullet$ $k$ を標数 $p>0$ の完全体, $X$ を $k$ 上のスムーズな多様体とする. 正の整数 $r$

と整数 $n$ に対して, $W_{r}\Omega_{X,\log}^{n}$ を lllusie [I1] が定義した Hodge-Witt 層 $W_{r}\Omega_{X}^{n}$

の対数部分からなる $2\mathrm{i}$ 今一 $\mathrm{K}\triangleright$部分層とする.

【注】 ここでは $W_{r}\Omega_{X,\log}^{n}$ の定義は説明しないが, 次の 3っの性質から, それ

がどのようなものであるかを想像して頂きたい:

(1) $n<0$ または $\dim(X)<n$ ならば, $W_{r}\Omega_{X,\log}^{n}=0$ .
(2) $n=0$ なら $W_{0}\Omega_{X,\log}^{n}=\mathbb{Z}/p^{r}\mathbb{Z}$ であり, $1\leq n\leq\dim(X)$ かつ $r=1$ なら,

$W_{1}\Omega_{X,\log}^{n}=\Omega_{X,\log}^{n}:={\rm Im}$(Jog : $(\mathcal{O}_{X}^{\mathrm{x}})^{\otimes n}-\Omega_{X/k}^{n}$ ).

(3) $W_{r}\Omega_{X,1o\mathrm{g}}^{n}$ は $\mathbb{Z}/p^{r}\mathbb{Z}$ 上平坦で, $r\geq 2$ の場合には次の完全列がある:

$0arrow W_{r-1}\Omega_{X,\log}^{n}arrow W_{r}\Omega_{X,\mathrm{I}\mathrm{o}\mathrm{g}}^{n}arrow\Omega_{X,\log}^{n}arrow 0$ (完全).

1. $p$進 Tate捻りの構成

以下のように記号を定める:

$p$ : 素数

$A$ : 代数的整数環または $p$ 進整数環

$X$ : $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(A)$ 上有限型かつ平坦な正則スキーム

$\Sigma$ : $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(A)$ の二二 $p$ の闘点全体のなす (有限) 集合
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$Y$ : $X$ の $\sum$ 上のプアイバーの非交和 $=X \mathrm{X}_{\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(A\rangle}\sum$

$V$ : $Y\subset X$ の補集合 $=X\mathrm{x}_{\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(A)}\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(A[1/p])$ .

$X$ について次の条件を仮定する:

$(*)$ $Y$ は被約 (reduced), かつ $X$ 上の正規交叉因子である.

$r$ を自然数, $n$ を非負整数とする. 以上の設定の下で $X$ (のエタール位相) 上の

Tate捻り $\mathfrak{T}_{r}(n)_{X}$ を定義する. そのためまず「何を以って Tate捻りとするか? つ

まり, 導来圏 $D(X_{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}, \mathbb{Z}/p^{r}\mathbb{Z})$ の対象 $\mathcal{K}$ がどのような条件達を満たすとき Tate 捻

りと呼ぶに相応しいか?」 について説明する. (そのような条件達を満たすような

対象がどれだけあるのかという問題も当然派生するが, その点についても定理 2

で述べる) まず最初に欲しいのは次の条件である.

Tl. $V$ 上では $t:\mathcal{K}|_{V}\simeq\mu_{p^{r}}^{\otimes n}$ なる同型が存在する.

これは $\text{「}\mathcal{K}$ を $V$ に制限すると, $V$ 上の Tate捻りになる」 ことを意味する. 次の

条件は, Tate捻りが非自明なコホモロジー層を持ち得る次数の範囲に関するもの

である:

T2. $\mathcal{K}$ のコホモロジー層は次数 $[0, n]$ 以外では 0 である.

この条件は Beilinson と Lichtenbaum が予想しているモチーフ複体 $\text{「}F(n)_{X}^{\text{\’{e}} \mathrm{t}}$ 」 の

公理「 $F(n)_{X}^{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}$ のコホモロジー層は次数 $[1, n]$ 以外では 0 である」 の類似として得

られるものである (以下の予想 9 も参照して頂きたい). さて, 次なる条件は, $X$

の標数 $p$ の点, つまり $Y$ 上の点の近傍で $\mathcal{K}$ がどのような条件を満たすべきかに

関するものである:

T3. 標数 $p$ の局所閉で連結な正則部分スキーム $\mathrm{i}:Zarrow X$ に対して,

$W_{r}\Omega_{Z,\log}^{n-c}[-n-\mathrm{c}]arrow^{\simeq}\tau\leq n+cRi^{!}\mathcal{K}$

なる標準同型が $D^{b}(Z_{\text{\’{e}} \mathrm{t}}, \mathbb{Z}/p^{r}\mathbb{Z})$ において存在する. 但し, $c$ は余次元

$\mathrm{c}\mathrm{o}\dim_{X}(Z)$ を表し, $W_{r}\Omega_{Z,\log}^{n-c}$ は $n<c$ の場合は調車を表す.

この条件もモチーフ三体「 $F(n)_{X}^{e\iota}\mathrm{J}$ のある公理 (purity の公理) の類似として得ら

れるものである. 注意して頂きたいのは\sim $=n$ の場合, $\mathrm{T}3$ は「 $\mathrm{H}_{Z}^{2n}(X, \mathcal{K})$ の中

に $Z$ のサイクル類が定義できる」 ことを主張しているという点である. さて, 最

後の条件は次のものである (正確な記述は以下の注意 1 を参照):
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T4. ガロアコホモロジーの境界写像 ([KCT]) と局所コホモロジーの境

界写像の間の (T3 の同型を通しての) 可換性.

この条件は技術的なもので, モチーフ複体 $\text{「}F(n)_{X}^{\text{\’{e}} \mathrm{t}}$」 の公理には対応するものは

ないが, 非常に自然な条件であり, 敢えて宣言するところに意味がある.

注意 1. 条件 T4 を正確に述べる. $X$ 上の 2 点 $y,$ $x$ で次の状況のものを考える:

$\mathrm{c}\mathrm{h}(x)=p$ , $x\in\overline{\{y\}}$ かっ $\mathrm{c}\mathrm{o}\dim_{X}(x)=\mathrm{c}\mathrm{o}\dim_{X}(y)+1$ .

$c:=\mathrm{c}\mathrm{o}\dim_{X}(x)$ とおく. $y$ の口数は 0 または $p$ であることに注意 このとき, 条

件 T4 は, 次の図式が 2 数の対 $(\mathrm{c}\mathrm{h}(y), c)$ にのみ依存する符号を除いて可換であ

るというものである:

$\mathrm{H}_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{0},(y, W_{r}\Omega_{y,\log}^{n-c+1})$

$\mathrm{H}_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{n-c+1},(y_{7}\mu_{\mathrm{p}^{r}}^{\otimes n-c+1})$

$(\mathrm{c}\mathrm{h}(y)=p\text{の}\neq(\mathrm{c}\mathrm{h}(y)=0\text{の}\neq\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathfrak{c}\supset}^{\mathrm{A}})\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{a}}\hat{\overline{-}})\}\underline{\partial^{\backslash \prime \mathrm{a}l}}$
$\mathrm{H}_{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}^{0}(x, W_{r}\Omega_{x,\log}^{n-c})$

$.\mathrm{G}\mathrm{y}\mathrm{s}_{i_{y}}^{n}\downarrow$
$\downarrow \mathrm{G}\mathrm{y}\mathrm{s}_{\mathrm{i}_{x}}^{n}$

$\mathrm{H}_{y,\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}^{n+c-1}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathcal{O}_{X,y}), \mathcal{K})$ $arrow a^{--}\mathrm{H}_{x,\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}^{n+c}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathcal{O}_{X,x}), \mathcal{K})$ ,

但し, 次のような記号を用いた:

$\partial^{\mathrm{v}\mathrm{a}1}$ : ガロアコホモロジーの境界写像 [KCT]
$\delta^{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ : 局所コホモロジーの連結準同型写像

$\mathrm{i}_{x}$ : $xarrow \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathcal{O}_{X,x})$ (盟な埋め込み)

$\mathrm{i}_{y}$ : $yarrow \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathcal{O}_{X,y})$ (閉な埋め込み)

$\mathrm{G}\mathrm{y}\mathrm{s}_{i_{x}}^{n}$ : $\mathrm{i}_{x}$ に対する T3 の同型

$\mathrm{G}\mathrm{y}\mathrm{s}_{i_{y}}^{n}$ : $\{$

$\mathrm{c}\mathrm{h}(y1,$ $=p$ なら, $i_{y}$ に対する T3 の同型
$\mathrm{c}\mathrm{h}(y)=0$ なら, Tl の同型 $t$ と標数 0 でのサイクル類による写像

さて, 以上が我々の欲しい Tate捻りに関する条件であるが, 果たしてこれらの

条件を満たす対象 $\mathcal{K}$ は存在するのか? また, 存在するならば, どれくらいたくさ

んあるのか? この問いに対する解答が次の定理である:

定理 2 $([\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{H}])$ . $n,$ $r$ を固定するとき, 条件 $\mathrm{T}2-\mathrm{T}4$ を満たすような $D^{b}(X_{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}, \mathbb{Z}/p^{r}\mathbb{Z})$

の対象 $\mathcal{K}$ と同型 $t:\mathcal{K}|_{V}\simeq\mu_{p^{f}}^{\otimes n}$ の対 $(\mathcal{K}, t)$ が一意な同型を除いて一意に存在する.
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定理 2 の証明の概略定理 2 は次のようにして証明される. $\iota,$ $j$ を

$Varrow jX\underline{\iota}Y$

として, まず次の補題を証明する:

補題 3. $\mathrm{T}2-\mathrm{T}4$ を満たすような対 $(\mathcal{K}, t)$ が存在するとせよ. このとき,

(1) 次の $X$ 上のエタール層の列は完全ででなければならない :

(3.1) Rn九\mu pr $arrow\partial_{1}y\in Y^{0}\oplus \mathrm{i}_{y*}W_{r}\Omega y,\log n\mathrm{l}arrow\partial_{2}x\in Y^{1}\oplus \mathrm{i}_{x*}W_{r}\Omega_{x,1}^{n-\ovalbox{\tt\small REJECT}}$

但し $\partial_{1},$ $\partial_{2}$ はかロアコホモロジーの境界写像を層化して得られる写像である.

(2) $\mathcal{K}$ は必然的に, 次の形の $D^{b}(X_{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}, \mathbb{Z}/p^{r}\mathbb{Z})$ での distinguished triangle に当て
嵌まる:

(3.2) ら $lJ_{Y,r}^{n-\mathrm{I}}[-n-1]arrow^{g}\mathcal{K}arrow t’\tau_{\leq n}Rj_{*}\mu_{p^{r}}^{\otimes n}arrow\partial_{\acute{1}}\iota_{*}\nu_{Y,r}^{n-1}[-n]$ .

ここで, Iま同型 $t$ の随伴射 $\mathcal{K}arrow Rj_{*}\mu_{\mathrm{p}^{\tau}}^{\otimes n}$ を条件 T2 で分解して得られる

射 ( $\tau_{\leq n}$ は次数 $n$ での truncation を表す); $lJ_{Y,r}^{n-1}$ は $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\partial_{2})$ を $Y$ に制限して

得られる $Y$ 上の $\supset=$ 蔭ール層 ($Y\backslash$ がスムーズなら $lJ_{Y,r}^{n-1}=W_{r}\Omega_{Y,\mathrm{I}\mathrm{o}\mathrm{g}}^{n-\mathrm{l}}$, 一般の場

合は [Sa] を参照); $\partial_{1}’$ は列 (3.1) が複体になっていることから誘導される自

然な射である.

補題 3 の証明. 次の localization distinguished triangle を計算する:

(3.3) $\mathcal{K}arrow Rj_{*}j^{*}\mathcal{K}arrow\delta^{1\circ \mathrm{c}}R\iota_{*}R\iota^{!}\mathcal{K}[1]arrow \mathcal{K}[1]$ .

同型 $t$ : $j^{*}\mathcal{K}\simeq j^{*\otimes n}\mu_{p^{f}}$ と同型 $\tau\leq n(R\mathrm{i}_{*}R\mathrm{i}^{!}\mathcal{K}[1])\simeq\iota_{*}\nu_{Y\overline{}^{1},r}^{n}[-n]$ ( $\mathrm{T}3$ , T4 による) に注

意する. さらに, (3.3) の 2番目の射が誘導するコホモロジー層の写像 Rn広 $\mu_{p^{r}}^{\otimes n}arrow$

$\iota_{*}|\nearrow_{Y\overline{}^{1},r}^{n}$ がかロアコホモロジーの境界写像と (符号を除いて) 可換である (T4) ので,

列 (3.1) は複体でなければならず, 従って射 $\partial_{1}’$ が得られる. 最後に T2 を使っ

て (3.3) に $\tau\leq n$ を施し, 適当にシフトすると, (3.2) が得られる. (3.1) の完全性も

T2 から従う 日

補題 3 によって, 定理 2 を証明するには次の 3 点を示せばよい:

(1) エタール層の列 (3.1) が完全である.

(2) (3.2) に当て嵌まるような対 $(\mathcal{K}, t)$ は一意な同型を除いて一意に存在する.

(3) (3.2) に当て嵌まるような対 $(\mathcal{K}, t)$ は T2, $\mathrm{T}3$ , T4 を満たす.
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(3.1) が複体になることは加藤和也氏による ([KCT], Proposition 17). (3.1) 力院

全列になることは標数 $p$ のスムーズな多様体 $Z$ に対する $W_{r}\Omega_{Z,\log}^{*}$ の Gersten 分

解 $([\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{S}])$ を使って確かめられる. (2) は導来圏における初等的な射の計算によっ

て得られる. (3) (特に, T3, T4 の部分) の証明はここでは述べないが, $p$ 進隣接四

体の層の構造定理 ([BK], [Hy]) と, 層 $\nu_{Y,r}^{n-1}$ の purity ([Gr], [Sa]) が非常に重要な

役割を果たすことだけ述べておく. (注意 1 で述べた条件 T4 の図式は, 写像 Gys

達の非常に自然な定義の下で常に反可換になる ) 口

定義 4. $n\geq 0,$ $r>0$ に対し, 定理 2 の対 $(\mathcal{K}, t)$ を一つ固定し, $\mathfrak{T}_{r}(n)x:=\mathcal{K}(\in$

$D^{b}(X_{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}, \mathbb{Z}/p^{r}\mathbb{Z}))$ と定義する.

絶対 purity ([Fu], [Th]) と定理 2 の帰結として次の系が得られる:

系 5. 各 $n\geq 0$ に対し, 標準的なサイクル写像

$\mathrm{c}1_{X}^{n}$ : $\mathrm{C}\mathrm{H}^{n}(X)arrow \mathrm{H}_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{2n},(X, \mathfrak{T}_{\mathbb{Z}_{P}}(n)_{X})(:=.\mathrm{k}^{\mathrm{m}_{r\geq 1}}\mathrm{H}_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{2n},(X, \mathfrak{T}_{r}(n)_{X}))$

が存在する.

注意 6. $X$ が $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(A)$ 上固有 (proper) かっ $\mathrm{r}p\geq 3$ 又は $\sqrt{-1}\in A$」 である場合

には, サイクル写像 $\mathrm{c}1_{X}^{d}$ と算術的双対性 $([\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{H}])$ による同型写像

$\mathrm{H}_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{2d},(X, \mathfrak{T}_{\mathbb{Z}_{p}}(d))\simeq\pi_{1}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}(X)^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}- p}$ $\langle d:=\dim(X))$

によって序文の相互写像 $\rho$ (の pro-p 部分) が復元される.

注意 7. $Y$ がスムーズな場合, $\mathfrak{T}_{r}(n)$ は Schneider ([Sch], \S 7) が定義した複体 $S_{r}(n)$

の $D^{b}(X_{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}, \mathbb{Z}/p^{r}\mathbb{Z})$ での像と標準同型である.

2. 他の係数との比較

記号と設定については前節と同じとする. 以下では $\mathfrak{T}_{r}(n)_{X}$ と他のエタール係

数との比較について, いくつか述べておきたい.

注意 8. $A$ は $p$ 進整数環であるとする.

(1) $Y$ がスムーズな場合, $0\leq n\leq p-2$ では $t^{*}\mathfrak{T}_{r}(n)_{X}$ は $\mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}- \mathrm{M}\check{\mathrm{e}}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ が

定義したサントミック複体 $S_{r}(n)$ に標準同型である (栗原将人氏の結果 [Ku]

による).
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(2) $1\leq n\leq\dim(X)$ では $\iota^{*}\mathfrak{T}_{r}(n)_{X}$ は対数的サントミック複体 ([Ts] 参照) と

は絶対に一致しない. なぜなら, 後者の対象は辻雄氏の結果 [Ts] によって
$\tau_{<}\swarrow Rj_{*}\mu_{p^{r}}^{\otimes n}$ に同型であるからである (補題 3(2) の (3.2) と比較せよ).

本稿の締めくくりとして, Bloch のサイクル複体の $\text{エ}$面ール層化 $\mathbb{Z}(n)_{X}^{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}$ 及び

$\mathrm{Z}\mathrm{a}$ iski 層化 $\mathbb{Z}(n)_{X}^{\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{r}}$ ( $[\mathrm{B}]$ , [Lel]) との比較について期待されることを述べたい.

Levine の研究 ([Lel], [Le2]) によって, これらの 2 つの対象がそれぞれ Beilinson-

Lichtenbaumのモチーフ複体 $F(n)_{X}^{\text{\’{e}} \mathrm{t}}$ と $F(n)_{X}^{\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{r}}$ の有力な候補であることが分かっ

ている. 従って, 定理 2 から次の事を予想することができる:

予想 9. (1) $D^{b}(X_{\text{\‘{e}} \mathrm{t}}, \mathbb{Z}/p^{r}\mathbb{Z})$ において次の標準同型がある:

$\mathbb{Z}(n)_{X}^{\acute{\epsilon}\mathrm{t}}\otimes^{\mathrm{L}}\mathbb{Z}/p^{r}\mathbb{Z}\underline{\simeq}\mathfrak{T}_{r}(n)_{X}$

(2) $2\mathrm{i}$二ール位相から Zariski位相への連続写像 $X_{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}arrow X_{\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{r}}$ を $\epsilon$ とする. この

とき, (1) の標準射は $D^{b}(X_{\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{r}}, \mathbb{Z}/p^{r}\mathbb{Z})$ において次の同型を引き起こす:

$\mathbb{Z}(n)_{X}^{\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{r}}\otimes^{\mathrm{L}}\mathbb{Z}/p^{r}\mathbb{Z}arrow^{\simeq}\tau\leq nR\epsilon_{*}\mathfrak{T}_{r}(n)_{X}$

この予想は $n=0$ の場合, 自明である. $n=1$ の場合も $\mathrm{G}_{\mathrm{m}}$ の Kummer理論
$([\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{H}])$ , Hilbert の定理 90 $(R^{1}\epsilon_{*}\mathrm{G}_{\mathrm{m}}=0)$ と次の 2 つの同型から従う:

$\mathbb{Z}(1)_{X}^{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}\simeq \mathrm{G}_{\mathrm{m}}[-1]$

$\mathbb{Z}(1)_{X}^{\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{r}}\simeq\epsilon_{*}\mathrm{G}_{\mathrm{m}}[-1]$

([Le2], Lemma 112 参照). しかし, $n\geq 2$ の場合には未知の部分が多い. Geisser

の最近の結果によると, 予想 9(1) は「$X$ が $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(A)$ 上スムーズである」 という

条件と 「Bloch-Kato予想 ([BK], \S 5) が成り立つ」 という仮定の下で正しい ([Ge],

Theorems 12(4), 13). 彼の議論の重要なステップは 「 $\mathbb{Z}(n)_{X}^{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}\otimes^{\mathrm{L}}\mathbb{Z}/p^{r}\mathbb{Z}$ のコホ

モロジー層が次数 $\geq n+1$ において全て 0 である」 ことを示すところにある.
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