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1 Introduction
$K$を完備離散付値体とする. $K$の剰余体 $k$が完全なとき, $G_{K}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{K}/K)$

の torsion な表現 $\rho$ に対して $\rho$ の導手 $f(\rho)$ が $f( \rho)=1+\sup(u\in \mathbb{Q}_{>0}|$

$\rho(G_{K}^{u})=1)$ で定義される (ただし $G_{K}^{u}$ は上付き分岐群). 一方 $\mathcal{O}_{K}$ 上の有

限平坦群スキーム $\mathcal{G}$ に対しては $\mathcal{G}$ の聞手 $c(\mathcal{G})$ と呼ばれる量が定義され,
$\mathcal{G}$ の generic fiber が定めるガロア表現を $\rho_{\mathcal{G}}$ と書くと, $f(\rho_{\mathcal{G}})\leq c(\mathcal{G})$ が成

り立つ. 本稿の目的は $c(\mathcal{G})$ の上界を与えることによりこのようなガロア
表現の山手をおさえることである. これに関連して $\mathcal{G}(\overline{K})$ と $\mathcal{G}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \pi-\Phi$

との関係についても述べる.
この研究に対し発表の機会を与えて頂いたことを心から感謝 $1_{\sqrt}$ ‘たします.

2 有限平坦群スキームの晶晶
$K$ を完備離散付値体, $\pi$ を $K$ の素元, $e$ を $K$ の絶対分岐指数 $v$ を $K$ の

加法的付値で $v(\pi)=1$ なものを $K$ の分離閉包に自然に拡張したもの, と

する. 一般に, $A$ を $\mathcal{O}_{K}$ 上の有限平坦代数とするとき, $j\in \mathbb{Q}_{>0}$ に対して

有限 GKー加群 $F^{j}(A)$ が次のように定義される ([2]).

全射 $\rho$ : $\mathcal{O}_{K}[T_{1}, \ldots ,T_{d}]arrow A$ を固定し, その核を $I$ とする. $j=l/k$ と

書くとき, K-algebra

$A_{K}(\rho, k, l, A)=K\otimes_{\mathcal{O}_{K}}(\mathcal{O}_{K}[T_{1}, \ldots,T_{d}][I^{k}/\pi^{l}])^{\Lambda}$
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(ただし $\Lambda$ は \pi \pi 進完備化) は $K$-affinaid algebra([4]) になる. これが定め

る $K$-affinoid variety $X=X_{K}(\rho, l, k, A)$ の幾何学的連結成分 $\pi_{0}(X_{\overline{K}})=$

$.\mathrm{E}$ K/K:有両次分離\pi O $(X\mathrm{x}_{K}K’)$ を $F^{j}(A)$ とお $\text{く}$ .
これは全射 $\mathcal{O}_{K}[T_{1}, \ldots, T_{d}]arrow A$や $k,$ $l$ のとりかたによらず $A$ と $j$ のみ

で定まる有限 GKG加群になる. さらに $A\vdash+F^{j}(A)$ は関手

$F^{j}$ : ( $\mathcal{O}_{K}$ 上の有限平坦代数の圏) $arrow$ (有限 GKー加群の圏)

を定める.
また例えば $I=(f_{1}, \ldots, f_{r})$ ならば, $X=\{z\in m_{\overline{K}|v(f_{1}(z))\geq j,\ldots v(f_{f}(z))\geq j\}}$ .

従って $F(A)=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{O_{K}-alg}.(A,\overline{K})=\{z\in\overline{K}|f_{1}(z)=\ldots=f_{r}(z)=0\}$

から $F^{j}(A)$ に自然な $G_{K}$-equivariant map があるが,

$A$ が $\mathcal{O}_{K}$ 上 relative complete intersection なら $F(A)arrow F^{j}(A)$ は全射

([2, Proposition 6.2]).

とくに $\mathcal{G}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(A)$ が generic fiber が etale な $\mathcal{O}_{K}$ 上の有限平坦群スキー

ムなら, geometric closed fiber が $\overline{k}[T_{17}\ldots, T_{r}]/(T_{1}^{p^{n_{1}}}, \ldots, T_{r}^{p^{n_{f}}})$ と $\mathrm{A}\mathrm{a}$ う形

をしているから, 自動的に relative complete intersection になり, 全射性

が成立する. またこのときは関手性より $F^{j}(\mathcal{G})$ は GKー細務の構造を持ち,
$F(\mathcal{G})=\mathcal{G}(\overline{K})arrow F^{j}(\mathcal{G})$ は GKK加判の全射になることもわかる.

$A$ の導手 $c(A)=c(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(A))$ は,

$c(A)= \inf(j\in \mathbb{Q}_{>0}|F(A)\simeq F^{j}(A))$

で定義される量 ([2, Proposition 6.4]).
導手 $c(A)$ は $A$ が monogenic なときには簡単に計算することができる.
$A=\mathcal{O}_{K}[T]/(f(T)\grave{)}$ を $\mathcal{O}_{K}$ 上の有限平坦monogenic な代数で, $A\otimes_{\mathcal{O}_{K}}K$

が separable なものとする. $z_{1},$ $\ldots,$
$z_{d}$ を $f(T)$ の根とするとき, 次のこと

を仮定する.

$\bullet$ $f(T+z_{i})$ の Newton polygon は $i$ によらない. (この polygon を $P$ と

おく)

この仮定は $A$ が $K$ の有限次分離拡大の整数環のときに, また $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(A)$ が

群スキームになるときにも満たされる. 後者の場合, zero section を $T=0$

ととっておけば, $P$ は $f(T)$ の Newton polygon になる.

さてこのとき, $P$ の頂点を $(d_{1}, f_{1}),$ $(d_{2}, f_{2}),$
$\ldots,$

$(d_{r-1}, f_{r-1}),$ $(d_{r}, f_{r})$ , た

だし $1=d_{1}<d_{2}<\ldots<d_{r}=d,$ $f_{1}>f_{2}>\ldots>f_{r}=0$ とする. $P$ の
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m播目の辺の傾きの絶対値を $s_{m}=(f_{m}-f_{\mathrm{F}72+1})/(d_{m+1}-d_{m})$ , y切片を
$t_{m}=d_{m+1}s_{m}+f_{m+1}$ とおく. 次に, $s>0$ に対して $F(A)$ 上の同値関係 $\sim_{s}$

を,
$z\sim_{s}w\Leftrightarrow v(z-w)\geq s$

で定義する. 最後に $P$ の Herbrand 関数 $\varphi_{P}(s)$ を,

$\varphi_{P}(s)=$ ($Y=-sX+t$ が $P$ と交わるような $t$ の $\inf$)

で定める. このとき,

Theorem 1. $F^{\varphi_{P}(s\}}(A)=F(A)/\sim_{s}$ . つまり, $t_{m}<a\leq t_{m-1}\Rightarrow$

$F^{a}(A)=F(A)/\sim_{s_{m-1}}$ . とくに $c(A)=s_{1}+f1= \sup_{j\neq i}v(z_{j}-z_{i})+$

$\sum_{j’ i}v(z_{j}-z_{i})$ .

さらに, $\mathcal{G}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(A)$ が群スキームのときはこの関係を上付き分岐群と
下付き分岐群の対応と類似した形で書くことができる. つまり,

$\mathcal{G}_{s}(\overline{K})=\{z\in \mathcal{G}(\overline{K})|v(z)\geq s\}$ ,

$\mathcal{G}^{t}(\overline{K})=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(F(\mathcal{G}. )=\mathcal{G}(\overline{K})arrow F^{t}(\mathcal{G}))$ ,

$\mathcal{G}_{s}$ や $\mathcal{G}^{t}$ をこれらの $\mathcal{G}$ のなかでの schematic closure,

とすると, $\mathcal{G}^{\varphi P(S)}=\mathcal{G}_{s}$ .
例.

$\bullet c(\mu_{p^{n}})=ne+e/(p-1)$ .

$\bullet$ $c(\mathcal{G}(r))=pr/(p-1)$ , ただし $\mathcal{G}(r)$ は $T^{p}=\pi^{r}T$ で定義される Ray-

naud Fp-スキーム ([7]).

$\bullet$ $c(\mathcal{G}(r_{1}, r_{2}))=p(r_{1}+pr_{2})/(p^{2}-1)$ , ただし $\mathcal{G}(r_{1}, r_{2}),$ $r_{1}\leq r_{2}$ , は $T_{1}^{p}=$

$\pi^{r_{\ddagger}}T_{2},$ $T_{2}^{p}=\pi^{r_{2}}T_{1}$ で定義される Raynaud Fp2-スキーム.

Remark 2. $K’$ を $K$ の完備離散付値体としての拡大, $e(K’/K)$ を分岐指

数とするとき, $c(A\otimes 0_{K}\mathcal{O}_{K’})=e(K’/K)c(A)$ が成り立つ.

Remark 3. $K$ の剰余体 $k$ が完全とは限らないときにも, 上付き分岐群
$G_{K}^{j}$ が,
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$K$ 上の etale algebra $L$ に対し $j>c(\mathcal{O}_{L})\Leftrightarrow G_{K}^{j}$ が $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{K-alg}.$ ( $L$ , K)&こ
trivial に作用,

という条件で定義され, $k$ が完全なときは古典的な上付き分岐群 $G_{K,cl}^{j}$ を

1 ずらしたもの $G_{K,d}^{(j)}=G_{K,cl}^{j-1}$ と一致する ([2, Definition3.4]).
また $A$ が $\mathcal{O}_{K}$上 relative complete intersectionのとき, $B$ を $A$ の $A\otimes \mathit{0}_{K}^{K}$

のなかでの整閉包とすると, 図式

$F(B)arrow F^{j}\{B)$

$||$ $\downarrow$

$F(A)-F^{j}(A)$

が可換なので縦の矢印も全射であり,

$j>c(A)\Rightarrow G_{K}^{j}$ が $F(A)$ に自明に作用,

が成り立つ.

したがって, $c(\mathcal{G})$ を押さえることにより, $\mathcal{O}_{K}$ 上の有限平坦群スキーム
にのびるガロア表現の導手を押さえることができる. 有限平坦群スキー
ムの毒手は係数拡大と可換なので, 都合のよい体まで base changeするこ
とによって上界が容易に求まる. これは Fontaine の結果 ([6]) の別証明と
剰余体が非完全の場合への一般化を与えている.

Theorem 4. $K$ を混標数 $(0, p)$ の完備離散付値体, $\mathcal{G}$ を $\mathcal{O}_{K}$ 上の有限平坦

群スキームで $p^{n}$ で消えるもの, とするとき,

$c(\mathcal{G})\leq ne+e/(p-1)$

が成り立つ. とくに $j>ne+e/(p-1)$ なら上付き分岐群 $G_{K}^{j}$ は $\mathcal{G}(\overline{K})$ に

自明に作用.

Proof. 両辺は係数拡大で分岐指数倍されるだけだから, $K$ をとりかえて,
$G_{K}$ が $\mathcal{G}(\overline{K})$ に自明に作用かつ $\zeta_{p^{n}}\in K$ , としてもよい. このとき $\mathcal{G}$ の

minimal prolongation $\mathcal{M}$ は $\mu_{p^{m}},$ $m\leq n$ , の直和であり, 図式

$F(\mathcal{G})$ $arrow F^{j}(\mathcal{G})$

$||$ $\downarrow$

$F(M)-F^{j}(\mathcal{M})$
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が可換だから縦の矢印も全射であり, $c(\mathcal{G})\leq c(\mathcal{M})\leq ne+e/(p-1)$ と

なる.
口

古典的な分岐理論というのは, 法 $\pi$-巾の世界から generic fiber の情報を
取り出す, といった意味を持っていたが, われわれの導手 $c(A)$ もそのよう

なものと解釈することができる. $F^{j}(A)$ の定義をよくみてみると, $j$ が整

数でべつの整数 $N$ よりも小さいならば, $F^{j}(A)$ は $I+\pi^{N}$ にしかよらない

ことがわかる. つまり $I$ として $\rho$ のかわりに全射 $\mathcal{O}_{K}[T_{1}, \ldots, T_{d}]arrow A/\pi^{N}$

の核を取ってもよい. したがってこのとき,

$F^{j}(A)$ は $A/\pi^{N}$ にしかよらない.

(このことは一般の $j\in \mathbb{Q}_{>0}$ でも成り立つことが示せる ) とくに, $N>$

$c(A)$ となる整数 $N$ をとれば,

$F(A)$ は $A/\tau^{N}$, にしかよらない

ことがわかる. さらに $\mathcal{G}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(A)$ が $\mathcal{O}_{K}$ 上の有限平坦群スキームのと

きは,

有限 GKK門群 $\mathcal{G}(\overline{K})$ は群スキーム $\mathcal{G}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \pi^{N}$ にしかよらない

ことが示せる.

Remark 5. $\mathcal{G}$ と $\mathcal{G}’$ を, $n$-truncated Barsotti-Tate群で, $\mathcal{O}_{K}$ 上の $(n+1)-$

truncated Barsotti-Tate群の $p^{n}$-torsion として書けるもの, とする. この

とき,
$\mathcal{G}\simeq \mathcal{G}’\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{n+1}\Leftrightarrow \mathcal{G}\simeq \mathcal{G}^{f}$

が成り立つ. 証明には Brueil 加群 ([5]) を使う. つまりこの場合 $N=$

$e(n+1)$ ととってしまえばいいが, これは $ne+e/(p-1)$ よりも大きい値だ

から, generic fiber の同型を与えるためにはわれわれの $c(\mathcal{G})$ で十分. また

場合によっては $c(\mathcal{G})$ よりもかなり小さな法 $\pi$-巾で generic fiber が決まっ

てしまうこともあるが, 逆に $c(\mathcal{G})$ が sharpな場合もある. これらにつ $\sqrt[\prime]{}\backslash$て

は後述,
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3 例: 楕円曲線の場合
$K$ を混標数 $(0, p)$ の完備離散付値体とします. $E$ を $\mathcal{O}_{K}$ 上の楕円曲線

レ](X) $=px+\ldots+c_{p}X^{p}+\ldots$ を $E$ の原点での formal completion の $p$倍

公式, $f=v(c_{p})$ とおくと, $E[p^{n}]$ の濡手は次のように $E[p]$ にしかよらな $\mathrm{V}^{\mathrm{a}}$

形で計算できる.

Theorem 6.

$c(E[p^{n}])=\{$
$ne+(e-f)/(p-1)$ if$f<pe/(p+1)$ ,

$ne+e/(p^{2}-1)$ if$f\geq pe/(p+1)$ .

Proof. $f=0$ ( $E$ が ordinary) の場合は, $K$ を有限次拡大すると $E[p^{n}]$ tまス

キームとして $\mu_{\mathrm{p}^{n}}$
の disjoint union になるので $c(E)^{n}])=c(\mu_{p^{n}})=ne+$

$e/(p-1)$ . $f>0$ ( $E$ が supersingular) の場合は $E[p^{n}]$ が monogenic なので

定理 1 より $c(E[p^{n}])=ne+s$ , ただし $s= \sup_{z\neq 0\in E\mathrm{b}^{n}](\overline{K})}v(z)$ . 下付き分
岐群 $E$「$p^{n}]_{s}$ は pb群だから位数 $p$ の元を含み, $s= \sup_{z\neq 0\in E\mathrm{b}](\overline{K})}v(z)$ でも

あるから, $f<pe/(p+1)$ ならば $s=(e-f)/(p-1),$ $f\geq pe/(p+1)$ なら

ば $s=e/(p^{2}-1)$ になるのは $[p](X)$ の Newton polygon からわかる.
式

例.

$\bullet K=\mathbb{Q}_{5}(5^{1/20}),$ $E$ : $y^{2}=x^{3}+\pi_{K}x+1,$ $E’$ : $y^{2}=x^{3}+\pi_{K}(1+$

$5\pi_{K}^{5})x+1$ , とすると $c(E[5])=24.25$ であり, $E[5](\overline{K})\simeq E’[5](\overline{K})$ .

$\bullet K=\mathbb{Q}_{5}(5^{1/20}),$ $E$ : $y^{2}=x^{3}+\pi_{K}^{11}x+1,$ $E’$ : $y^{2}=x^{3}+\pi_{K}^{11}(1+$

$5\pi_{K}^{3})\mathrm{x}+1$ , とすると $c(E[5])=22.75$ であり, $E[5](\overline{K})\simeq E’[5](\overline{K})$ .
このときは $\mathcal{O}_{K}$ 上の群スキームとしても $E[5]\simeq E’[5]$ .

$\bullet K=\mathbb{Q}_{5}(5^{1/6}),$ $E$ : $y^{2}=x^{3}+\pi_{K}x+1,$ $E’$ : $y^{2}=x^{3}+\pi_{K}(1+5\pi_{K}^{2})x+1$ ,

とすると $c(E[5])=7.25,$ $E[5](\overline{K})\simeq E’[5](\overline{K})$ . このときも $\mathcal{O}_{K}$ 上の

群スキームとしても $E[5]\simeq E’[5]$ .

また $\mathcal{G}^{j+}=\bigcup_{j’>j}\mathcal{G}^{j’}$ とおくと次のことが成り立つ.

Theorem 7. $f<p^{2}e/p^{n}(p+1)$ のとき, $E[p^{n}]^{pe/p^{n}(p-1)+}$ は $\mathbb{Z}/p^{n}$ 上階数

1 の自由部分群スキーム. $n=1$ のときは canonical subgroup と一致
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最後に, $\mathcal{G}$ の generic fiber を決める法 $\pi$-巾のなかで $c(\mathcal{G})$ が sharp なも

のかどうか, についての話をします. 簡単のために $K=K^{nr}$ とする.
$\mathcal{G}$ を $\mathbb{Z}/p^{n}$ の \mu P、による $\mathcal{O}_{K}$ 上の有限平坦群スキームとしての extension
とする.

$\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathcal{O}_{K}-grp}.(\mathbb{Z}/p^{n}, \mu_{\mathrm{P}^{n}})=\mathcal{O}_{K}^{\mathrm{x}}/(\mathcal{O}_{K}^{)(})^{2^{\mathrm{n}}}$

であることから,

すべてのこのような $\mathcal{G}$ に対して $\mathcal{G}(\overline{K})$ が $\mathcal{G}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \pi^{N}$ で決まる $\Leftrightarrow$

$N\geq ne+e/(p-1)$

が従う. L,たがって, 導手の評価 $c(\mathcal{G})\leq ne+e/(p-1)$ は ( $\zeta_{p}\in K$ かどう

かで 1 ずれるにせよ) 「ほとんど」 sharp であることがわかる (一方, $\mathcal{G}$ を

supersingular reduction を持つ楕 $\mathrm{E}$ ffi線のか torsion, に限ると, $f>e,/2$

のときは $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ がかロア表現を決めることが示せる).
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