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1, 序

$C$ を実 Banlach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とする. $C$ から $C$ への写像 $T$ が $C$ か

ら $C$ への nonexpansive であるとは任意の $x,$ $y\in C$ に対して

$||Tx-Ty||\leq||x-y||$

をみたすときであり, $F(T)$ で集合 $\{x\in C:x=Tx\}$ を表す.
$T$ を Banach空間の空でない閉凸部分集合 $C$ から $C$ への llollexpansive $\mathrm{n}$)$\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ とす

る. $u$ を $C$ の元とし, $t$ を $0<t<1$ の任意の実数とする. 任意の $x\in C$ に対して

$T_{\ell}x=tu+(1-t)Tx$

で定義される $C$ 上の縮小写像 $T_{t}$ は唯一の不動点 $x_{t}$ を持つ. Browder [6] は Hilbert 空
間において, $t_{J}arrow 0$ のときにこの $\{x_{t}\}$ が不動点に強収束することを証明した. Takahahi
and Ueda [21] は Browder [6] の定理におけるこの $\{x_{t}\}$ の収束について Banach 空間で
研究した. そして一様凸で一様 Gateaux微分可能なノルムをもつ Banach 空間におい
て, $karrow \mathrm{O}$ のときに次の点列 $x_{k-}$ が $T$ の不動点に強収束することを証明した ([13] も参

照):

$x_{k}= \frac{1}{h}.x+(1-\frac{1}{k^{4}})Tx_{k\dot{J}}$, $k=1,2,3,$ $\ldots$ , (1)

ここで $x$ は $C$ の元とする. 一方, Xu an$1\mathrm{d}$ Ori [22] は有限個の写像 $T_{1},$ $T_{2_{7}}\ldots$
)

$T_{r}$ に対し

て次の implicit iterative process を Hilbert 空間において研究した: $x=x0\in C$ とし,

xn=\mbox{\boldmath $\alpha$}nxユー l+(l-\mbox{\boldmath $\alpha$}\tilde Inxn’ $n=1,2,$ $\ldots$ , (2)

ここで $\{\alpha_{n}\}$ は $0<\alpha_{n}<1$ をみたす実数列とし, $T_{n}=T_{n+r}$ とする. そして (2) で定義
される点列の弱収束定理を Hilbert 空間において証明した. SUII, He and Ni [18] は (2)
で定義される点列を研究し, 一様凸な Banach 空間において, 写像族 $T_{1},$ $T_{2},$

$\ldots,$
$T_{r}$ の中

で semicompact となる写像 $T_{i}$ が存在するという仮定のもとで強収束定理を証明した.
本論文では, [t6, 18, 22] の考えを用いて, 2つの可換な nonexpansive mappings に対し

て inlplicit iterative process を導入し, nonexpansive mappings に対する弱収束定理を一
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様凸で Opial 条件をみたす Banach 空聞において証明する. また, 写像が semicompact
であるという仮定のもとに, この impiicit iterative process の強収束定理も示す ([1, 2,
8, 14, 15] も参照). one-parametor nonexpansive semigroup に対する弱収束定理と強
収束定理も与える. さらにそれらを一般化した (general) semigroup をパラメタとする
nonexpansive mappings の半群に対する iterative process を導入する. Banach 空間に
おいてその半群の共通不動点への弱収束定理と強収束定理も得られたので報告する. 最
後にこれの応用についても述べる,

2. 準備

本論文では以後, $E$ は実 Banach空間を表し, $E^{*}$ は $E$ の共役空間とし, $\langle y_{j}x^{*}\rangle$ は $x^{*}\in$

$E^{*}$ の $y\in E$ での値を表す. $x_{n}arrow x$ は点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ に強収束することを表し, また
$1\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}x_{n}=x$ も x。が $x$ に強収束することを表す. $x_{n}arrow x$ は点夕 H$x_{n}$ } が $x$ に弱収束する

’\leftarrow ?\leftarrow .-.とを表し, また $\mathrm{w}- 1\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}x_{n}=x$ も $x_{n}$ が $x$ に弱収束することを表す. $\mathbb{R}$ と $\mathbb{R}^{+}$ はそれぞ

れ, すべての実数か
$\text{ら}\vec{f}\Sigma^{j}5n\infty$集合, すべての非負の実数からなる集合とする. さらに $\mathrm{N}$ は

すべての正整数からなる集合を表す.
$C$ 上の写像 $T$ が compa$ct$であるとは $T$ が連続であり, かつ有界な集合を相対コンパ
クト集合に写すときであると定義される. $C$ 上の写像 $T$ が $\xi\in C$ で demicompact で

あるとは, $y_{n}-Ty_{n}arrow\xi$ をみたす $C$ の任意の有界な点耳 $\{y_{n}\}$ に対して, $y_{n}$ , $arrow y$ か

つ $y・Ty=\xi$ をみたす $\{y_{n}\}$ の部分点列 $\{y_{n_{k}}.\}$ と $y\in C$, がとれるときにいう. 特に連

続写像 $T$ が 0 で demicompactであるとは, $y_{n}-Ty_{n}arrow 0$ をみたす $C$ の任意 ($J\supset$有界点

夕$Hy_{n}$ } に対して, $y_{7f}k$. $arrow y$ をみたす $\{y_{n}\}$ の部分点列 $\{y_{n_{\mathrm{A}}}..\}$ と $y\in C$ がとれるときで

ある, また, $T$ が連続でかつ 0 で demicompactであるとき, $T$ は semicompactであると

いわれる ([22] 参照), 写像 $T$ が $C$ で demicompactであるとは, $C$ 上の任意の点 $\xi$ にお

いて demicompact になっていることであると定義される. $T$ が $C$ で compact であれば
$T$ は $C$ で demicompact になることが知られている. demicom pact 写像の例については

[2, 1, 14, 15] を参照,

Banach 空間 $E$ が狭義凸であるとは $||x||=||y||=1,$ $x\neq y$ をみたす任意の $x,$ $y\in E$

について $||x+y||/2<1$ が成立するときをいう. 狭義凸な Banach 空振 $E$ では, 任意の

$x,$ $y\in E,$ $\lambda\in(0,1)$ に対して $||x||=||y||=||(1-\lambda$ } x+\lambda y|\mapsto S成立するならば $x=y$

となる.
$B_{r}=\{v\in E : ||v||\leq r\}$ とする. Banach 空間 $E$ が一様凸であるとは, 任意の $\epsilon:>0$

に対して, $||x-y||\geq\epsilon$ をみたす $x,$ $y\in B_{1}$ について $||x+y||/2\leq 1-\delta$ となる $\delta>0\mathrm{B}\grave{\grave{1}}$

存在することである. 一様凸な Banach空間は回帰的であり, 狭義凸であることが知ら

れている. Banach空間 $E$ が Opial条件をみたすとは, $\mathrm{w}- 1\mathrm{i}\mathrm{n}1x_{n}=xnarrow\infty$
をみたす $E$ の点列

$\{x_{n}\}$ と $x\in C$ について

$\frac{1\mathrm{i}\mathrm{n}1}{narrow\infty}||x_{n}-x||<\frac{1\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}}{n\infty}arrow||x_{n}-y||$
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が $y\neq x$ なる任意の $y\in C$ に対して成立するときにいう ([12]). 回帰的な Banach 空間

においては, この条件は $\mathrm{I}h^{\Gamma}-\varliminf_{\alpha}x_{\alpha}=x$
をみたす $E$ の net $\{x_{\alpha}\}$ と $x\in C$, につ $|_{\sqrt}\mathrm{a}$て

$\frac{1\mathrm{i}\mathrm{n}1}{a}.||x_{\alpha}-x||<\frac{1\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{z}}{\alpha}||x_{\alpha}-.y||$

が $y\neq x’$ なる任意の $y\in C$ に対して成立するという条件と同値である ([4] 参照). もし

双対写像 $x\mapsto\{x^{*}\in E^{*} : \langle x, x^{*}\rangle=||x||^{2}=||x^{*}||^{2}\}$ が弱点病的連続であるならば, $E$ (ま

Opial条件をみたす. すべての Hilbert空間は Opial条件をみたすし, $1<p<\infty$ のとき

の空間 $l^{p}$ は Opial条件をみたす ([10, 12] 参照). $p\neq 2$ のときの $L^{p}$ 空聞は通常 Opial 条

件をみたさないが, 任意の可分な Banach空間は Opial条件をみたすようにリノルミン
グ可能である (see[7,12]).

3. NONEXPANSIVE MAPPINGS に対する収束定理

$C$ を Banach空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とし, $T,$ $U$ は $C$ から $C$への non expansive
mappings で $TU=UT$ であり, $F(T)\cap F(U)$ が空でないとする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1$ を

みたす実数列とする, $x$ を $C$ の元とし, $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x=x_{0}$

$x_{n}.= \alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})\frac{1}{(n+1)^{2}}\sum_{ij=0}^{n}T^{i}U^{j}x_{n)}$
$n\in \mathrm{N}$ .

で定義される点列とする. この節では, nonexpansive mappings に対して (3) で定義さ
れる整列 $\{x_{n}\}$ を考え, この点列の弱収束および強収束について考察する.

3.1. 補題,

nonexpansive rnappings $T$ と $U$ の共通不動点への弱収束定理 (Theorem 34) や強収束
定理 (Theorem 35) を示す前に, その証明に用いられる補題を与えておく.

Lemma 31. $C$ を Banach 空問 $E$ の空でない閉凸部分集合とし, $T$ と $U$ は $C$ 次式 $C$ へ

の nonexpansive mappings で $TU=UT$であり, $F(T)\cap F(U)$ が空でないとする. $\{\alpha_{n}\}$

は $0<\alpha_{n}<1$ をみたす実数列とする. $x$ を $C$ の元とし, $\{x_{n}\}$ を (3) で定義される三五
とする. このとき任意の $w\in F(U)\cap F(T)$ に対して $||x_{n+3}-w||\leq||x_{n}-w||$ が成立し,
さらに $narrow\infty 1\mathrm{i}\mathrm{n}1||x_{n}-w||$ が存在する,

次の補題は [3] で証明されているが, この論文で重要な役割を担う.

Lemma 32 ([3]). $C$ を一様凸な Banach空聞の空でない閉凸部分集合とし, $T$ と $U$ は

$C$ から $C$ への nonexpansive mappings で $TU=UT$ であり, $F(T)\cap F(U)$ が空でない
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とする. このとき任意の $r>0$ に対して,

$\lim_{narrow\infty}\sup_{y\in C\cap B_{r}}||\frac{1}{(n+1)^{2}}\sum_{i,\mathrm{j}=0}^{n}T^{\dot{x}}U^{j}y-T(\frac{1}{(n+1)^{2}}\sum_{i,j=0}^{n}T^{\mathrm{i}}U^{j}y)||$

$=1 \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\sup_{y\in C\cap B_{\gamma}}narrow\infty||\frac{1}{(n+1)^{2}}..,\sum_{jj=0}^{n}T^{i}U^{j}y-U(\frac{1}{(n+1)^{2}},\sum_{i.j=0}^{n}T^{i}U^{j}y)||=0$

が成立する.

次の補題は Theorems 34, 35 の証明の中で本質的である.

Lemma 33. $E$ を一様凸な Banach空間とする. $C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とし,
$T$ と $U$ は $C$ から $C$ への llonexpansive mappings で $TU=UT$であり, $F(T)\cap F(U)$ が

空でないとする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0<\alpha_{n}<1$ , $\sum_{n=1}^{\infty}(1-\alpha_{n})=\infty$ をみたす実数列とする, $x$ を

$C$ の元とし, {x舜を (3) で定義される点列とする, このとき

$narrow\infty 1\mathrm{i}\mathrm{n}1||x_{n}-Tx_{n}||=1\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{z}narrow\infty||x_{n}-Ux_{n}||=0$ .

が成立する.

32. nonexpansive mappings に対する収束定理. 以上の補題を用いて, 2つの可換な
llollexpansive mappings に対する弱収束定理および強収束定理を証明できる, さらにそ
れらと同様の考えで可換な有限個の nonexpansive mappings に対する弱収束定理と強
収束定理を証明できる.

Theorem 34. $E^{1}$ を一様凸で Opial 条件を満たす Banach 空聞とする. $C$ を $E$ の空で

ない閉凸部分集合とし, $T$ と $U$ は $C$ から $C$ への nonexpansive mappings で $TU=UT$

であり, $F(T)\cap F(U)$ が空でないとする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0<\alpha_{n}<1,$ $\sum_{n=1}^{\propto)}(1-\alpha_{n})=\infty$ をみ

たす実数列とする. $x$ を $C$ の元とし, $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x=x_{0}$

$x_{n}= \alpha_{n}x_{n-1|}[perp](1-\alpha_{n})\frac{1}{(n+1)^{2}}\sum_{i,j=0}^{n}T^{i}U^{j}x_{n}.$, $n\in \mathrm{N}$ .

で定義される点列とする. このとき $\{x_{n}\}$ は $T$ と $U$ の共通不動点に弱収束する.

一方, 次の強収束定理も証明できる.

Theorem 3.5. $E$ を一様凸な Banach 空問とする, $C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合と

し, $T$ と $U$ は $C$ から $C$ への nonexpansive mappings で $TU=UT$ であり, $F(T)$ 口 $F(U)$

が空でないとする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0<\alpha_{n}<1,$ $\sum_{n=1}^{\infty}(1-\alpha_{n})=\infty$ をみたす実数列とする.

$x$ を $C$ の元とし, $\{x_{n}\}$ を (3.4) で定義される点列とする. このとき 3 か $U$ 1/‘ずれかが

selnicompact であれば, $\{x_{?l}\}$ は $T$ と $U$ の共通不動点に強収束する.
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4. ONE-PARAM ETOR NONEXPANSIVE SEMIGROUP に対する定理

この節では, one-parametor nonexpansive sellligroup に対する弱収束および強収束定
理を与える.

Banach 空問の蛤鍋部分集合 $C$ から $C$への写像の族 $S=\{T(s) : s\in \mathbb{R}^{+}\}$ が次の

(i),(ii),(iii) をみたすとき, $S=\{T(s) : s\in \mathbb{R}^{+}\}$ (ま $C$ 上の one-parametor nonexpansive

semigroup であるという.

(i) $T(s+t)=T(s)T(t)$ が任意の $t,$ $s\in \mathbb{R}^{+}$ に対して成立する;
(ii) $||T(s)x-T(s)y||\leq||x-y||$ が任意の $x,$ $y\in C$ と $s\in \mathbb{R}^{+}$ に対して成立する;

(iii) 任意の $x\in C$ に対して, $s\mapsto T(s)x$ は連続である:
(iv) $T(0)x=x$ が任意の $x\in C$ に対して成立する.

定理 34 の考えを用いて次の定理を証明できる.

Theorem 41. $E$ を一様凸で Opiai 条件をみたす Banach 空間とする. $C$ を $E$ の空で

ない閉凸部分集合とし, $S=\{T(s) : s\in \mathbb{R}^{+}\}$ は $C$ 上の on$\mathrm{a}\mathrm{e}$-param etor nonexpansive
semigroup で口, $\in R^{+}F(T(s))$ が空でないとする. $\{\alpha_{n}\}f3;0<\alpha_{n}<1,$ $\sum_{\tau\iota=1}^{\infty}(1-\alpha_{n})=\infty$

をみたす実数列とし, $\{t_{n}\}$ は $t_{n}arrow\infty$ をみたす正数列とする. $x$ を $C$ の元とし, $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x=x_{0}$

$x_{n}= \alpha_{n}x_{n-- 1}+(1-a_{n}’)\frac{1}{t_{n}}\int_{0}^{t_{\tau\iota}}.T(s)x_{n}ds$ , $n\in \mathrm{N}$ .

で定義される点列とする. このとき $\{x_{n}\}$ は口, $\in R+F(T(s))$ の元に弱収束する.

定理 35 の考えを用いて次の定理を証明できる.

Theorem 42. $E$ を一様凸な Banach 空間とする. $C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合
とし, $S=\{T(s) : s\in \mathbb{R}^{+}\}$ は $C$ 上の one-parametor nonexpansive semigroup で

$\bigcap_{s\in \mathbb{R}^{+}}F(T(s))$ が空でないとする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0<\alpha_{n}<1_{\mathit{1}}$. $\sum_{n=3}^{\infty}(1-\alpha_{n}^{l})=\infty$ をみたす

実数列とし, $\{t_{n}\}$ は $t_{n}arrow\infty$ をみたす正数列とする, $x$ を $C$ の元とし, $\{x_{\uparrow \mathrm{z}}\}$ を (4.1) で
定義される三三とする. このとき semicompact となる $T(s)\in S$ が存在すれば, { $x_{n}]$ は

$\bigcap_{s\in \mathrm{R}}+F(T(s))$ の元に強収束する.

5. NONEXPANSIVE SEMIGROUP に $\text{対_{}\backslash }\text{す}$る $\mathrm{U}\mathrm{X}\text{束}\acute{\mathrm{x}}\overline{\mathrm{E}}$理

この節では, Theorems 34, 4.1 および Theorems 35, 42, の考えをもとに, それら
各々を一般化した llon expansive semigroup に対する弱収束定理と強収束定理を示す.

5.1. 補題. 以後 $S$ を (general) semigroup とする. Banach空間の海面部分集合 $C$ から
$C$への写像の族 $S=\{T\{s) : s\in S\}$ が次の (i),(ii) をみたすとき, $S=\{T(s) : s\in S\}$ は

$C$ 上の nonexpansive semigroup であるという.

(i) $T(st.)=T(s)T(t)$ が任意の $t,$ $s\in S$ に対して成立する:
(ii) $||T(s)x-T(s)y||\leq||x-y||$ が任意の $x,$ $y\in C_{J}$ と $s\in S$ に対して成立する,
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$F(S)$ は $T(s),$ $s\in S$ の共通不動点, すなわち $F(S)=\cap Fs\in S(T(s))$
を表す.

以後, $B(S)$ は $S$ 上の有界実数値関数全体からなる Banach 空間とし, そのノルムは
$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\ln\iota i\ln- \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\ln$ とする. また, $X$ は $B(S)$ の部分空間を表す. $\mu\in X^{*}$ に対して, $\mu(f)$

は $\mu$ の $f\in X$ での値を表すが, $\mu(f)$ は $\mu_{t}(f(t))$ とかくこともある. $X$ が 1 を含むとき,
$X$ 上の線形汎関数 $\mu$ は $||\mu||=\mu(1)=1$ をみたすならば $X$ 上の mean といわれる. 任意
の $s\in S$ と $f\in B(S)$ に対して, $l_{s}f\in B(S)$ を

$(l_{s}f)(t)=f\langle st)$ , $t\in S$

で定義する. また $l_{s}^{*}$. で $l_{s}$ の共役作用素を表す. さらに $X$ は $l_{s}$-invariant であるとする,
つまり任意の $f\in X$ に対して $l_{s}f\in X$ がすべての $s\in S$ に対して成り立つとする.
このとき任意の $s\in S$ と $f\in X$ に対して $\mu(l_{s}f)=\mu(f)$ が成立するならば, $X$ 上の

mean $\mu$ は left invariant という. $X$ 上の mean の点列 $\{\mu_{n}\}$ が任意の $s\in S$ に対して

$||\mu_{n}-$ $l_{s}^{*}.\mu_{n}||arrow 0$ をみたすとき, strongly lefl regular であると $|_{\sqrt}\mathrm{a}$ う. $S$ が可換なときは,

strongly left regular sequence は strongly regular とよばれる ([9, Il] 参照).
$C$ を Banach 空問 $E$ の空でない閉凸部分集合とする. $S=\{T(t) :t\in S\}$ を $C$ 上

の nonexpansive semigroup で $F(S)\neq\emptyset$ をみたすとする. さらに任意の $x\in C$ に対

して $\{T(t)x : t\in S\}$ の弱閉包が弱コンパクトであることを仮定する. $X$ を $B(S)$ の

部分空間で $1\in X$ で, また任意の $x\in C$ と $x^{*}\in E^{*}$ に対して $t\mapsto\langle T(t)x, x^{*}\rangle\in X$ が

$X$ の元であるものとする. このとき $X$ 上の任意の lllean $\mu$ と任意の $x\in C$ に対して

$\ovalbox{\tt\small REJECT} x,$ $y\rangle=\mu_{s}\langle T(s)x, y\rangle$ が任意の $y\in E^{*}$ について成立する $C$, の元 $T_{\{l}x$ が唯一存在する

([9, 19]). また, $T_{\mu}$ は $C$ から $C$ への nonexpansive mapping になることや $x\in F(S)$ (こ

対して $T_{\mu}x=x$ が成立することも知られている.

この論文の主定理である, lzonexpansive selnigroupの共通不動点への弱収束定理 (The-

orem 54) および強収束定理 (Theorem 55) を示す前に, それらの証明に用いられる補
題を与えておく.

Lemma 51([5]). $C$, を Banach 空間 $E$ の空でない弱コンパクト凸部分集合とし, $S=$

$\{T(s) : s\in S\}$ は $C$上の nonexpansive semigroupで $F(S)$ が空でないとする. $X$ (ま $B(S)$

の部分空間で $\mathrm{I}\in X$ であり, 任意の $s\in S$ について $l_{s}$-invariant であり, 任意の $x\in C$ と

$x^{*}\in E^{*}$ に対して $t\mapsto\langle T(t)x, x^{*}\rangle$ は $X$ の元であるとする. さらに $\{\mu_{n}\}$ は $X$ 上の mean
の列で strongly left regular であるとし, $\{\alpha_{n}\}$ 1ま $0<\alpha_{n}<1,$ $\sum_{n=1}^{\infty}$ $($ 1 – $\alpha_{n})=\infty$ をみ

たす実数列とする. $x$ を $C$ の元とし, $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x=x_{0}$

$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})T_{\mu_{n}}x_{n}$ , $n\in \mathrm{N}$ .
(3)

で定義される点列とする. このとき任意の $w\in F(S)$ に対して $||x_{n+1}-w||\leq||x_{n}-w||$

が成立し, さらに $\lim_{narrow\infty}||x_{n}-w||$ が存在する.

次の補題は [17] で証明されているが, この論文で重要な役割を担う.
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Lemma 52([17]). $C$ を一様凸な Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とし, $S=$

$\{T(t) : t\in S\}$ は $C$ 上の nonexpansive semigroup で $F(S)$ が空でないとする. $X$ (ま

$B(S)$ の部分空間で $1\in X$ で任意の $s\in S$ に対して $l_{s^{-}}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}11\mathrm{t}$ であり, また任意の
$x\in C$ と $x^{*}\in E^{*}$ に対して, $t\mapsto\langle T(t)x, x^{*}\rangle$ は $X$ の元とする. $\{Ln\}$ を $X$ 上の mean
の点列で strongly left reguiar であるものとする. このとき任意の $r>0$ と $t\in S$ に対

して,
$n->\mathrm{m}1\mathrm{i}_{111}y\in C\cap B_{r}\mathrm{S}11\mathrm{p}||T_{\mu_{t1}}.y-T(t)T_{\mu_{n}}y||=0$

.

成立する.

次の補題は主定理 (Theorems 54, 55) の証明の中で本質的である.

Lemma 53([5]). $C$ を一様凸な Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とし, $S=$

$\{T(s) : s\in S\}$ (ま $C$ 上の nonexpansive seinigroup で $F(S)$ が空でないとする. $X$ (ま

$B(S)$ の部分空間で $\mathrm{I}\in X$ であり, 任意の $s\in S$ について $l_{s}$-invariant であり, 任意の
$x\in C$ と $x^{*}\in E^{*}$ に対して $t\mapsto\langle T(t)x, x^{*}\rangle$ は $X$ の元であるとする. さらに $\{\mu_{n}\}$ は $X$ 上

の meanの列で strongly left regularであるとし, $\{\alpha_{n}\}$ は $0<\alpha_{n}<1,$ $\sum_{n=1}^{\infty}(1-\alpha_{n})=\infty$

をみたす実数列とする. $x$ を $C$ の元とし, $\{x_{n}\}$ を (3) で定義される点列とする. このと

き任意の $t\in S$ に対して,
$n\infty 1\underline{\mathrm{i}\mathrm{n}}\mathrm{u}$

$||x_{n}-T(t)x_{n}||=0$ .

が成立する.

52 nonexpansive semigroupに対する弱収束定理. これらの補題を用いて Theorems
3.4, 4.1 を一般化した次の弱収束定理を得る.

Theorem 54([5]). $E\prec$ を一様凸で Opial 条件をみたす Banach 空間とし, $S$ は semi-
group とする. $C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とし, $S=\{T(s) : s\in S\}$ は $C_{J}$ 上の

nonexpansive senligroup で $F(S)$ が空でないとする. $X$ は $B(S)$ の部分空間で $1\in X$

であり, 任意の $s\in S$ について $l_{s}$ -invariant であり, 任意の $x\in C$ と $x^{*}\in E^{*}$ に対して

$t\mapsto\langle T(t)x, x^{*}\rangle$ は $X$ の元であるとする. さらに { $\{\iota_{n}\}$ は $X$ 上の mean の列で strongty
left regular であるとし, $\{\alpha_{n}\}$ は $0<\alpha_{n}<1,$ $\sum_{n=1}^{\infty}(1-\alpha_{n})=\infty$ をみたす実数列とす
る. $x$ を $C$ の元とし, $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x=x_{0}$

$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})T_{\mu_{r\iota}}x_{\tau\iota}$ , $n\in \mathrm{N}$ .
(4)

で定義される点列とする. このとき {x母は $F(S)$ の元に弱収束する.

5.3. nonexpansive semigroup に対する強収束定理. Theorems 35, 42 を一般化し
た, nonexpansive semigroup に対する強収束定理も得られる.

Theorem 55([5]). $E$ を一様凸な Banach 空間とする. $C$ を $E$ の空でない閉凸部分

集合とし, $S$ は semigroup とする. また, $S=\{T(s) : s\in S\}$ (ま $C$ 上の nonexpansive
semigroup で $F(S)$ が空でないとする. $X$ は $B(S)$ の部分空間で $1\in X$ であり, 任意の
$s\in S$ について $l_{s}$-invariant であり, 任意の $x\in C$ と $x^{*}\in E^{*}$ に対して $t\mapsto\langle T(t)x, x^{*}\rangle$



148

は $X$ の元であるとする. さらに $\{\mu_{n}\}$ は $X$ 上の mean の列で strongly left regular であ
るとし, $\{\alpha_{n}\}$ は $0<\alpha_{n}<1,$ $\sum_{n=1}^{\infty}(1-\alpha_{n})=\infty$ をみたす実数列する. $x$ を $C$ の元と

し, $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x=x_{0}\mathrm{t}$

$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})T_{\mu_{n}}x_{n}.$ , $n\in \mathrm{N}$ .
(5)

で定義される隊列とする. このとき semicompact となる $T(s)\in S$ が存在すれば, $\{x_{n}\}$

は $F(S)$ の元に強収束する,

強収束のための必要十分条件も与えておく,

Theorem 56([5]). $C$ を Banach 空間 $E$ の空でない弱コンパクト凸部分集合とし, $S$

は semigroup とする. また, $S=\{T(s) : s\in S\}$ は $C$ 上の nonexpansive selnigroup で
$F(S)$ が空でないとする. $X$ は $B(S)$ の部分空間で $1\in X$ であり, 任意の $s\in S$ について

$l_{s}$-invariant であり, 任意の $x\in C$) と $x^{*}\in E^{*}$ に対して $trightarrow\langle T(t)x, x^{*}\rangle$ は $X$ の元である

とする. さらに, $\{\mu_{n}\}$ は $X$ 上の mean の列で strongly left regular であるとし) $\{\alpha_{n}\}$ は

$0<\alpha_{n}<1,$ $\sum_{n=1}^{\infty}(1-\alpha_{n)}^{\backslash }=\infty$ をみたす実数列とする. $x$ を $C$ の元とし, $\{x_{n}\}$ を (5)
で定義される点列とする, このとき $\{x_{n}\}$ が $F(S)$ の元に強収束するための必要十分条
件は $\underline{\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{l}}_{n-\prime\infty}.d(x_{n}, F(S))=0$ である.

Theorem 57([5]). $C$ を一様凸な Banach 空問 $E$ の空でない閉凸部分集合とし, $S$ は

semigroup とする. また, $S=\{T(s) : s\in S\}$ は $C$ 上の nonexpansive semigroup で
$F(S)$ が空でないとする、 $X$ は $B(S)$ の部分空間で $1\in X$ であり, 任意の $s\in S$ につい

て $l_{s^{-}}\mathrm{i}1\mathrm{u}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}$ であり, 任意の $x\cdot\in C$ と $x^{*}\in E^{*}$ に対して $trightarrow\langle T(t)x, x^{*}\rangle$ (ま $X$ の元で

あるとする. さらに $\{\ell\iota_{71}\}$ は $X$ 上の mean の列で strongly left regular であるとし, $\{\alpha_{n}\}$

は $0< \alpha_{n}<1’.\sum_{\mathrm{r}\tau=1}^{\infty}(1-\alpha_{n})=\infty$ をみたす実数列とする,

$||(I-T(s))z||\geq kd(_{\sim}^{\mathrm{v}}, F(S))$ (6)

が全ての $\approx$. $\in C$ に対して成立する $s\in S$ と $k>0$ が存在すると仮定する. $x$ を $C$ の元

とし, $\{x_{n}\}$ を (5) で定義される点列とする. このとき $\{x_{n}\}$ は $F(S)$ の元に強収束する.

6. 主定理の応用

定理 54 から直接, 定理 34や定理 4.1 が, また定理 5.5 から直接, 定理 3.5 や定理 42
が得られるが, その他に以下の結果も得られる ([20] 参照).

Theorem 61([5]). $E$ を一様凸な Banach空間とする. $C$, を $E$ の空でない閉凸部分集

合とし, $T$ は $C$ から $C$への nonexpansive mapping で $F(T)$ が空でないとする. $\{\alpha_{n}\}$ (ま

$0<\alpha_{n}<1$ , \Sigma 撃 1 $(1-\alpha_{n})=\infty$ をみたす実数列とする. $x$ を $C$ の元とし, $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x=x_{0}$

$x \text{へ}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})\frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}T^{j}x_{n}.$, $n\in \mathrm{N}$ .
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で定義される点列とする. このとき $E$ が Opial条件をみたすならば $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点

に弱収束し, $T$ が semicompact であれば $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点に強収束する.

Theorem 62([5]). $E,$ $C$ と $T$ は Theorem 6.1 と同様とする. $\{q_{n,m} : n, m\in \mathrm{N}\}$ を

$q_{n,m}\geq 0$ かつ任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して $\sum_{m=0}^{\infty}q_{n,m}=1$ をみたし, $1 \mathrm{i}\mathrm{n}1_{n}\sum_{m=0}^{\infty}|q_{n,m+1}$ -

$q_{n,m}|=0$ をみたす実数列とする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0< \alpha_{n}<1_{7}\sum_{n=1}^{\infty}(1-a_{n})=\infty$ をみたす実

数列とする. $x$ を $C$ の元とし, $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x=x_{0}$

$x_{n}= \alpha_{n}x_{n-- 1}+(1-\alpha_{n})\sum_{m=0}^{\infty}q_{n,m}T^{m}x_{n}$ , $n\in \mathrm{N}$ .

で定義される荘子とする. このとき $E$ が Opial条件をみたすならば $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点

に弱収束し, $T$ が seinicompact であれば $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点に強収束する.

Theoremn 63([5]). $E,$ $C$ は Theorem 6.1 と同様とする. $S=\{T(s) : s\in \mathbb{R}^{+}\}$ (ま $C$ 上

の one-parametor nonexpansive semigroup で寡, $\in 1R+F(T(t))$ が空でないとする, {r訂
は $r_{\Gamma 1}.$. $arrow 0$ をみたす正数列とし, $\{\alpha_{n}\}$ は $0< \alpha_{n}<1_{?}\sum_{n=1}^{\infty}(1-\alpha_{n})=\infty$ をみたす実数

列とする, $x$ を $C$ の元とし, $\{x_{r\iota}\}$ を

$\{$

$x=x_{0}$

$x_{n}= \alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})r_{n}\oint_{0}^{\infty}e^{-r_{r\prime}}{}^{t}T(t)x_{n}dt$ $n\in \mathrm{N}$ .

で定義される点列とする. このとき $E$が Opial条件をみたすならば $\{x_{n}\}$ は $\bigcap_{s\in \mathbb{R}}\dashv F(T(s))$

の元に弱収束し, semicompact となる $T(s.)\in S$ が存在すれば $\{x_{n}\}$ は $\bigcap_{s\in \mathbb{R}^{\dashv}}F(T(s))$ の

元に強収束する.

Theorem 64([5]). $E,$ $C$ と $S=\{T(s) : s\in \mathbb{R}^{+}\}$ は Theorem 63 と同様とする.
$\{q_{n}\}$ を $[0, \infty)$ から $[0, \infty)$ への連続関数の列で任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して $f_{0}^{\infty}q_{n}(t)dt=1$

が成立し, 任意の $t\geq 0$ に対して $1\mathrm{i}\mathrm{n}1_{narrow\infty}q_{n}(t)=0$ が成立し, 任意の $s>0$ に対し
て $1\mathrm{i}\mathrm{n}1_{r\iotaarrow\varpi}f_{0}^{\infty}|q_{n}(t+s)-q_{n}(t)|dt=0$ が成立するものとする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0<\alpha_{n}<1$ ,
$\sum_{n=1}^{\infty}(1-\alpha_{n})=\infty$ をみたす実数列とする, $x$ を $C$ の元とし, $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x=x_{0}$

$x_{J}n=:_{n}x_{n-1}+(1- \alpha_{n})\int_{0}^{\infty}q_{n}(t)T(t)x_{n}dt$, $n\in \mathrm{N}$ .

で定義される外気とする. このとき $E$ がOpial条件をみたすならば $\{x_{n}\}$ は $\bigcap_{s\in R^{+}}F(T(s))$

の元に弱収束し, semicompact となる $T(s)\in S$が存在すれば $\{x_{n}\}$ は $\bigcap_{s\in \mathbb{R}^{+}}F(T\{s))$ の

元に強収束する.
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