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1 はじめに

ここで取り扱うのは、定数 $s\neq 0,1$ に対する確率 $p=(p_{1}, \ldots,p_{n})$ の関数 $F(p)=\Sigma_{i=1}^{n}p_{i}^{s}$ であ

る。 $s<0$ または $s>1$ のとき $F(p)$ は下に凸、 $0<s<1$ のときは上に凸の関数となる。 $F\zeta p$) は

$p_{1},$ $\ldots,p_{n}$ の並べ替えによらないので、$p=(1/n, \ldots, 1/n)$ で最小 ($s<0$ または $s>1$ のとき) 或い

は最大 ($0<s<1$ のとき) となる. $s<0$ の場合は、上に非有界な関数で確率の全体の作る単体の境
界で $\infty$ に発散する。特に関心があるのは、 $e_{1},$ $\ldots,$ $e_{n},$

$C\in \mathbb{R}$ が与えられたとき $\Sigma_{i=1}^{n}e_{i}p_{i}=C$ な

る拘束条件の下での $F(p\rangle$ の最小値問題 ($s<0$ または $s>1$ のとき) 或いは最大値問題 $(0<s<1$

のとき) である。拘束条件は $n$ 次元空間の超平面 $H$ をなすので、確率の全体の作る単体 $\Delta$ との公

差する部分 $H\cap\Delta$ に $p$ が属するときの $F[p$) の最大最小問題である。拘束条件付き最大最小間題
はラグランジェ未定乗数法を適用することができる。 $\alpha,$

$\beta$ を未定乗数として

$L(p_{1}, \ldots,p_{n}, \alpha, \beta)=\sum_{i=1}^{n}p_{i^{\mathit{8}}}+\alpha(1-\sum_{i=1}^{n}p_{i})+\beta(E-\sum_{i=1}^{n}e_{i}p_{i})$

を考える。
$\frac{\partial L}{\partial p_{i}}=sp_{i}^{s-1}-\alpha-\beta e_{i}=0$ , $i=1,$ $\ldots,$

$n$

より
$p_{i}=(\alpha+\beta e_{i})^{1/(s-1)}$ , $\text{\’{i}}=1,$

$\ldots,$
$n$

となる $\alpha$ および $\beta$ がうまく見つかれば ($\alpha/s$ および $\beta/s$ を改めて $\alpha$ および $\beta$ で置き換えている)、

これが解となる。 しかしこのような $\alpha$ および $\beta$ がいつでも存在するとは限らないし、存在が保証
されたとしてもそれを見つけるのは厄介な作業である。
与えられた $q\neq 0$ および確率 $p_{1},p_{2},$ $\ldots,p_{n}$ に対して、 R\‘en稼エントロピーは

$\frac{\log\Sigma_{i=1}^{n}p_{i^{q}}}{1-q}$

で定義される。 Tsalh.s エントロピーは

$\frac{1-\Sigma_{i=1}^{n}p_{i}q}{q-1}$

で定義される。 $-\log\Sigma_{i=1}^{n}p_{i^{q}}$ の $q=1$ における微分、および一 $\Sigma_{i=1}^{n}p_{i^{\mathrm{Q}}}$ の $q=1$ における微分は

いずれも一 $\Sigma_{i=1}^{n}p_{i}\log p_{i\text{、}}$ 即ち Shamonエントロピーとなる。 R\‘enyi エントロピー. Tsallis エン
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トロピーはいずれもこの微分を差分に置き換えたものである。 $\epsilon 1,$ $\epsilon_{2},$

$\ldots,$
$\epsilon_{n}\in \mathbb{R}$および $c\in \mathbb{R}$ が

与えられたとき、 $\sum_{i=1}^{n}\epsilon_{i}p_{i}=C$ の条件の下で. Tsallis エントロピー或いは R&n稼エントロピー
を最大にするという問題は、上で述べた問題に帰着される。

TsaU伯エントロピー最大原理に $\vee\supset\mathrm{A}\mathrm{l}\text{て}$は、 $\ulcorner_{\frac{\sum_{i-1}^{n}-\epsilon_{i}p_{i^{q}}}{\sum_{i=1}^{n}p_{i^{q}}}}=c$ の $\mathfrak{M}\text{の}\uparrow.\mathrm{C}_{\text{、}^{}\backslash }\backslash$ Tsallisエントロピー

を最大にせよ」 という問題を考えることもある。 この場合、

$\mu_{i}=\frac{p_{i^{q}}}{\Sigma_{i=1}^{n}p_{i}q}$ $\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots,$

$n$

とおく
$\text{。}$
そうすると. $\mu_{1},$ $\mu_{2},$ $\ldots,\mu_{n}\geq 0$ かつ $\mu_{1}+\mu_{2}+\cdots\mu_{n}=1$ で $\Sigma_{i=1}^{n}\epsilon_{i}\mu_{i}=C$ であり、 –

$\mathrm{A}_{\mathrm{n}l\mathrm{h}\text{最大}\#^{r_{\text{、}}}方_{、}}(\Sigma i=1.p_{i^{q}})^{1/m}mq=\frac{1}{\text{場_{}\mathrm{r}}\sum_{\overline{\mathrm{A}}}i\frac{m}{\mathrm{J}}1\mu_{i}^{1/q}l\mathrm{h}\text{最}\rfloor}\text{の関}ffi_{\text{、}}l^{}.\text{あるので_{}\backslash }\mathrm{g}\text{的関数を}$
$\sum_{l,q<1\text{の}’\backslash \#\llcorner \text{す}*\iota l\mathrm{h}^{\mathrm{e}}\text{よ}\mathrm{t}3_{\text{。}}r=1/q\text{とす}\partial l\mathrm{h}_{\text{、}^{}\grave{\backslash }}}i=1\mu_{i}^{1/q}\text{と}\mathrm{L}\text{て_{、_{}}}q>1\text{の場}\mathrm{F}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{題}\mathrm{t}\mathrm{h}_{\lambda}^{\text{、}}F\text{の}3\ddagger 7t_{\vee}\succ\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{き}\not\in>\mathrm{x}\text{ら}$

れる $\text{。}\mu_{1}$ , $\mu_{2},$ $\ldots,$
$\mu_{n}\geq 0$ かっ $\mu_{1}+\mu_{2}+\cdots\mu_{n}=1$ で $\Sigma_{i=1}^{n}\epsilon_{i}\mu_{i}=c$ の条件の下で $\Sigma_{i=1}^{m}\mu_{i}^{r}$ を\supset

$r<1$ の場合は最大に、 $r>1$ の場合は最小にせよ。結局、前節の問題を解けばよい。実際、 この

問題が
$\mu_{i}=(\alpha+\beta e_{i})^{1/(r-1)}$ , $i=1,2,$ $\ldots,n$

という解を持てば、

$\mu_{i}=(\alpha+\beta e_{i})^{1/\langle 1/q-1\rangle}=(\alpha+\beta e_{i}\rangle^{q/(1-q)},$ $i=1,2,$ $\ldots,n$

なので

$p_{i}= \mu_{i}^{1/q}(\sum_{i=1}^{n}p_{i}^{q})^{1/q}=\frac{(\alpha+\beta e_{i})^{1/(1-q\rangle}}{\sum_{i=1}^{n}(\alpha+\beta e_{i})^{1/(1-q)}}$, $\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots,$

$n$

が元の問題の解となる。 $\alpha$ と $\beta$ を置き直すことによって

$p_{i}=(\alpha+\beta e_{i})^{1/\{1-q)}$ , $i=1,2,$ $\ldots,n$

のような形が解であると言える。
連続版の Tsallis エントロピーは

$\frac{1-f_{-\infty}^{+\infty}\phi(x)^{q}dx}{q-1}$

で定義される。Ren稼エントロピーは

$\frac{\log f_{-\infty}^{+\infty}\phi\langle x)^{q}dx}{1-q}$

で定義される。 Shannon エントロピー最大原理の拘束条件をそのままに Tsallis エントロピーや
R\‘e $\mathrm{n}\mathrm{y}\mathrm{i}$ エントロピーを最大にする問題は興味ある間題である。 $q$ は定数であるから、 目的関数は
$\int_{-\infty}^{+\infty}\phi(x)^{q}dx$ を最大或いは最小にする問題に帰着できる。離散の場合と同様に、 Tsallis エントロ
ピー最大原理は拘束条件を

$\frac{\int_{-\infty}^{+\infty}x^{2}\phi(x)dx}{\int_{-\infty}^{+\infty}\phi(x)^{q}dx}=\sigma^{2}$

で考えることも多い。 この場含

$\varphi(x)=\frac{\phi(x)^{q}}{\int_{-\infty}^{+\infty}\phi(x)^{q}dx}$
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とおくと

$\int_{-\infty}^{+\infty}\varphi(x)^{1/q}dx=\frac{1}{(f_{-\infty}^{+\infty}\phi(x)^{q}dx)^{1/q}}$

の関係にあるので、結局 $\int_{-\infty}^{+\infty}\varphi(x)^{1/q}dx$ を最大或いは最小にする問題に帰着できる。 即ち、

$\{$

$\text{目的関数}$ : $\int_{-\infty}^{+\infty}\phi(x)^{q}dxarrow \text{最大ま}^{\sim}.l\mathrm{h}\text{最}’ \mathrm{J}\backslash$

拘束条件 ; $\phi\geq 0$ , $\int_{-\infty}^{+\infty}\phi(x)dx=1$ , $\int_{-\infty}^{+\infty}x\phi(x)dx=0$, $\frac{\int_{-\infty}^{+\infty}x^{2}\phi(x)dx}{\int_{-\infty}^{+\infty}\phi(x)^{q}dx}=\sigma^{2}$

という問題は、 $r=1/q$ として

$\{$

目的関数 : $\int_{-\infty}^{+\infty}\varphi(x)’dxarrow$最小または最大

拘束条件 : $\varphi\geq 0$ , $\int_{-\infty}^{+\infty}\varphi(x)dx=1$ , $\int_{-\infty}^{+\infty}x\varphi(x)dx=0$ , $l_{-\infty}^{+\infty}x^{2}\varphi(x)dx=\sigma^{2}$

を解いて得られた最適解 $\varphi$ に対して $\varphi^{1/q}$ を正規化した $\psi$ が下の問題の最適解となる。実際、後者

の問題の解が
$\varphi(x)=(\alpha+\beta x^{2})^{1/(r-1\rangle}=(\alpha+\beta x^{2})^{q/(1-q\rangle}$

であれば、前者の問題の解は

$\varphi(x)=((\alpha+\beta x^{2})^{q/(1-q)})^{1/q}=(\alpha+\beta x^{2})^{1/\{1-q)}$

という形である (当然、 $\alpha$ と $\beta$ はそれぞれの問題で異なるが)。

2 不等式

以下に示す一連の不等式は $q=(q_{1}, \ldots, q_{n})$ が与えられたとき、点 $q$ を通るある超平面が存在し

て、 その超平面の片側で $q$ は $F(p)$ の最適解となっていることを述べたものである。

定理 1(1) $s>1$ とする。 $p_{1}$ , . . . , $p_{n},$ $q_{1},$ $\ldots,$
$q_{n}\geq 0$ に対して次の不等式が成立する。

$\sum_{i=1}^{n}p_{i}q_{i}^{s-1}\geq\sum_{i=1}^{n}q_{i^{\theta}}$
$\Rightarrow$ $\sum_{i=1}^{n}p_{i^{S}}\geq\sum_{i=1}^{n}q_{i^{S}}$

(2) $0<s<1$ とする。 $p_{1},$ $\ldots,p_{n}\geq 0$ および, $q_{1},$ $,$ . $.,$
$q_{n}>0$ に対して次の不等式が成立する。

$\sum_{i=1}^{n}p_{i}q_{\overline{\iota}^{s-1}}\leq\sum_{i=1}^{n}q_{i^{\mathit{8}}}$
$\Rightarrow$ $\sum_{i=1}^{n}p_{i^{\mathit{8}}}\leq\sum_{i=1}^{n}q_{i^{\mathit{8}}}$

(3) $s<0$ とする。 $p_{1},$ $\ldots,p_{n}\geq 0$ および, $q_{1},$ $\ldots,$
$q_{n}>0$ に対して次の不等式が成立する。

$\sum_{i=1}^{n}p_{i}q_{i^{\mathit{8}}}-1\leq\sum_{i=1}^{n}q_{i^{\mathit{8}}}$
$\Rightarrow$ $\sum_{i=1}^{n}p_{i^{\mathit{8}}}\geq\sum_{i=1}^{n}q_{i^{\theta}}$

系 1 $p_{1},$ $\ldots,p_{n},$ $q_{1},$ $\ldots,$
$q_{n}\geq 0$ が

$\sum_{i=1}^{n}p_{i}q_{i}^{s-1}=\sum_{i=1}^{n}q_{i}^{s}$
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を満たすとき、次の不等式が成立する

$\sum_{i=1}^{n}p_{i}^{s}\geq\sum_{i=1}^{n}q_{i^{\mathit{8}}}$ , $s>1$ または $s<0$ のとき

$\sum_{i=1}^{n}p_{i^{\rho}}\leq\sum_{i=1}^{n}q_{i}^{s}$ , $0<s<1$ のとき

禰題 1 $D\subseteq \mathbb{R}$ とする。 $f$ : $Darrow \mathbb{R}$ が微分可能な凸関数とするとき、 $p_{1},$ $\ldots,p_{n},$ $q_{1},$ $\ldots,$
$q_{n}\in D$

に対して次の不等式が成立する:

$\sum_{i=1}^{n}(f(p_{i})-f(q_{i}))\geq\sum_{i=1}^{n}(p_{i}-q_{i})f’(q_{i})$ .

聖明 各 $i=1,$ $\ldots,$
$n$ について $f(p_{i}\rangle$ $-f(q_{i})\geq\langle p_{i}-q_{i}\rangle f’(q_{i}\rangle$ が成立することから明らか。 $\blacksquare$

この不等式を $f(x)=x\log x$ に対して適用すると、

$\sum_{i=1}^{n}p_{i}\log p_{i}-\sum_{i=1}^{n}q_{i}\log q_{i}\geq\sum_{i=1}^{n}[p_{i}-q_{i})(\log q_{i}+1)$

従って

$\sum_{i=1}p_{i}\log p_{i}\geq\sum_{i=1}p_{i}\log q_{i}$

を得る。 これは Sha皿 on の不等式に他ならない。 この不等式の非可換版は、 $\mathrm{O}.$ Klein の凸不等式
と呼ばれる ( $\mathrm{D}.$ Ruelle の statistical Mechancs の $\mathrm{p}\mathrm{p}.26- 27\rangle_{0}$

定理 1 の旺明補題を $s>1$ または $s<0$ のときは $f(x)=x^{s}$ とすれば

$\sum_{i=1}^{n}(p_{i^{S}}-q_{i^{\mathit{8}}})\geq s\sum_{i=1}^{n}(p_{i}-q_{i})q_{i}^{s-1}$

が成立するので、 $s>1$ のときは

$\sum_{i=1}^{n}(p_{i}-q_{i})q_{i}^{s-1}\geq 0$ $\Rightarrow$ $\sum_{i=1}^{n}(p_{i^{\mathit{8}}}-q_{i^{S}})\geq 0$

$s<0$ のときは

$\sum_{i=1}^{n}(p_{i}-q_{i})q_{i}^{s-1}\leq 0$ $\Rightarrow$ $\sum_{i=1}^{n}(p_{i}^{s}-q_{i^{S}})\geq 0$

を得る。 また、 $0<s<1$ の場合は $f(x)=-x^{s}$ とすれば

$\sum_{i=1}^{n}(p_{i}^{\mathit{8}}-q_{i^{\mathit{8}}})\leq s\sum_{i=1}^{n}(p_{i}-q_{i})q_{i}^{\epsilon-1}$

が成立するので

$\sum_{i=1}^{n}(p_{i}-q_{i})q_{i}^{s-1}\leq 0$ $\Rightarrow$ $\sum_{i=1}^{n}(p_{i^{\mathit{8}}}-q_{i^{\theta}})\leq 0$

を得る。
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3 離散の場合

$s\neq 0,1$ および $e_{1},$ $\ldots,$ $e_{n},$ $E\in \mathbb{R}$ に対して次の問題を考える。

$(*)\{$

垣的関数 : $\sum_{i=1}^{n}p_{i^{\mathit{8}}}arrow$最大 ($0<s<1\rangle$ または最小 ($s<0$ または $s>1$ )

拘束条件 : $p_{1},$ $\ldots,p_{n}\geq 0$ , $\sum_{i=1}^{n}p_{i}=1$ , $\sum_{i=1}^{n}e_{i}p_{\overline{\mathrm{t}}}=E$

$e_{1}\leq e_{2}\leq\cdots\leq e_{n}$ とする (このように仮定しても一般性を失わない)。実行可能解の集合がが空
でないためには、 $e_{1}\leq E\leq e_{n}$でなければならない。 この条件を満たすとき、実行可能解の集合は
コンパクトなので必ず最適解は存在する。特に、 $E=e_{1}$ のときは $e_{1}=\cdots=e_{k}<e_{k+1}$ を満たす

$k$ に対して

$p_{i}=\{$ $01./k’$
’

$i=k+1,.$ .
$,$

$ni=1,\ldots,k$
.

が最適解であり、 また $E=e_{n}$ のときは $e_{n-k}<e_{n-k+1}=\cdots=e_{n}$ を満たす $k$ に対して

$p_{i}=\{$
0, $i=1,$ $\ldots n-k$

$1/k$, $i=n-k+1,$ $\ldots,$
$n$

が最適解であることを見るのは易しい。従って、以下では $e1<E<e_{n}$ として話を進める。

定理 1 $\alpha,$
$\beta\in \mathbb{R}$ が存在して、 すべての $i=1,$ $\ldots,$

$n$ に対して $\alpha+\beta e_{i}\geq 0$ であり、

$q_{i}=(\alpha+\beta e_{i})^{1/\langle s-1)}$ , $\mathrm{i}=1,$
$\ldots,$

$n$

である $q_{1},$ $\ldots,$ $q_{n}$ が $(*)$ の実行可能解であるならば、 それは最適解である。

証明 $p_{1},$ $\ldots,p_{n}$ を $(*)$ の任意の実行可能解とする。 このとき、

$\sum_{i=1}^{n}q_{i^{\theta}}$ $=$ $\sum_{i=1}^{n}(\alpha+\beta e_{i})^{s/(s-1\}}=\sum_{i=1}^{n}(\alpha+\beta e_{i})(\alpha+\beta e_{i})^{1/(s-1)}$

$=$ $\sum_{\dot{x}=1}^{n}(\alpha+\beta e_{i})q_{i}=\alpha+\beta E=\sum_{i=1}^{n}(\alpha+\beta e_{i})p_{i}=\sum_{i=1}^{n}q_{i}^{s-1}p_{i}$

が成立するので、第 3 節の系 1 より

$\sum_{i=1}^{n}p_{i^{\theta}}\geq\sum_{i=1}^{n}q_{i}^{s}$, $s>1$ または $s<0$ のとき

$\sum_{i=1}^{n}p_{i^{\mathit{8}}}\leq\sum_{i=1}^{n}q_{i^{S}}$ , $0<s<1$ のとき

が導かれ、 $q_{1},$ $\ldots,$ $q_{n}$ が $(*)$ が最適解であることが証明された。 $\blacksquare$

定理 2 $s>1$ とする。 $\alpha,\beta\in \mathbb{R}$ および $\emptyset\neq I\subseteq\{1, \ldots, n\}$ が存在して、任意の $i\in I$ に対して

$\alpha+\beta e_{i}\geq 0$ かつ任意の $\mathrm{i}\not\in I$ に対して $\alpha+\beta e_{i}<0$ であり、

$q_{i}=\{$ $\mathrm{o}(\alpha, +\beta e_{i})^{1/(-1\rangle}\mathit{8}$

,
$i\not\in Ii\in I$
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である $q_{1},$ $\ldots,$ $q_{n}$ が $(*)$ の実行可能解となるならば、 それは最適解である。

証明 $p_{1},$ $\ldots,p_{n}$ を $(*)$ の任意の実行可能解とする。 このとき、

$\sum_{i=1}^{n}q_{i^{\theta}}$ $=$
$\sum_{i\in I}q_{i^{\theta}}=\sum_{i\in I}(\alpha+\beta e_{i})^{e/(s-1)}=\sum_{i\in I}(\alpha+\beta e_{i})(\alpha+\beta e_{i})^{1/\langle s-1\rangle}$

$=$ $\sum_{i=1}^{n}(\alpha+\beta e_{i})q_{i}=\alpha+\beta E=\sum_{i=1}^{n}(\alpha+\beta e_{i})p_{i}\leq\sum_{i=1}^{n}q_{i}^{e-1}p_{i}$

が成立するので、第 3 節の定理 1 により

$\sum_{i=1}^{n}p_{i}^{s}\geq\sum_{i=1}^{n}q_{i}^{\mathit{8}}$

導かれ、 $q_{1},$ $\ldots,$ $q_{n}$ が $(*)$ が最適解であることが証明された。 $\blacksquare$

上の一連の定理は、そのような実行可能解が存在するとすればそれは最適解であることを述べた
ものであり、存在については何も保証していない。以下ではその存在を証明するが、 そのために準
備が必要である。

$f(x)= \frac{1}{Z}\sum_{i=1}^{n}e_{i}(x-e_{i}\rangle^{s}, Z=\sum_{i=1}^{n}(x-e_{i})^{s}$

および

$g(x)= \frac{1}{Z}\sum_{i=1}^{n}e_{i}(x+e_{i})^{s}$ , $Z= \sum_{i=1}^{n}(x+e_{i})^{s}$

を定義する。

定理 3 $s>0$ のとき、 $f$ の定義域は $[e_{n}, \infty)_{\text{、}}g$ の定義域は $[-e_{1}, \infty)$ である。 $s<0$ のとき、 $f$ の

定義域は $(e_{n,}.\infty)_{\text{、}}g$ の定義域は $(-e_{1}, \infty)$ であるが、

$\lim_{xarrow \mathrm{e}_{n}}f(x)=e_{n}$ , $\lim_{xarrow-\mathrm{e}_{1}}g(x)=e_{1}$

が成立する。

$s>0$ のとき Dよ単調増大で $g$ は単調減少、 $s<0$ のとき $f$ は単調減少で $g$ は単調増大減少で

ある。
また、 $s>0$ の場合 $s<0$ の場合のいずれも

$x arrow.\infty x.arrow\infty \mathrm{h}\mathrm{m}f(x\rangle=\mathrm{h}\mathrm{m}g(x)=\frac{e_{1}+\cdots+e_{n}}{n}$

が成立する。

次の定義と補題は、 Hardy-Littlewood-P\’olya の $Inequalit\acute{\iota}es$, p.43 による。

定義 $a_{1},$ $\ldots,$ $a_{n}$ および $b_{1},$
$\ldots,$

$b_{n}$ に対して

$(a_{i}-a_{j})(b_{i}-b_{j})\geq 0$ for all $\mathrm{i},j=1,$
$\ldots,$

$n$

が成立するとき、 $a_{1}$ , $\ldots$ , $a_{n}$ と $b_{1},$
$\ldots,$

$b_{n}$ は同順であるという。不等号の向きが逆のときは、逆順
であるという。
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もし、 $a_{1},$ $\ldots,$ $a_{n}$ と $b_{1},$
$\ldots,$

$b_{n}$ の一方が整列しているならば、同順というのは他方も同順に整列
されていて、逆順というのは他方が逆順に整列されていることに他ならない。

禰題 1 $a_{1},$ $\ldots$ , a、と $b_{1},$
$\ldots,$

$b_{n}$ が同順であるとき、任意の $x_{1},$ $\ldots,$
$x_{n}\geq 0$ に対して

$\sum_{i=1}^{n}x_{i}\sum_{i=1}^{n}a_{i}b_{i}x_{i}\geq\sum_{i=1}^{n}a_{i}x_{i}\sum_{i=1}^{n}b_{i}x_{i}$

が成立する。逆順の場合は、不等号の向きが逆となる。.
証明

$\sum_{i=1}^{n}x_{i}\sum_{i=1}^{n}a_{i}b_{i}x_{i}-\sum_{i=1}^{n}a_{i}x_{i}\sum_{i=1}^{n}b_{i}x_{i}=\sum_{i,j=1}^{n}(x_{\dot{\mathrm{t}}}a_{j}b_{j}x_{j}-a_{i}x_{i}b_{j}x_{f})$

$=$ $\sum_{i,j=1}^{n}(x_{j}a_{i}b_{i}x_{i}-a_{j}x_{j}b_{i}x_{i})=\frac{1}{2}\sum_{i,j=1}^{n}(\mathrm{P}_{i}a_{j}b_{\acute{\mathrm{J}}}x_{j}-a_{i}x_{i}b_{j}x_{j}+x_{j}a_{i}b_{i}x_{i}-a_{j}x_{j}b_{i}x_{i})$

$=$ $\frac{1}{2}\sum_{i,j=1}^{n}x_{i}x_{j}(a_{j}b_{j}-a_{i}b_{j}+a_{i}b_{i}-a_{j}b_{i})=\frac{1}{2}\sum_{i,j=1}^{n}x_{i}x_{j}(a_{i}-a_{j})(b_{i}-b_{j})\geq 0$

より示される。逆順の場合は最後の不等式の向きが逆となる。 $\blacksquare$

定理 3 の証明 定義域に関する最初の主張は、朗らか。特に $s<0$ の場合の極限の式は、 $f(x)$ 或

いは $g(x)$ の分母分子を $x$ -e、或いは $x+e_{1}$ で依り算して、 $xarrow e_{n}$ 或いは $xarrow-e_{1}$ とすれば得

られる。
$f$ および $g$ の増減については、微分係数の正負を調べればよい。まず、 Dこついて見る。

$Z’=s \sum_{i=1}^{n}(x-e_{i})^{s-1}$

より

$f’(x)= \frac{s}{Z^{2}}(\sum_{i=1}^{n}e_{i}(x-e_{i})^{sarrow 1}\sum_{i=1}^{n}(x-e_{i})^{s}-\sum_{i=1}^{n}e_{i}(x-e_{i})^{s}\sum_{\dot{\mathrm{t}}=1}^{n}$ ($x$ 一砺)$s-1)$

である。 ここで、 $e_{1},$ $\ldots,$
$e_{n}$ と $x-e_{1},$ $\ldots,$ $x-e_{n}$ は逆順であることに注意する。補題より、

$\sum_{i=1}^{n}e_{i}(x-e_{i})^{s-1}\sum_{i=1}^{n}(x-e_{i})^{\epsilon}\geq\sum_{i=1}^{n}e_{i}\langle x-e_{i})^{s}\sum_{i=1}^{n}(x-e_{i})^{s-1}$

が言えるので、 $s>0$ のときは $f$ は単調増大、 $s<0$ のときは $f$ は単調減少であることが示される。

$g$ についても同様に、、 $e_{1},$ $\ldots,$
$e_{n}$ と $x+e_{1},$ $\ldots,$

$x+e_{n}$ が同順であることから、補題に帰着される。

最後の主張は、分母分子を $x^{\theta}$ でわり算して $xarrow\infty$ とすればよい。 $\blacksquare$

定理 4 $s>0$ のときは

$\frac{\Sigma_{\acute{\mathrm{z}}=1}^{n}e_{i}(e_{n}-e_{i})^{\theta}}{\Sigma_{i=1}^{n}(e_{n}-e_{i})^{s}}\leq E\leq\frac{\Sigma_{i=1}^{n}e_{i}(e_{i}-e_{1})^{s}}{\Sigma_{i=1}^{n}(e_{i}-e_{1})^{\theta}}$

$s<0$ のときは el<E<e、とする。このとき、 $\alpha,$
$\beta\in \mathbb{R}$が存在して、任意の $i=1,$ $\ldots$ , $n$ に対し

て $\alpha+\beta e_{i}\geq 0_{\text{、}}$ かつ

$\sum_{i=1}^{n}(\alpha+\beta e_{i})^{s}=1$ .
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証明
$E= \frac{e_{1}+\cdots+e_{n}}{n}$

のときは、 $\alpha=n^{-1/s}$ とし $\beta=0$ とすればよい。 $s>0$ の場合を考える。

$\frac{\Sigma_{i=1}^{n}e_{i}(e_{n}-e_{i})^{s}}{\Sigma_{i=1}^{n}(e_{n}-e_{i})^{s}}\leq E<\frac{e_{1}+\cdots+e_{n}}{n}$

のとき、定理 3 により $g(x)=E$ となる $x$ が存在する (中間値の定理)。そのとき

$q_{i}= \frac{(x+e_{i})^{s}}{Z}=(\alpha+\beta e_{i})^{s}$ , $i=1,$ $\ldots,$
$n$

とすればよい。

$\frac{e_{1}+\cdots+e_{n}}{n}<E\leq\frac{\Sigma_{i=1}^{n}e_{i}(e_{i}-e_{1})^{s}}{\Sigma_{i=1}^{n}(e_{i}-e_{1})^{s}}$

のときは、
$f(x)=E$

となる $x$ が存在する (中間値の定理)。 そのとき

$q_{i}= \frac{(x-e_{i})^{s}}{Z}=(\alpha+\beta e_{i})^{\epsilon}$ , $i=1,$ $\ldots,$
$n$

とすればよい。
$s<0$ のときも同様である。 $\blacksquare$

系 1 $s>1$ のときは

$\frac{\Sigma_{i=1}^{n}e_{i}(e_{n}-e_{i})^{1/(s-1\rangle}}{\Sigma_{i=1}^{n}(e_{n}-e_{i})^{1/(s-1)}}\leq E\leq\frac{\Sigma_{i=1}^{n}e_{i}(e_{i}-e_{1})^{s}}{\Sigma_{i=1}^{n}(e_{i}-e_{1})^{s}}$

$s<1$ のときは $e_{1}<E<e_{n}$ とする。 このとき、定理 1 を満たす $q1,$ $\ldots.qn$ は必ず存在する。

定理 $\mathrm{s}$ $s>0$ とする。

$e_{1} \leq E<\frac{\sum_{i=1}^{n}e_{i}(e_{n}-e_{i})^{\theta}}{\Sigma_{i=1}^{n}(e_{n}-e_{i})^{s}}$

または

$\frac{\Sigma_{i=1}^{n}e_{i}(e_{i}-e_{1})^{s}}{\Sigma_{i=1}^{n}(e_{i}-e_{1})^{s}}<E\leq e_{n}$

であるとき、 $\alpha,$ $\beta\in \mathbb{R}$ および $\emptyset\neq I\subset\{1, \ldots, n\}$が存在して、任意の $\mathrm{i}\in I$ に対して $\alpha+\beta e_{i}\geq 0_{\text{、}}$

任意の $i\not\in I$ に対して $\alpha+\beta e_{i}<0_{\text{、}}$ かっ

$\sum_{i\in I}(\alpha+\beta e_{i})^{\mathit{8}}=1$
.

平明

$e_{1} \leq E<\frac{\Sigma_{i-1}^{n}-e_{i}(e_{n}-e_{i})^{s}}{\Sigma_{i=1}^{n}(e_{n}-e_{\dot{\mathrm{z}}})^{s}}$

とする Q $0\leq k\leq n-2$ に対 $\llcorner$て

$fk(x \rangle=\frac{1}{Z_{k}}\sum_{i=1}^{n-k}e_{i}(x-e_{i})^{s}$

$Z_{k}= \sum_{i=1}^{n-k}(x-e_{i})^{s}$
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と定義する。 このとき、 $fk$ はすべて単調増加であり

$f\mathrm{o}(e_{n})=f_{1}(e_{n})>f_{1}$ (eユー 1) $=f_{2}$ (eユー 1) $>f_{2}(e_{n-2})=$

. $..=f_{n-2}$ (e3) $>f_{n-2}\langle e_{2})=e_{1}$

が言える。従って、
$f_{k}$ (e怜-k+l) $>E\geq f_{k}(e_{n-k})$

を満たす $k\geq 1$ が唯一存在する。 このとき、 $E=f_{k}(x)$ となる $e_{n}$-k\leq x<eユー’+l が存在する。

ここで、

$q_{i}=\{$

$(x-e_{i}\rangle^{e}/Z_{k}$ , $i=1,$ $\ldots,$
$\mathrm{n}-k$

0, $i=n-k+1,$ $\ldots,$
$n$

とおけば

$E=f_{k}(x)= \sum_{i=1}e_{i}q_{i}$

であり
$x-e_{i}<0$ for $\mathrm{i}=n-k+1,$ $\ldots,$

$n$

である。従って、 $I=\{1, \ldots, n-k\}$ として

$\alpha+\beta e_{i}=\frac{x-e_{i}}{Z_{k}^{1/s}}\rangle$
$\mathrm{i}=1,$ $\ldots,n$

とすればよい。

$\frac{\Sigma_{i=1}^{n}e_{i}(e_{i}-e_{1})^{s}}{\Sigma_{i=1}^{n}(e_{i}-e_{1})^{s}}<E\leq e_{n}$

であるときは $0\leq k\leq n-2$ に対して

$g_{k}(x)= \frac{1}{Z_{k}}\sum_{i=k+1}^{n}e_{i}(x+e_{i})^{s}$

$Z_{k}= \sum_{i=k+1}^{n}(x+e_{i})^{s}$

と定義する。 このとき、 $g_{k}$ はすべて単調減少であり

$g_{0}(-e_{1})=g_{1}(-e_{1})<g_{1}(-e_{2})=g_{2}(-e_{2})<g_{2}(-e_{3})=$

$...=g_{n-2}\langle-e_{n-2}$ ) $<g_{n-2}$ (-eユー 1) $=e_{n}$

が言える。従って、
$g_{k}(-e_{k})<E\leq g_{k}(-e_{k+1})$

を満たす $k\geq 1$ が唯一存在する。 このとき、 $E=g_{k}(x)$ となる一 ek $\geq x>-e_{k+1}$ が存在する。 こ

こで、

$q_{i}=\{$
0, $i=1,$ $\ldots,$

$k$

$(x+e_{i})^{s}/Z_{k}$, $i=k+1,$ $\ldots,$
$n$

とおけば

$E=g_{k}(x)= \sum_{i=1}^{n}e_{i}q_{i}$
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であり
$x+e_{i}<0$ for $i=1,$ $\ldots,$

$k$

である。従って、 $I=\{k+1, \ldots , n\}$ として

\mbox{\boldmath $\alpha$}+\beta ち $= \frac{x+e_{i}}{Z_{k}^{1/s}}$ , $\mathrm{i}=1,$
$\ldots,$

$n$

とすればよい。 $\blacksquare$

系 2 $s>1$ とする。

$e_{1} \leq E<\frac{\Sigma_{i=1}^{n}e_{i}(e_{n}-e_{i})^{1/(s-1\rangle}}{\Sigma_{i=1}^{n}(e_{n}-e_{i})^{1/(_{\mathit{8}}-1)}}$

または

$\frac{\Sigma_{i=1}^{n}e_{i}(e_{i}-e_{1})^{1/(s-1\rangle}}{\Sigma_{i=1}^{n}(e_{i}-e_{1})^{1/\{s-1)}}<E\leq e_{n}$

であるとき、定理 2 を満たす $q_{1},$ $\ldots.q_{n}$ は必ず存在する。

4 連続の場合

$(*)\{$

目的関数 : $\int_{-\infty}^{+\infty}\phi(x)^{s}dxarrow$ 最大 $(0<s<1)$ または最小 $(s>1)$

拘束条件 : $\phi\geq 0$ , $\int_{-\infty}^{+\infty}\phi(x)dx=1$ , $\int_{-\infty}^{+\infty}x\phi(x)dx=0$ , $\int_{-\infty}^{+\infty}x^{2}\phi(x)dx=\sigma^{2}$

という問題を考える。 この問題は $s<0$ の場合に考えるのは無意味である。何故ならば、 このとき
目的関数は恒に発散してしまうからである。 この間題の最適解を $\psi$ とすると、 \psi (一うも最適解と
なる。 目的関数は狭義凸或いは凹であるので、 $\psi=\psi(-\cdot)$ でなければならない。即ち、最適解は

原点に関して左右対称である。 よって、次の問題を解けばよい。

$(**)\{$

目的関数 : $\int_{0}^{+\infty}\phi(x)^{e}dx$ 一最大 $(0<s<1)$ または最小 $(s>1)$

拘束条件 : $\phi\geq 0$ , $\int_{0}^{+\infty}\phi(x)dx=1/2$, $\oint_{0}^{+\infty}x^{2}\phi(x)dx=\sigma^{2}/2$

補趣 1 $D\subseteq \mathbb{R}$ とする。 $f:Darrow \mathbb{R}$が微分可能な凸関数で、 $\phi,$ $\psi$ : $[0, +\infty)arrow D$ であるとき、次
の不等式が成立する:

$\int_{0}^{+\infty}(f(\phi(x))-f(\psi(x)))dx\geq 0^{+\infty}(\phi(x)-\psi(x))f’(\psi(x))dx$ .

証明 $f(y_{1})-f(y_{2})\geq(y_{1}-y_{2})f’(y_{2}\rangle$が成立することから明らか。 $\blacksquare$

$s>1$ のときは $f(x)=x^{s}$ とすれば補題より

$\int_{0}^{+\infty}(\phi(x)^{s}-\psi(x)^{\epsilon})dx\geq s\int_{0}^{+\infty}(\phi(x)-\psi(x))\psi(x)^{s-1}dx$
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が成立するので、

$\int_{0}^{+\infty}(\phi\langle x)-\psi(x))\psi(x)^{\epsilon-1}dx\geq 0$ $\Rightarrow$ $\int_{0}^{+\infty}(\phi(x)^{s}-\psi(x)^{a})dx\geq 0$

を得る。 また、 $0<s<1$ の場合は $f(x)=-x^{\theta}$ とすれば

$\oint_{0}^{+\infty}(\phi(x)^{s}-\psi(x)^{\mathit{8}})dx\leq s\int_{0}^{+\infty}(\phi(x)-\psi(x\rangle)\psi(x)^{s-1}dx$

が成立するので

$\int_{0}^{+\infty}(\phi(x)-\psi(x))\psi(x)^{s-1}dx\leq 0$ $\Rightarrow$ $\oint_{0}^{+\infty}(\phi(x)^{s}-\psi(x)^{s})dx\leq 0$

を得る。定理としてまとめておこう。

定理 1
(1) $s>1$ のとき

$f_{0}^{+\infty} \phi(x)\psi(x)^{s-1}dx\geq\int_{0}^{+\infty}\psi(x)^{s}dx$ $\Rightarrow$ $\int_{0}^{+\infty}\phi(x)^{s}dx\geq\int_{0}^{+\infty}\psi(x)^{s}dx$

(2) $0<s<1$ のとき

$\int_{0}^{+\infty}\phi(x)\psi(x)^{s-1}dx\leq\int_{0}^{+\infty}\psi(x)^{s}dx$ $\Rightarrow$ $\int_{0}^{+\infty}\phi(x)^{s}dx\leq\int_{0}^{+\infty}\psi(x)^{s}dx$

Kl
$\int_{0}^{+\infty}\phi(x)\psi(x)^{s-1}dx=\int_{0}^{+\infty}\psi(x)^{s}dx$

であるならば、

$\int_{0}^{+\infty}\phi(x)^{\mathit{8}}dx\geq 0^{+\infty}\psi(x\rangle^{\mathit{8}}dx,$ $s>1$ のとき

0\sim \phi (0)9血 $\leq\int_{0}^{+\infty}\psi(x)^{s}dx$ , $0<s<1$ のとき

定理 2 $\alpha,$
$\beta\in \mathbb{R}$ が存在して、すべての $x\geq 0$ に対して $\alpha+\beta x\geq 0$ であり、

$\psi(x\rangle=(\alpha+\beta x^{2})^{1/(s-1)}, x\in[0, \infty)$

である $\psi$ が $(**)$ の実行可能解であるならば、 それは最適解である。

鉦明 $\phi$ を $(**)$ の任意の実行可能解とする。 このとき、

$\oint_{0}^{+\infty}\psi(x)^{s}dx=\int_{0}^{+\infty}(\alpha+\beta x^{2})^{s/(s-1)}dx=\int_{0}^{+\infty}(\alpha+\beta x^{2})(\alpha+\beta x)^{1/(s-1\rangle}dx$

$=$
$\int_{0}^{+\infty}(\alpha+\beta x^{2})\psi(x)dx=\frac{\alpha}{2}+\frac{\beta\sigma^{2}}{2}=\int_{0}^{+\infty}(\alpha+\beta x^{2})\phi(x)dx=\int_{0}^{+\infty}\psi(x)^{\mathrm{a}-1}\phi(x)dx$

が成立するので、 系 1 より

$0^{+\infty} \phi(x)^{s}dx\geq\int_{0}^{+\infty}\psi(x)^{s}dx$,

$0^{+\infty} \phi(x)^{s}dx\leq\oint_{0}^{+\infty}\psi(x\rangle^{s}dx$ ,

$s>1$ または $s<0$ のとき

$0<s<1$ のとき
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が導かれ、 $\psi$ が $(**)$ が最適解であることが証明された。 $\blacksquare$

この定理に出てくる $\psi$ の形をした関数は、 $s>1$ のとき決して確率密度関数になりえない。 ま

た、 $0<s<1$ の場合は $\alpha,$ $\beta>0$ でなければならないこともすぐわかる。 そこで、 $\psi$ を

$\psi(x)=\frac{1}{Z}(\gamma+x^{2}\rangle^{1/(s-1)},$ $x\geq 0$

$\gamma>0$ , $Z=20^{+\infty}(\gamma+x^{2})^{1/\langle s-1)}dx$

のように書き換えることができる。 ここで $Z$ は必ず収束する。実際、 ベータ関数の基本公式 (岩波

全書「数学公式 $1$」 $\mathrm{p}.222$ )

$\int_{0}^{+\infty}\frac{dx}{x^{\alpha}(1+x^{\lambda})^{\beta}}=\frac{1}{\lambda}B(\beta-\frac{1-\alpha}{\lambda},$ $\frac{1-\alpha}{\lambda})$ , $(\alpha<1, \lambda, \beta>0, \lambda\beta>1-\alpha)$

$\mathrm{g}_{\mathrm{i}}\iota_{1}$

$\int_{0}^{+\infty}\frac{dx}{(1+x^{2})^{1/\langle 1-s)}}=\frac{1}{2}B(\frac{1}{1-s}-\frac{1}{2},$ $\frac{1}{2})$

を得、 更に

$\oint_{0}^{+\infty}\frac{dx}{(\gamma+x^{2})^{1/\langle 1-s\rangle}}=\oint_{0}^{+\infty}\frac{\gamma^{1/2}dx}{\gamma^{1/(1-\mathit{9})}(1+x^{2})^{1/(1-s)}}=\frac{\gamma^{1/2-1/(1-s)}}{2}B(\frac{1}{1-s}-\frac{1}{2},$$\frac{1}{2})$

を得る。一方、 $\int_{0}^{+\infty}\psi(x)dx$ が収束するので定理 2 の証明より、 $\int_{0}^{+\infty}1\psi(x)dx$ が収束するための
必要十分条件は、 $\int_{0}^{+\infty}\psi(x)^{\epsilon}dx$ が収束することである。

$\int_{0}^{+\infty}\frac{dx}{(\gamma+x^{2})^{s/\langle 1-s\rangle}}=\int_{0}^{+\infty}\frac{\gamma^{1/2}dx}{\gamma^{\mathit{8}/\langle 1-s)}(1+x^{2}\rangle^{s/\{1-e\rangle}}=\frac{\gamma^{1/2-s/\langle 1-s)}}{2}B(\frac{s}{1-s}-\frac{1}{2},$ $\frac{1}{2})$

であるが、 ここで $s/(1-s)-1/2>0_{\text{、}}$ 即ち $s>1/3$ でなければならない。 このとき、

$I_{0}^{+\infty} \frac{x^{2}dx}{(\gamma+x^{2})^{1/\langle 1-s\rangle}}=f_{0}^{+\infty}\frac{\gamma^{3/2}x^{2}dx}{\gamma^{1/\{1-s\rangle}(1+x^{2}\rangle^{1/(1-s)}}=\frac{\gamma^{3/2-1/(1-s)}}{2}B(\frac{1}{1-s}-\frac{3}{2},$ $\frac{3}{2})$

なので

$\mathcal{L}^{\infty}x^{2}\psi(x)dx=\frac{\gamma}{2}\cdot\frac{B(1/\langle 1-s)-3/2,3/2)}{B(1/\langle 1-s)-1/2,1/2)}=$ $\frac{\gamma}{2}$ . $\frac{1-s}{3s-1}$

定理 3 $1/3<s<1$ のとき $(**)$ の最適解は、 次で与えられる。

$\psi(x)=\frac{1}{Z}(\gamma+x^{2})^{1/\langle s-1\}}$, $x\geq 0$

$Z= \gamma^{1/2-1/\langle 1-s\rangle}B(\frac{1}{1-s}-\frac{1}{2},$ $\frac{1}{2})$ , $\gamma=\sigma^{2}\cdot\frac{3s-1}{1-s}$

$\mathit{8}=1/3$ のとき

$\int_{0}^{+\infty}\frac{dx}{\sqrt{\gamma+x^{2}}}=[\log(x+\sqrt{\gamma+x^{2}})]_{0}^{+\infty}$
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は発散する。 またこのとき、

$\int_{0}^{+\infty}\frac{x^{2}dx}{(\gamma+x^{2})^{3/2}}=\frac{1}{2}[x\sqrt{\gamma+x^{2}}-\gamma\log(x+\sqrt{\gamma+x^{2}})]_{0}^{+\infty}$

も発散する。
$0<s\leq 1/3$ のとき問題 $(**)$ を考え直してみよう。 まず $0<s<1/3$ とする。 このとき、 $\alpha>0$

に対して
$\phi(x)=\frac{(x+\alpha)^{-1/s}}{Z}$ , $x\geq 0$

なる密度関数を考える。 $Z$ は正規化定数で

$Z= \int_{0}^{+\infty}(x+\alpha)^{-1/\mathit{8}}dx=\frac{s}{s-1}[(x+\alpha)^{(s-1)/s]_{0}^{+\infty}=\frac{s\alpha^{\langle s-1)/s}}{1-s}}$

である。 このとき、

$\int_{0}^{+\infty}x^{2}\phi(x)dx=\frac{1}{Z}\int_{0}^{+\infty}\frac{x^{2}dx}{(x+\alpha)^{1/e}}=\frac{1}{Z}\int_{0}^{+\infty}\frac{\alpha^{3}x^{2}dx}{\alpha^{1/s}(x+1)^{1/s}}=\frac{\alpha^{3-1/s}}{Z}B(3,1/s-3)$

より

$0^{+\infty}x^{2} \phi(x)dx=\frac{\alpha^{2}(1-s)}{s}B(3,1/s-3)$

であるので、 $\int_{0}^{+\infty}x^{2}\phi\langle x$) $dx=\sigma^{2}/2$ となる。$>0$ を見つけることができる。一方

$\int_{0}^{+\infty}\phi(x)^{s}dx=\frac{1}{Z^{s}}\int_{0}^{+\infty}\frac{dx}{x+\alpha}$

なので、 この積分は任意の $\alpha>0$ に対して発散する。 よって、 $0<s<1/3$ のとき間題 $(**)$ は非

有界である。

次に $s=1/3$ の場合について考える。 このとき、任意の $\alpha,$
$\epsilon>0$ に対して

$\phi(x)=\frac{(x+\alpha)^{-(3+\epsilon)}}{Z}$

なる密度関数を考える。 $Z$ は正規化定数で

$Z= \int_{0}^{+\infty}(x+\alpha)^{-\langle 3+\epsilon)}dx=\frac{1}{-2-\epsilon}[(x+\alpha)^{-2-\epsilon}]_{0}^{+\infty}=\frac{\alpha^{-2-\epsilon}}{2+\epsilon}$

である。 このとき、

$\int_{0}^{+\infty}x^{2}\phi(x)dx=\frac{1}{Z}\int_{0}^{+\infty}\frac{x^{2}dx}{(x+\alpha\rangle^{3+\epsilon}}=\frac{1}{Z}\int_{0}^{+\infty}\frac{\alpha^{\mathrm{S}}x^{2}dx}{\alpha^{3+\epsilon}(x+1)^{3+\epsilon}}=\frac{\alpha^{-\epsilon}}{Z}B(3, \epsilon)$

より
$\int_{0}^{+\infty}x^{2}\phi(x)dx=\alpha^{2}(2+\epsilon)B(3, \epsilon)$

であるので、任意の $\epsilon>0$ に対して I0+\sim \parallel \phi (x)面 $=\sigma^{2}/2$ となる $\alpha>0$ を見つけることができ

る。 一方

$\int_{0}^{+\infty}\phi(x)^{1/3}dx=\frac{1}{Z^{1’ 3}}\int_{0}^{+\infty}\frac{dx}{(x+\alpha)^{1+\epsilon/3}}=\frac{-3}{Z^{1/3}\epsilon}[(x+\alpha\rangle^{-\epsilon/3}]_{0}^{+\infty}$
$=$

$\frac{3(2+\epsilon)^{1/3}}{\epsilon\alpha^{2(1+\epsilon’/3}}$



78

である。 $\int_{0}^{+\infty}x^{2}\phi(x)dx=\sigma^{2}/2$ の条件の下で、即ち $\alpha^{2}(2+\epsilon)B(3, \epsilon)=\sigma^{2}/2$ の条件の下で、 $\epsilonarrow 0$

とすると $B(3, \epsilon)arrow+\infty$ であるので、 $\alphaarrow 0$ である。従って、 このとき

+\sim \phi (x)1/3dx=--3\epsilon (\mbox{\boldmath $\alpha$}22+(1+\epsilon \epsilon ))1//33\rightarrow +o科
となる。 よって、 $s=1/3$ のときも問題 ( $**\rangle$ は非有界である。

定理 4 $0<s\leq 1/3$ のとき $(**)$ の最適解は非有界である。

定理 5 $s>1$ とする。 $\alpha,$
$\beta\in \mathbb{R}$ および $M>0$が存在して、任意の $0\leq x\leq M$ に対して $\alpha+\beta x\geq 0$

かつ任意の $x>M$ に対して $\alpha+\beta x<0$ であり、

$\psi(x)=\{$ $0(,\alpha+\beta x^{2})^{1/(\mathit{8}-1\rangle}$

,
$x>Mx\leq M$

である $\psi$ が $(**)$ の実行可能解となるならば、それは最適解である。

証明 $\psi$ を $(**)$ の任意の実行可能解とする。 このとき、

$0^{\psi(x)^{s}dx=}+\infty l^{\psi(x)^{s}dx=\int_{0}^{M}(\alpha+\beta x^{2})^{s/\langle_{\mathit{8}}-1)}dx}M$

$=$ $\int_{0}^{M}(\alpha+\beta x^{2})(\alpha+\beta x)^{1/(s-1\rangle}dx=\oint_{0}^{M}(\alpha+\beta x^{2})\psi(x)dx=\frac{\alpha}{2}+\frac{\beta\sigma^{2}}{2}$

$=$ $\oint_{0}^{+\infty}(\alpha+\beta x^{2})\phi(x)dx\leq\int_{0}^{+\infty}\psi(x)^{\epsilon-1}\phi(x)dx$

が成立するので、定理 1(3) により

+へ

\phi (x)‘dx\leq $\int$0+へ $\psi(x)^{s}dx$

導かれ、 $\psi$ が $(**)$ が最適解であることが証明された。 $\blacksquare$

この定理において、 $\alpha>0$ かつ $\beta<0$ でなければならない。 そこで、 $\psi$ を

$\psi(x)=\{$

$\frac{1}{Z}(\gamma-x^{2})^{1/(s-1\rangle}$ , $x\leq\sqrt{\gamma}$

0, $x>\sqrt{\gamma}$

$\gamma>0$ , $Z=2 \int_{0}^{\sqrt{\gamma}}(\gamma-x^{2})^{1/(_{\mathit{8}}-1)}dx$

のように書き換えることができる。 ここでベータ関数の基本公式 (岩波全書「数学公式 $1_{\lrcorner}$ p.220)

$\int_{0}^{1}x^{\alpha}(1-x^{\lambda})^{\beta}dx=\frac{1}{\lambda}B(\frac{\alpha+1}{\lambda},$ $\beta+1)$ , $(\alpha, \beta>-1, \lambda>0)$

より

$Z= \gamma^{1/(s-1\rangle+1/2}B(\frac{1}{2},$ $\frac{s}{s-1})$

であり、 また

$\int_{0}^{f\gamma}x^{2}(\gamma-x^{2})^{1/\langle s-1)}dx=\gamma^{1/\langle s-1)-1/2}B(\frac{3}{2},$ $\frac{s}{s-1})$
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なので、

$\oint_{0}^{+\infty}x^{2}\psi(x)dx=\gamma\cdot\frac{s-1}{3s-1}$

定理 6 $s>1$ のとき $(**)$ の最適解は、次で与えられる。

$\psi(x)=\{$

$\frac{1}{Z}(\gamma-x^{2})^{1/(\epsilon-1)}$ , $x\leq\sqrt{\gamma}$

0, $x>\sqrt{\gamma}$

$Z= \gamma^{1/(s-1)+1/2}B(\frac{1}{2},$ $\frac{s}{s-1})$ , $\gamma=\sigma^{2}\cdot\frac{3s-1}{s-1}$
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