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オイラー方程式が持つ複素空間特異性の数値的構成とその性質
松本 剛 (Takeshi Matsumoto) a,b , Waltel. Pauls b,c Jeremie Bec b ,Urie1 Frisch b.

a 京大院理物理学第一教室 (Department of Physics, Kyoto University),
bObservatoire de la C\^ote d’Azur,

cFakult\"at f\"ur Physik, Universit\"at Bielefeld.
概要

周期境界条件下で有限のエネルギーをもつ滑らかな初期値から出発したときの非圧縮 2
次元オイラ–方程式の解は、 一般に有限の時間で実空間から有限の距離の複素空間内に特
異性を持つことが知られている。数値計算で得られたフーリエ係数をもとに複素特異性の
性質を調査する。

1 はじめに
周期境界条件下での非圧縮オイラー方程式あるいはナビエーストークス方程式はフーリ

エスペクトル法を用いて数値的に非常に精度良く解かれてきた。 数値的に得られた速度場
のフーリエ係数から、 物理空間の速度場

$u$ ( $x,$ t)=\sum \^u $(k, t)e^{ikx}$ (1)
$k$

は高速フーリエ変換を用いて容易に得ることができる。 このデータに適当な統計平均を施
すことで、 速度差のモーメントや確率分布関数などを計算することができる。 また、 適当

な可視化を行うと流れ場のダイナミックスを自在に切り取って観察することもできる。他方
で、 物理空間にもどすことなく、 フーリエ係数 \^u $(k, t)$ 自体の性質も研究の対象となってき
た。 コルモゴロフスペクトルやフーリエ空間における乱流の統計理論 (時にクロージャーと
総称される) がその代表例であろう。
本研究では、 2 次元非圧縮オイラー方程式の解のフーリエ係数 \^u $(k, t)$ の性質を、 複素

空間にある特異性と結び付ける研究を行う。 フーリエ係数の性質とは、 高波数での振舞い

|\^u $(k, t)|\simeq c(\theta, t)\mathrm{A}^{-o(\theta}.j$ . $t$ )
$\mathrm{e}\mathrm{x}^{r}1\supset[-d(\theta_{\sim}. t)k]_{}$ $k=$ $k$ (c.os $\theta,$

$\mathrm{s}\mathrm{i}_{11}\theta$ ) $(\underline{9})$

をさす。 ここに現れる指数 $a(\theta., t),$ $d(\theta$ , のを、 単なる数値としてではなく、なんらかの実体、
複素空間における特異性、 の性質として追いかけようということである。
流体現象を複素特異性と結びつけることで、 現象の理解に役立った成功例として渦層の

巻き上がりがある $[1]_{0}$ オイラー方程式やナビエース ]$\backslash -$クス方程式の一般の場合に、 (研究

例として $[2\dot, 3]$ をあげることができる) こうした結びつけによって $\dagger\yen\nearrow,\mathrm{H}\overline{\acute{\frac{}{\backslash }}}$よりも優れた記述方

法や理解を得ることがきるか否かは将来の課題である。

2 初期時間での解の振舞い

2.1 2次元オイラー方程式の直接シミュレーション

2 次元非圧縮オイラー方程式
$(.3_{t}.u+(u\cdot\nabla)u = -\nabla p, (3)$
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$\nabla\cdot u$ $=$ 0 (4)

をスペクトル法で解き、 時刻 $t<1$ でのフーリエ係数の振舞いを調べることにする。 ここで
の初期条件は、 流れ関数で書くと

$?\psi_{0}(x)=\cos x_{1}.+\cos 2x_{\sim}9$ (5)

である。 この初期値は entire であるので、 時亥 $|\mathrm{J}$ $t=0$ での複素特異性は複素空間無限遠にあ
る。 こうした初期条件から出発しても、 有限時間で複素特異性は、 実空間から有限の距離
に到達することが知られている $[4]_{\text{。}}$

$\mathrm{A}_{1}$

. $\mu|$

図 1: (左図) 時刻 $t=0.8$ における、 流れ関数のフーリエ係数の絶対値 $|\phi(k^{\wedge}, t)|$ の等高線。 矢印

は減衰が最も遅い方向を表し、その傾きは 1.0 に近い。 (右図) 減衰が最も遅い方向 (直線ん 2 $=k_{1}’.$ )
にそって、 $|\hat{\psi}"(k, t)|$ を波数ベクトルの大きさ $\mathrm{A}-\equiv|k|$ の関数として示したもの。領域た $>80$ で

示されているのは数値丸め誤差である。

時刻 $t=0.8$ での流れ関数のフーリエ係数 $\hat{\psi}(k.t)/$ の様子を図 1 に示した。実空間では流
れ関数の様子は初期条件 (5) 式とあまり差がないが、 フーリエ空間でみると違いは著しい。
フーリエ空間 $(k_{1}, k_{2}^{\wedge})$ 平面では、 フーリエ係数の滅衰が最も遅い方向があり、 時刻とともに
この方向は変化する (傾きが大きい方から小さい方へ変化する)。 この時刻 $t=0.8$ では、 偶
然、 その傾きがし 0 に近い。 この減衰が最も遅い方向 $k_{2}^{\wedge}=k_{1}$ にそって、 フーリエ係数の高
波数での振舞いは図 1 の右図のように

$|\cdot\iota^{\hat{/_{J(k_{\grave{\mathit{1}}}t)|\propto\lambda^{-a}e^{-\delta h}}}}\cdot.\cdot$ (6)

である。 最小二乗法によると指数の値は $\zeta$} $=2.68_{\};\tilde{\mathrm{I}}=0.429$ である。
高波数での漸近的振舞い (6) は任意に選ばれたものではなく、複素特異性に着目したフー

リエ積分の漸近評価 (波数が十分に大きいとする) から得られるもので一般的な表式である
$[4, 5]_{0}$ 空間 2 次元の場合、 図 1 の左図から想像されるように、 $j_{i}\cdot$. が大きいところでは

$|\hat{\psi)}(k. t)|\approx C(\theta_{\dot{I}}t.)k^{-\mathrm{o}(\theta.t)}\sim \mathrm{e}\mathrm{x}1^{\mathrm{J}}[-\delta(\theta,. t)\lambda:]$. $k=k(\mathrm{c}\mathrm{o}‘ \mathrm{s}, \theta, \mathrm{s}\mathrm{i}_{11}\theta)$ $(\overline{/})$
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であろう。角度依存性のある指数 $\alpha(\theta, t.),\tilde{\delta}(\theta, t.)$ が複素空間 $(x_{1}+i.y_{1}, x_{2}+i,y_{2})$ に存在する

特異性の情報を反映していることになる $($なお、 本研究では $C(\theta,$ $t)$ の影響は考慮しなし $\backslash )_{0}$

特に $\delta(\theta\dot, t)$ は特異性の位置についての情報をもち、 $\alpha(\theta, t.)$ tiその特異闇のまわりで渦度な

どがどのように振舞うか (爆発するか ?) の情報をになってし 1る。 例え (よ、 ある�寺亥{」での f旨

数 $\delta(\theta.)t)$ の最小値 $\mathrm{m}\mathrm{i}_{11}\theta\delta(\theta, t,)$ は、 その時刻での実空間最近接の複素特異 |生と実空間の距

離になっている。 この最小値はエネルギースベクトルの指数減衰力 1ら計られる f旨数{こpt応

しており、 width of t.he analyticity stril) と呼ばれることがある [4] (解が解析的である領域

の「幅」 に相当する)。
数値解から $c\mathrm{x}^{J}(\theta, t.)_{\backslash }\delta\langle\theta_{\dot{J}}t.$ ) の値を精度良く求めること力\sigma 可能であれ (よ問題力\leq なし)力 S、 標

準的な倍精度計算では離しい。指数 $\delta$ が非常に大き $\mathrm{t}$,1方向{こつし 1で{ま、 t旨数 $a..\delta$ の $.\mathrm{A}_{\dot{\mathrm{R}}}^{\prime*}$

. 度良

い決定のために倍精度以上の精度が必要である (図 1 右図でいうと、 縦軸の解像度が必要で

ある)。 スペクトル法を多倍長計算ライブラリ [6] などを用 $\mathrm{t}_{J}\mathrm{l}$て、 多 $\{_{\dot{\mathrm{u}}}^{*}$長”度{ヒすること+a困

難ではないが、 計算時間があまりに長くなるために実用的でなし)。 そこで、 以下で (ま H寺亥

$t$. $<<1$ での漸近的なモデルを 2 次元オイラー方程式力 1 ら導出して $\hslash\Pi\dotplus$析する $[7, 8]_{0}$ このモア

ルはフーリエ係数を漸化式から求めることができるので、必要ならば多倍長精度の計算を
比較的低コストで行うことができる。

2.2 初期時間での漸近的なモデル
モデルの立脚点は以下の 2点である。 $(\triangleleft$

.
$)$ フーリエ係数は $(k_{1}, \mathrm{A}_{\sim}..’))$ 平面の第一象限 $(k_{1},$ $k_{2}^{\sim}\geq$

0) のものだけを考慮する。 (ロ) 複素特異性と共 {こ動く座標系{このる。

2 点ともに、 $t\ll 1$ を考慮する理由になってし 1る。 初期条件 (5) 式{ま $\hslash?’$.析 $6^{\prime_{\backslash }}\mathrm{J}$であるので

$t=0$ では複素特異性は複素空間無限遠にある。 つまり、 複素空間座標を $z=x+\mathrm{i}y$ と書

くとき、 $tarrow \mathrm{O}$ では $|y|arrow\infty$ に \geq --‘i特異性がある。 初 $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}$] $\beta.*$間襯 $<<1$ で、 $y_{1},$ $y_{2}arrow+\infty$ の

複素領域に注目するとすれば、 流れ関数のフーリエ級数表現

$\psi(x+\mathrm{i}y\dot, t)=\sum_{k}\hat{\psi}(k, t)e-ik.\text{丸}$
$\circ(\mathit{2}+iy)=\sum_{k}.\hat{\psi J}(k, t)e^{k\cdot y}e^{-i.k\cdot x}$

, (81,

から、 $k_{1},$ $k_{2}\geq 0$ のフーリエ係数が支配的 (こなる。 これ力禾 $J()$ を課す理由である。次{こ (D)

であるが、 $t\ll 1$ では複素特異性と実空間の距離 $1\mathrm{h}-1_{11}t$ [こ $11_{\lrcorner}’$例すること力\sigma 知ら 4tてし) る

$[8, 9]$ $1\text{。}$ よって次のような変数変換をとれ\acute よ複素特異 |生と共{こ動く座標系 [このったこと {こ

なるであろう。
$(_{\sim 1\prime}^{\approx},\sim^{J}2\approx)=(z_{1}+i.1_{11}t, \approx_{2}+(\mathrm{i}/2)111t)$

$(\mathfrak{g})$

(第 2 成分に現れる $\ln t$. の前の因子 1/2 は $*\mathrm{J}\mathrm{J}\ovalbox{\tt\small REJECT}$条件 (5) からきまるが、 $\mathrm{g}\underline{;}$に技 $\{’\prime 7_{\tilde{\mathrm{I}}}\backslash \not\in\text{、}2$なもので

ある $[7])_{0}$

さらに、 幾つかの考察を経ると流れ関数を

$\psi’’(z_{\}t)=\frac{1}{t}F(\tilde{z})$ (10)

1時間帯 $t<<1$ で複素特異性と実空間の距離がー] $11$ { [こ $1\mathrm{f}_{d}$例すること {ま、 粗 $\mathfrak{b}\iota$力\sigma 以下のような説明力 $\grave{\dot{\mathrm{a}}}$可 $\mathrm{g}_{\mathrm{b}}\mathrm{b}$であ

る。 時刻 $t=0$ 付近で複素無限遠での速度は初期条件のフー
$\mathrm{t}$] 工係数のうち最も高波数のもの力 S支 $\mathfrak{F}3b^{\prime_{\backslash }}$] (こなる。 こ

れを $.u=-v_{0}e^{\mathrm{A}_{1\}}^{\vee}y}e^{-i\mathrm{A}_{1)}x}$
. とおく。 複素特異点 $z_{*}(t)=x_{*}\{t$ ) $+\mathrm{i}y_{*}(t)$ 力$\mathrm{t}$ この速度場 (こよって流体粒子のよう;こ流さ

れると仮定すると、実空間に近付く特異点の複素座標虚音 D、( $\mathrm{f}\}\}$ま方程式 $d?J*/dt\simeq-?\rho_{()}e^{k_{1\mathrm{J}}\mathrm{t}\prime}.$
. (こ従う。変数分離を

して $y_{*}(t=0)=\infty$. として解くと脇 $(\dagger.)|\simeq(-1\}\mathrm{u}t)/k_{0}^{\wedge}$ となる.



154

とおけば首尾一貫することがわかる。 これを 2 次元オイラー方程式 $\partial_{t}\nabla^{2}\psi=J(\psi, \nabla^{2}\cdot\psi)$ に

代入すると関数 $F$ についての方程式が次のように得られる

$(-1+ \mathrm{i}\frac{\partial}{\partial\tilde{z}_{1}}+\frac{i}{2}\frac{\partial}{\partial_{\tilde{\epsilon}2}^{\sim}})\tilde{\nabla}^{2}F=\tilde{J}(F,\tilde{\nabla}^{2}F)$ . (11)

ここで $\tilde{\nabla}$ は $\tilde{z}$ についての微分を表す。 フーリエ級数による表現は形式的に

$F( \tilde{z})=.\sum_{\mathrm{A}_{1}=0}^{\infty}.\sum_{\lambda_{2}=0}^{\infty}\hat{F}(k)e^{-ik_{1\sim 1}^{\approx}}e^{-i\mathrm{A}_{2\wedge 2}}\backslash \overline{\sim}$ (12)

となり、 フーリエ係数の従う式は

$\hat{F}(\lambda_{1}.., k_{2}.)=.\cdot\frac{-2}{(2\mathrm{A}_{1}^{\alpha}+k_{2}-2)|k|^{2}}\sum_{q_{1}=0}^{\Lambda_{1}}’\sum_{q_{2}=0}^{\mathrm{A}_{2}}.|k-q|^{2}(q_{1}k_{2}-q_{2}k_{1})\hat{F}(q)\hat{F}(k-q)_{:}$ (13)

である。この漸化式の初期値は、初期条件 (5) に対応して $\hat{F}(1., 0)=-1/2,\hat{F}(0,2)=1/2$ であ
る。波数空間の第一象限に鰯限した結果、全てのフーリエ係数 $\hat{F}(k)$ は初期値 $\hat{F}(1,0),\hat{F}(0., 2)$

から順に決定することができる。 ここからは関数 $F$ を流れ関数と呼ぶことにして、 引数の
チルダを省略する。

図 2: (左図) 漸近モデル (式 (13)) の解 (流れ関数のフーリエ係数に相当する) の絶対値の等値
面。 矢印は最も減衰の遅い方向を表し、その傾きは 18/11 に近い。 (右図) 最も減衰の遅い方向
(直線 $h_{2}^{arrow}=(18/11)k_{1}$ ) にそって、 $F$ ( $k_{1\dot{\mathit{1}}}$ た 2) を波数ベクトルの大きさた $\equiv|k^{\wedge}|$ の関数として示し
たもの。
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図 3: 図 2 右図のデータにおいて、 指数関数部を相殺したもの。

漸化式 (13) を 4 倍精度 ( $3_{\mathrm{J}}^{r}\mathrm{l}$ 桁精度) で解 11た結果を図 2{こ示す。流 $t\urcorner_{\vee}$関数 $F$ の振舞し)(ま

やはり式 (6) と同じで $F\propto k^{-\mathit{0}}.e^{-\delta \mathrm{A}}.$. であり、 最 $/\mathrm{J}\backslash$二乗法}こよると値{ま $a\cdot=2.66,$ $\delta=0.006_{\mathrm{J}}^{r}$

である。 モデルの導出時に複素特異点と共に動く座標を取ったため {こ、 実空間最近接特異

点への距離は $\grave{\delta}=0.0065$ と非常に小さくなってし 1る。 また、 代数音|\leq 分の f旨数力 S266 となっ

て、 2 次元オイラー方程式の直接シミュレーション結果と良し 1一致を示して{, $)$ る (図 11こあ

る $t=0.8$ では、 指数は 268 であった)。指数関数音 b分を}B殺して、 流れ関数 $\hat{F}$ の幕 $\acute{\mathrm{H}}^{\prime_{\backslash }}\mathrm{J}$振舞

いをうかび上らせたものを図 3 に示す。
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$\overline{\Phi\vee}$

し

$\{?/\pi$

$\hat{\Phi\check{\approx}}$ $\hat{\check{\mathrm{K}}\Phi,}$

$\theta/\pi$ $\theta/\pi$

図 4: 式 (14) に現れる各パラメータの角度依存性。 角度 $\theta$ は $(\lambda_{1}^{\mathrm{p}}., k_{2})$ 平面での極座標の偏角で
ある。 累指数 $\mathit{0}’(\theta)$ のグラフで、 $\theta=0.0\mathrm{b}^{3}\pi$ 付近の振動は数値的なアーチファクトである。

この梁指数の値 266 は 8/3 であることを予想させる。 フーリエ係数 $\hat{F}$ の高波数での漸
近的な振舞いは

$\hat{F}(k)\approx C(\theta)k^{-\mathrm{o}(\theta)}\mathrm{e}\mathrm{x}1)[-\overline{\delta}(\theta)k]$ . $k=k$ (c.os $\theta_{\dot{J}}$ sill $\theta$ ) (14)

であり、 4 倍精度計算を用いたことで、 角度依存性 $C(\theta)\backslash \alpha(\theta)$ , \mbox{\boldmath $\delta$}(のを精密に計ることがで
きる。 その結果を図 4 にしめす。 指数 $\delta(\theta)$ は「減衰が最も遅い方向」で最小になり、 角度
依存性が強い。他方で、 羅指数。. $(\theta)$ は角度依存性が弱く、 その値は 8/3 に近い。 定数 $C(\theta)$

も端以外では角度依存性が弱いが、 端では発散しているように見える。
ここで判明した $\delta(\theta)$ の情報を元に、複素特異性の作る集合を複素座標虚部の平面 $((y_{1}, y\underline{‘\}})\sim$

平面) $1_{arrow}^{\mathrm{r}}$射影したものを構成することができる。特に漸近モデルでは、 $\hat{F}(k)$ が全て実数で
あり、 $\overline{F}(1\dot, 0)$ を除いて全て正である (数値的事実で証明はない) ことから、 全ての複素特異
点の座標実部は $(_{1}\tau_{1}., x_{2})=(0_{\dot{\mathit{1}}}\mathrm{t}\mathrm{J})$ になり、 ( $y_{1}$ , yx)2平面上への射影が、 実は複素特異性の作
る集合に一致する。指数 $\overline{\delta}(\theta)$ が角度の関数として滑らかならば、 複素特異性の作る集合 (の
射影) は次のようにあらわされる [8]

$y_{1}(\varphi)$ $=$ $-\hat{\delta}(\varphi)$ eiO.S $\varphi+\tilde{\delta}’(\varphi)\sin\varphi$ . (15)
$\tau/\sim\circ(\varphi)$ $=$ $-\hat{\delta}(\varphi)\sin\varphi-\tilde{\delta}’(_{r^{\cap}}|)c,\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi$. (16)
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( $\varphi$ は $(y1,\cdot y_{2})-\mp\backslash$’面での $F\overline{[perp]?}\Gamma\hat{\ }^{\mathrm{g}}\mathrm{F}_{\overline{\tau}\backslash }^{t}\ulcorner ffi$ 角である。 ) この式 (15) (16) の導出は非常に簡単である。

流れ関数 $F$ のフーリエ級数表現に式 (14) を代入すると

$F(x_{1}+?..y_{1}. x_{2}+iy_{2})$ $=$ $. \sum_{k_{1}=0}^{\infty},\sum_{k_{2}=0}^{\infty}\hat{F}(\lambda.I^{\cdot}1\dot{\prime}k_{2})e^{-\{h_{1}y_{1}+\mathrm{A}_{2}y_{2})}..e^{ik\cdot x}$

$=$
$\sum_{k^{\backslash },\theta}C(\theta)k^{-\mathrm{o}(\theta)}e^{-\delta(\theta)\mathrm{A}}.e^{-\lambda\cdot y\cos(\theta)}-\vee^{\wedge}e^{\dot{7}k\cdot x}$

.

$=$
$\sum_{\mathrm{A}\cdot.\theta}C(\theta)k^{-0\langle\theta)}\mathrm{e}\mathrm{x}^{r}\mathrm{p}\{-k[\overline{\delta}(\theta)+y\cos(\theta-\varphi)]\}e^{ik\cdot x}$

(17)

となる。 ここでベクトルをた $=k(\mathrm{c}.\mathrm{o}\mathrm{s}\theta., \sin\theta),$ $y=y(\cos^{\urcorner}\varphi\backslash . \sin\varphi)$ と表した $\text{。}$
式 (17) が解

析的である限界の $y$ は、 指数関数の内部が全体として負であることから、

$\overline{\delta}(\theta)+y$ c.os(\mbox{\boldmath $\theta$}-\mbox{\boldmath $\varphi$})>0 (18)

から決定される。 すなわち、 限界の $y$ は

$y= \mathrm{i}11\mathrm{f}\frac{\delta(\theta)}{-c\mathrm{o}\mathrm{s}(\theta-\varphi)}\theta$

,

(19)

で与えられる。 この式で illf が極値で実現されるものとして、 さらに $\overline{\delta}(\theta)$ が微分できると

して適当に変形したものが式 $\langle’15$ ) $\text{、}$ (16) である。 以上の方法を用 $\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$て構成した流 $t\tau$関数 $F$

の複素特異性の集合を図 5 に示す。複素特異性の集合は右端と左 $J{}^{\mathrm{t}}i$「$\mathfrak{n}[perp] A$で切れてし)る力 $\grave{\grave{[searrow]}}$

、
これ{よ

$\theta=0_{\backslash }\pi/2$付近では $\hat{F}\sigma \mathit{3}\vec{\tau}-P$数が少ないため指数 $\tilde{\delta}(\theta)$ が計測 $7^{-}\backslash \urcorner \mathfrak{o}$
$\mathrm{A}\mathrm{R}^{\mathrm{b}}\mathrm{L}^{\prime \text{であること力}\backslash ^{\backslash }\not\in\cdot \mathrm{B}\mathrm{i}\text{由で}}\backslash$.

ある。 本来の集合は無限遠までのびていると思われる。

$.\wedge’$
.

図 5: 指数 $\delta(\theta)$ からつくられた複素特異性のつく 6 合。 内挿図は原点 $(y_{1}, y_{\sim}‘))=(0_{\backslash }0)$ 付近の

拡大である。
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$\overline{\check{\mathrm{s}_{\mathrm{I}}}\triangleright.}$

図 6: 平面 (届 $y_{2}$ ) 上での二度 (符号を変えてある)。羅 $s^{-5/6}$. はフーリエ係数の霧指数 $\mathit{0}\cdot=8/3$

に対応する値である。

複素特異性の位置が判明したら、その特異性のまわりで流体力学的量がどのように振舞
うか (あるいは爆発するか) をしらべることができる。平面 $(y_{1}, y_{2})$ 上での渦度を次のよう
に定義する

$U \mathrm{J}(y_{1}, y_{2})\equiv-\nabla_{y}^{2}F(0+\mathrm{i}.y_{1},0+i_{j?_{2}})=\sum_{k}(-h^{2}\sim)\hat{F}(k)e^{k\cdot y}$
. (20)

この渦度の変化を図 6 に示す。 これは、 平面 $(y_{1\dot{r}}y_{2})$ 上の原点 $(y_{1}, y_{2})=(0,0)$ を通り、 傾
き 16(図 2 左図の矢印の傾きに相当する) の直線にそって、特異性からの距離 $s$ の関数とし
て示したものである。 点 $s$. $=0$が特異性に相当する。領域 $s<0.002$ では、 $\hat{F}$ を有限波数で
うち切っているために、 半年の増大がなまっていると考えられるが、それより右の領域で
は、 梁的な振舞いがみられる。つまり渦度は複素特異性で羅的に爆発していることが示唆
される。
この爆発の指数は、 フーリエ係数 $\acute{F}$ の梁指数 $‘$)$\cdot=8/3$ と関連がつくはずである。それを次

のように議論してみる。流れ関数のフーリエ係数が $\hat{F}(k)\sim k^{-\circ\sim}(\theta)k=k^{-a}e^{[-\mathrm{A}-(\delta.+\sigma^{2}(\theta-\theta.)^{2}+..)]}$

とかけるものとする (重要な点は、 $\mathit{0}$
. が偏角 $\theta$ に依存しないと仮定すること、 それと、 $\delta(\theta)$

を極小値のまわりで $\theta$ の 2 次まで展開することである) このとき渦度の振舞いは以下のよう
に書けるだろう。

$\omega(y)$ $=$ $-\nabla_{y}^{2}F(y)\sim.[k^{2}k^{-\alpha}e^{-\delta(\theta)\mathrm{A}}..e^{k\cdot y}dk$ ,

$\int k^{-\alpha+3}e^{-\sigma^{2}k(\theta-\theta.)^{2}}.e^{-\lambda\cdot(\delta_{*}-y)}dh..d,\theta$ ,

$s^{\alpha-3+\frac{\mathrm{J}}{2}-1} \int_{j}k^{-\alpha+3-\frac{\mathrm{J}}{2}}-e_{\mathrm{f}}^{-sk^{\backslash }}.dk$

$(s\equiv\delta_{*}-y)\dot{\prime}$

(21)If $\alpha=8/3_{\dot{l}}$
$\omega\alpha s^{-\frac{\lrcorner^{-}}{6}}$ .

(2 行目から 3 行目にかけては、 $\theta$ についてガウス積分を行った。 ) 流れ関数のフーリエ係数
$\hat{F}$ の累指数が $0\cdot=8/3$ とすると、 この議論から渦度の物理空間 (今は (カ. $y_{2}$ ) 平面) での爆
発の購が 5/6 となる。 図 6 でみると $s^{-5/6}$ との一致はそれほど良くない。式 (21) では、 $\vec{\delta}(\theta)$

を極小値のまわりで 2 次まで展開したが、 3 次の項からの寄与などを含めると subdominant
項からの寄与が大きいことがわかり $[10]_{\text{、}}$ この不一致の原因を説明することが可能である。
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3 まとめにかえ\mbox{\boldmath $\tau$}

初期条件 (5) から出発する時刻 $t_{l}<<1$ での 2 次元オイラー方程式の複素特異.$\mathrm{r}\not\in$ [こつし)て

調べてきた。 特に漸近モデルを導入して精度の高し)数値計算を行 $11_{\text{、}}$ フー $\iota\mathrm{r}$ 工係数の’比質

を詳細に計測した。そしてその性質を複素特異性と関連づ【Jた。
明らかな問題は、なぜ漸近モデルのフーリエ係数が角度依存注の弱い羅指数 $2.66\approx-8/3$

をもつのか ? である。 この $\text{数}$

.
{$\mathrm{E}\llcorner$自体を、 潮 $\mathrm{L}’$式 (13) を用いて角蜥的に $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\overline{-\prime}$ Mすることが

は我々の目標であったが成功に至っていなし $1_{\text{。}}$ この漸化式 {よ 2 次元のオイラー方程式と {ま較

べものにならないくらし,‘単純化されている。 しかし、 非線型項力\sigma 4[局所 $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\prime_{\backslash }}\mathrm{J}$であること、 ヤ

コビアンからくる因子 $q_{1\prime}\lambda_{2}^{\wedge}-q_{2}k_{1}=(q\Lambda k)$ 力 S波数ベクト)のつくる三角 $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{H}$互作用の幾 $\{\urcorner \mathrm{p}$

学的形状に依存するなどの点が単純なドミナントハランスなどの漸近的手法の j箇用をこ (よ

む理由になっている。
この途中で我々がもった問いは、漸近モデルのフー $\mathrm{t}$」工係数の幕 f旨数 12初期条件{こ依存する

だろうか?であった。もし依存しなければ』指数を説明する理一 tま初期条件の X細 (こ依存しな
い分、簡単になるであろうと予想がつく。しかし、異なる初期条件 $\psi_{0}=\cos(x_{1}+x_{2})+\mathrm{c}.\mathrm{o}\mathrm{s}2x_{2}$

に対して同じ手続きで漸近モデルを導出し、数値解を求めるとフー}]工係数の $\mathrm{F}^{-}*$ ?旨数}ま $\underline{9}.\mathrm{a}^{\ulcorner}4$

となってあきらか}こ 266 と違う {直であった。 確力 $\iota[]_{\sim}^{\wedge}$

$\text{、}$
H寺亥 $|\mathrm{J}$ $t<<1$ での@F.析を行ってし)るの

であるから、 初期条件の記憶が残っているのは当然力$\backslash$ もしれない。

図 7: 初期時刻をこえた $(t=1.9)$ 時刻における、 波数空間 $(k_{1}, \lambda_{2}^{\wedge},)$ 上で $k_{2}=(7/10)k_{1}$ Cこそった

フーリエ係数の絶対値。初期条件は式 (5) で、 漸近モデ)で {まなく、 2次元オイラー方程式のス

ペクトル法の結果である。 この時刻では直線 $k_{2}=(7/10)k_{1}$ 力\leq 、 フー $\mathrm{l}\mathrm{r}$ 工係数の減衰力 S最も遅

い方向になる。

それでは、逆に、 初期条件の記憶がなくなるであろう 1存間帯、 すなわち�存亥 tJ力 $\grave{\grave{[searrow]}}$ ;[常 (こ大

きいところで解析したらどうだろう ? とし)うこと {こなる。 実{ま#寺亥リカ\leq 大きくなると、異なる

問題が生じる。複素特異性は時間ととも (こ実空間{こ近付く力 $\sigma_{\text{、}}$ 実空間}こ 4[常 (こ近 U‘部分力\prec 複

数出て来てその距離がどれも同じ程度であると、 フー
$|$」工係数力\leq 振動を示すよう tこなる (図

$7)_{0}3$ 次元非粘性 $\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{t}}\backslash$-Pelz 流での例も報告さ \lambda 1て vlる $[11]_{0}$ このため、 $a^{J}$ や $\delta$ と $1\backslash$った t旨

数が直接計測不可能になってしまう $\mathrm{Q}$

この振動自体力 $\grave{\grave{\mathrm{Y}}}$重要な{青 $\not\in\not\in$を持ってし)ると予想される

が、 その性質はまだよく理解されてし $[searrow]p41_{\mathrm{o}}$ こ $8’\mathrm{t}$ も{$\backslash$呼来の課題であり、特 (こ 3 次元の場合 (こ

(実空間) 有限時間爆発と複素特異性との関連を探る際{ニ}ま致命自$J_{\text{、}]}$ (こ重要 tこなると思わ $3’\lfloor$る。



180

本研究は文科省科学研究費補助金 (若手研究 (B), 課題番号 1574023) の補助をうけた。
また、 数値計算の一部は京大基礎物理学研究所の計算機システムを利用した。

参考文献
[1] 坂上貴之 “渦層の時間発展と特異点 \sim それでも渦層は巻き上がる $?\sim.’\backslash$ , 物性研究 82-1,

(2004).

[2] 木田重雄 “
$\underline{9}$ 次元流の特異性について.$’\backslash .$

, 京都大学数理解析研究所講究録 652, 64-87
$(198\mathrm{S})$ .

[3] Y. Kimura and $\mathrm{R}.\mathrm{B}$ . Pelz “Search for colll])lex time singularities in Navier-Stokes
$\mathrm{t}$ urbulence” in Unstable and $\prime l^{1}u$rbutence Motton of Fhtid, $\mathrm{p}\mathrm{p}.91-101,$ $\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{s}$ . S. Kida.
$\mathrm{W}\dagger o\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{d}$ Scientific, Singapore (1994).

[4] C. Sulem, P.-L. $\mathrm{S}\iota 11\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{n},\cdot\delta 11\mathrm{d}$ H. Frisch, $‘.\prime 11\cdot.\mathrm{a}\epsilon\cdot.\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{c}\cdot \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{x}$ singularities withl spectral
$\iota 1?\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{d}_{\mathrm{i}_{3}^{\urcorner}}^{:}’\backslash J$ . $c_{on?I^{rut}}..$ Phys. $50_{\dot{J}}138-161$ $(1983)$ .

[5] $\mathrm{G}.\mathrm{F}$ . Carrier, M. Krook and $\mathrm{C}.\mathrm{E}$ . Pearson. $Funct_{?}ons$ of a Complex Variable: $Theo\tau.y$

$a\uparrow ld$ Technique, $\mathrm{h}4\mathrm{c}\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}\iota \mathrm{v}$-Hill, New York (1966).

[6] 多倍長計算をソフトウェア的に可能にするライブラリがある。例えば、
$\mathrm{h}\mathrm{t}.\mathrm{t}\mathrm{l}3://\mathrm{c}.\mathrm{r}\mathrm{d}.\mathrm{l}\mathrm{b}\mathrm{l}.\mathrm{g}\mathrm{o}\backslash f[\mathrm{d}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\supset \mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{y}/11\mathrm{l}\mathrm{p}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t},/$ に幾つかの紹介がある。本研究では、 $\mathrm{D}.\mathrm{H}$ . Bailey
の開発した MPFUN90 を用いている。

[7] U. Friscsb, T. Matsum oto and J. Bec. “Singularities of Euler flow? Not out of the
blue!’.. J. Sfaf. Phys. 113, 761-781 (2003).

[8] T. Matsum $o\mathrm{t}o$ . J. Bec and U. Friscl, “The $\dot{c}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathit{1}\mathrm{y}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}$ structure of $2\mathrm{D}$ Euler flow at
short times”, Fluqd $Dyn$ . ${\rm Res}$ . $36$ , 221-237 (2005).

[9] U. Frisch, $‘(\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}$ analytic structure of turbulent flows”, in Proceed. Chaos and statis-
tical methods, Sept. 1983, Kvoto, Y. Kurarnoto, ed. pp. 211-220, Springer (1984).

[10] W. $\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{u}1_{\mathrm{b},}..$ T. htatsunlOto, J. $\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{c}$ and U. Frisch, “Nature of colnplex singularities for
th$\mathrm{I}\mathrm{e}2\mathrm{D}$ Euler equation” in preparation.

[11] C. $\mathrm{C}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{J}_{1\mathrm{O}\mathrm{W}}1\mathrm{a}\mathrm{s}$ and M.-E. $\mathrm{B}_{1^{\backslash }}.\mathrm{a}\mathrm{c}.1_{1}\mathrm{e}\mathrm{t}_{:}$. “Evolution of complex $\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{u}1_{\mathrm{d}1}\cdot \mathrm{i}\mathrm{t}.\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s}$ in $\mathrm{I}\{\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{a}$-Pelz
and $\mathrm{T}_{\mathrm{d}}^{t}\mathrm{y}1\mathrm{o}\mathrm{r}$ -Greeu $\mathrm{i}\mathrm{n}\iota’ \mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{d}$ flows”

$\dot,$ Fluid $Dyn..{\rm Res}$ . $36$.239-248 (2005).


