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チャネル乱流の大規模構造に対応する解と
その乱流における役割
藤 定義 (京大院理)、 板野智昭 (関大工)

発達したチャネル乱流では、壁近傍での乱れ生成を支配する壁近傍構造と共に, 外層に
おいても, 低速ストリークと類似した流れ構造を持つ大規模構造と呼ばれる秩序構造が存
在する. 本報告では, 乱流と層流を分けるセパラトリックス上に存在する定常進行波解を,
シューティング法を用いて $Re=12000$ まで求めた. 求まった解は、外層のスケールに従い、
大規模構造に対応する解であると考えられる, セパラトリックス上の安定軌道を追跡し、大
規模構造の乱流化過程が, 壁近傍層とは無関係に大規模構造の不安定化を経ること示す結果
を得た. この結果は、大規模構造を維持するダイナミックスが, 壁近傍構造の維持機構とは
独立であることを示唆するものである.

1 はじめに

壁を持つ乱流の乱れ生成機構は、 低レイノルズ数かつミニマル領域 [10] に制限すると、 周

期解や定常進行波を用いて理解できることが明らかになってきた $[16, 6, \mathrm{S}, 11, 14]$ . 更に、壁
近傍層に観測される秩序構造は、多くの実験や直接数値シミュレーション (DNS) によってレ

イノルズ数やシステムサイズに依存しない普遍性を持つことが知られている. 以上のこと力 ‘

ら、 乱れ生成機構は、 壁近傍層に局在した構造の普遍的なダイナミックに基づくものである
と考えられている.
一方、 チャネルの外層 (内部) は, 壁近傍層で作られた乱れにより維持される受動的な存在
であると考えられてきた. しかしながら、壁近傍構造である低速ストリークに類似な流れ方
向に低速な領域から成る外層の縞状の構造が存在することが古くから可視化により $[2]_{\text{、}}$ また

最近では大規模な DNS から統計的に示されている $[3, 5]$ . この構造は、外層の尺度でスケー
ルできるため、 大規模構造と呼ばれている.
本報告では、壁近傍層の場合と同様に、 この大規模構造を特徴付ける厳密解が存在するこ
とを DNS を用いて示す.

1.1 厳密解の性質

Waleffe は、 クエット流に対して定常 (進行波) 解を求め $[17, 18]_{\text{、}}$ この解が低レイノルズ数

でサドル・ノード分岐により発生し、 二つの解が壁近くに局在する傾向のある分枝 (不安定

ノード、 上分枝解) とチャネル全体に広がる傾向のある分枝 (サドル解、下分枝解) に分力 ‘れる

ことを示した [19]. 低レイノルズ数では、 外層が発達していないので大規模構造と下分枝解
との関連は明らかではない. しかしながら, DNS では大規模構造が比較的低レイノルズ数で
も観測されることから, 大規模構造が低レイノルズ数に起源を持つことから下分枝解と関連
していることが示唆される.

12 大規模構造

壁乱流中に観測される秩序構造は多様である $[13, 1]$ . 特に高レイノルズ数では、広範囲に
渡るスケールの現象が励起されるために構造を同定することは難しい [4]. DNS では、微細な

渦構造を可視化すると構造の粗視的な様相が捉えられにくい. 一方、 流れ方向の速度を用い
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ると、細かい構造はあるものの粗視的な構造が卓越している. いずれにせよ、 揺らぎが大き

いため大規模構造の同定には統計的処理が行われる. 最近では、 Jimenez が用いた [9], 流れ

方向やスパン方向のエネルギースペクトルの持つピーク値に対する壁からの距離依存性を調
べる手法が標準的に用いられている. この結果、壁近傍層では低速ストリークに対応する 100
壁長さ単位程度の構造が卓越する一方で、外層では外層の長さスケールであるチャネルの半
幅 $\delta$ でスケールされ、およそ $1.2\sim 2\delta$程度の構造が卓越することが示された $[3, 5]$ . この外層

の尺度でスケールされる構造を大規模構造と呼んでいる.

2 計算手法

2.1 流れ方向ミニマル領域を用いた直接シュミレーション

本報告では、外層の尺度でスケールされる解を直接シュミレーションを用いて数値的に求
める. 大規模構造に対応する解を求めるために、スパン方向は大規模構造の特徴的なスパン
方向長さである $1.3\delta$ に、 また流れ方向はミニマル長さ程度の $\pi$ にそれぞれ固定して、 レイノ

ルズ数は $4000_{\backslash }6000_{\text{、}}8000_{\text{、}}$ 12000 の 4つの値を用いる. 以下, $\overline{\delta}=1$ とする.

DNSの手法は、流れ方向とスパン方向にはフーリエ級数展開、壁に垂直方向にはチェビチェ
フ多項式展開を行いエイリアス誤差を取り除いた擬スペクトルを用いていた. 移流項の時間
発展には、 2次精度の Adams-Bashforth 法を, 粘性項には Crank-Nicolson 法をそれぞれ用い
た $[12, 8]$ . 全てのレイノルズ数に対して、モード数 $N_{x}\cross N_{y}\cross N_{z}=32\cross 65\mathrm{x}32$ , 計算領域
$L_{x}\cross L_{z}=\pi \mathrm{x}1.3\delta$を用いた。 時間刻み $dt$ は、 $Re=12000$ で 0002を用いた以外は 001 と

おいた。

2.2 シューティング法

我々は、 これまでミニマル領域 1のポアズイユ流に対して、乱流と層流を分けるセパラトリッ
クス上に存在する定常進行波解と周期解を求めた $[8, 14]$ .
解をセパラトリックス上では安定な解に漸近させるために、以下のように初期値を 2 次元

成分と 3 次元成分に分け、 3次元成分の振幅を調整パラメター Fa。として乱流にも層流にも漸
近しないように決める. この手法をシューティング法と呼ぶ.

$u_{i\tau\iota t}=u^{2D}(y, z,t)+F_{ac}.u^{3D}(x, y, z, t)$ , (1)

$u^{2D}(y, z, t)= \frac{1}{L_{x}}\int_{0}^{L_{x}}u(x, y, z, t)dx$ , $u^{3D}(x, t)=u(x, t)-u^{2D}(y, z, t)$ . (2)

シューティング法は、 セパラトリックスを過る方向に不安定な固有値を唯一つ持つ, 双曲的
不安定な解を求める場合にのみ有効である. また、 解を 2 次元と 3 次元成分に分離するのは、
乱れ生成機構において 2 次元的な低速ストリークに漸近した後に, 流れ方向の 3 次元撹乱に
対して不安定化するフェーズが存在することを利用している [6, $14|$ . 初期条件には低速スト
リークの種となる 1 対の流れ方向渦を壁付近に持つ流れを用いている.
これまでの解は、 レイノルズ数が 3000以下、 あるいは $Re_{\tau}$ が 130以下の外層が十分発達し

ていない流れで得た. 以下では、 大規模構造との関係を調べるために最大で 12000 までのレ
イノルズ数に対して求めることを試みた 6

$1Re=3000$ の場合、 $L_{x}=\pi,$ $L_{z}=1.3\delta$ がミニマル領域に近い. レイノルズ数が大きくなるにつれて壁単位
長さは小さくなるが、外層の尺度は $\delta$ のままなので, 計算領域を固定しておくこととができることに注意して欲
しい.
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3 計算結果
シューティング法を用いて定常進行波解を求めた結果を報告する. 実はここで報告する定

常進行波は、 セパラトリックス上でも不安定なサドルにっている. 従って、少なくとも 2つの
不安定固有値を持つので、原理的にシューティング法では求めることができない. しかしな

がら、初期条件が定常進行波解の安定多様体に近いために、Fa。を調整することで解を定常進
行波解にある程度接近させることができる. 以下で紹介する定常進行波解は、 この意味で厳
密解ではない. また、 この近似解を得る場合を、局所シューティング法と呼ぶことにする.

3.1 定常進行波解

局所シューティング法によって得た定常進行波解に対し、 解の精度を見るために、パラメ
粗– Fa。の上限と下限を表 2 に示した. ほぼ 5 桁の精度があることが分かる. ただし、 これ以

上精度を上げても、 真の解に収束するわけではない.
図 1 に、 レイノルズ数 $4000_{\text{、}}8000_{\backslash }$ 12000 の場合の流れ方向速度と渦度の 2 次元成分 $u_{x}^{2D}$

と $\omega_{x}^{2D}$ の等値線図を示した. 図から分かるように、 レイノルズ数が高くなっても、解はほぼ

同じような構造を持つ. このことから、 これらの解は、外層の尺度でスケールされることが
推測できる.

表 1: 局所シューティング法で得た定常進行波解の精度を示すために、 それぞれの解の Fa。の上限
値と下限値をまとめた.

32 Waleffe の理論

円管ボアズイユ流の乱流遷移の問題は、 層流解が全てのレイノルズ数おいて線形安定であ
るため、 非線形安定性を扱う必要がある, 従って、 安定性は撹乱の空間構造に強く依存する
が、 振幅に関してはほぼレイノルズ数 (Re) に逆比例することが報告されている [7]. 位相空

間で見ると、 層流解の吸引域の平均半径が $Re^{-1}$ で小さくなることを意味する.
Waleffe は、基準となる非線形撹乱として乱流解と層流解のセパラトリックス上にあると考
えられる下分枝解を用いて、 $Re^{-1}$ の依存性を導き出す理論を提案した. ただし、定常進行波
解がセパラトリックス上にあることは保証されていない.

$\mathrm{W}\mathrm{a}1\mathrm{t}^{3},\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{c}-$. の理論では、 自己維持過程 (Self-Sustaining Process:SSP[16, 6]) に基づく以下の単

純な $Re$妙筆展開を用いている. ただし, $c$は定常進行波解の位相速度, L。は撹乱の流れ方向
の波長である.

$u$ $=$ $U(y)+u_{0}(y, z)+Re^{-1}u_{1}(y, z)\mathrm{e}^{i\theta}+Re^{-2}u_{2}(y, z, t)\mathrm{e}^{2i\theta}+\cdots+\mathrm{c}.\mathrm{c}.$ , (3)

$v$ $=$
$Re^{-1}v_{0}(y, z)+Re^{-1}u_{1}(y, z)\mathrm{e}^{i\theta}+Re^{-2}v_{2}(y, z)\mathrm{e}^{2i\theta}+\cdots+\mathrm{c}.\mathrm{c}.$ , (4)

$w$ $=$
$Re^{-1}w_{0}(y, z)+Re^{-1}w_{1}(.y, z)\mathrm{e}^{j.\theta}+Re^{-2}w_{2}(y, z)\mathrm{e}^{2?\uparrow 9}.+\cdots+\mathrm{c}.\mathrm{c}.$ , $(_{\mathrm{d}}^{r})$

$\theta=2\pi(x-ct)/L_{x}$ .

SSP では、 2次元成分の $U(y)+u_{0}(y, z)$ をストリー久 $(v(y, z),$ $w(y, z))$ を影写成分、 また

波数 $k$ の撹乱をストリークの 3 次元撹乱とそれぞれ見倣す. 珍獣成分が $Re^{-1}$ のオーダーであ
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図 1: レイノルズ数 $4000_{\backslash }8000_{\backslash }$ 12000 に対する、 $u_{x}^{2D}$ の等値線と $\omega_{x}^{2D}$ の等値線 二二傍構造に見ら
れる低速ストリークと縦渦構造によく似た構造が見られる. 壁近傍では、 ほぼ層流状態になっている.

るのは、 $(0, v_{0_{1}}w_{0})$ $\cdot\nabla u_{0}=\frac{1}{Re}\triangle u_{0}$から導かれる. この展開は、 あくまで SSP に基づく形式

展開であり、摂動解の存在を保証するものではないことに注意して欲しい. この展開が境界
層などを考慮しない空間一様な展開であるから、下分枝解がこの展開に従う漸近的な振舞を
するならば、 外層に尺度に従うことが推測できる,
前節で紹介した局所シューティング法で得た定常進行波解がWaleffe の展開に従うレイノル
ズ数依存性を持つかどうか確認するために、各速度成分を $Re$ の関数として図 2 に示す. 左図

と中央図から明らかなように, 展開の 1 次の項まではほぼ展開に従っている. 一方, 右図か

らは 2 次の項はむしろ $Re^{-1}$ のオーダーであることが分かる. 高次の項の精度は十分とは言え
ないが, 少なくとも 1 次までは正しいと考えられるであろう.
この結果は, 我々の求めた定常進行波解は, レイノルズ数と共に (1) 速度の流れ方向成分

(低速ストリーク) が卓越し, (2) 流れ方向に一様になる 2 次元化が起きる, ことを示唆する.

Jimenez ら [5] が行った大規模, 高レイノルズ数の DNS の結果は, 流れ方向のエネルギーピー
クが長波長側にあり, 極限として無限大になると予想している. 従って, 我々と Jim $\acute{\mathrm{n}}\mathrm{e}\mathrm{z}$ らの

結果は整合的である.
2 次の項が展開からずれているが, これは定常進行波解が SSP に基づかない維持機構を含
むことを意味しているので, 純粋に外層の尺度でスケールされるのではないことを示唆して
いると考えられる. すなわち, 全く無視した壁近傍層の影響が僅かながらも効いていると推
測される. いずれにせよ, 解の精度は高次の項を評価できる程高くはないと思われるので, 結

論を出すには精度を高める必要がある.
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図 2: 局所シューティング法で求めた定常進行波解に対する Waleffeの摂動展開各項のレイノル
ズ数依存性. いずれも, $Re=4000$ で Hこなるように規格化している. (左図) $*:U,$ $\blacksquare:u_{0},$ $\bullet:v_{0}$ ,
$\mathrm{A}:w0,$ $\coprod:u_{0}Re,$ $\mathrm{O}:v_{0}Re,$ $\triangle:w_{0}Re$ , –: $1/Re$ . (中央図) $\blacksquare:u_{1}$ , $\bullet$ : $v_{1},$

$\mathrm{A}:w_{1}$ , ロ: $u_{1}Re,$ $\mathrm{O}:v_{1}Re$ ,

$\Lambda..$ : $w_{1}Re,$ $-:1/Re$ . (右図沖: $u_{2}Re,$ $\bullet:v_{2}Re$ , $\mathrm{A}:?v_{2}Re,$ $\square :u_{2}Re^{2},$ $\mathrm{O}:v_{2}Re^{2},$ $\triangle:w_{2}Re^{2},$ $-:Re$ .

33 大域的シューティング法

前節では, セパラトリックス上の双曲的不安定点である定常進行波解を求めた局所シュ–
ティング法の結果を示した. シューティング法は本来, セパラトリックス上のアトラクターを

求める手法である. 前節で用いた局所シューティング法と区別するために, 以下大域的シュ–

ティング法と呼ぶことにする.
本節では, アトラクターに漸近する軌道を追跡した結果 2について報告する. しかしまだ閉

じた軌道を得ていないので, 途中経過でしかないことに注意して欲しし $\mathrm{a}$ . ただし, 乱流化す

るときに通過する不安定多様体上での解の振舞は, 不安定化が低速ストリーク成分の不安定
化によるもので壁近傍層の乱れ生成とは独立に起きることを示唆する. つまり, 外層が壁近

傍層から独立した自励機構を持つことが期待できる.
図 3 に, 現在得られているもっとも精度の高い大域的シューティングの結果を示す. この

図では、 壁に垂直方向速度の 2 次元成分の持つエネルギー $E_{\mathrm{t}J}^{2D}$ と 3 次元成分の持つエネル

ギー $E_{v}^{3D}$ から張られる位相空間へ.$\text{軌_{}\grave{\mathrm{J}}}\underline{\mathrm{g}}$を射影した。前節で得た定常進行藍\not\in は, $L^{-}\backslash \fbox_{\cross^{\backslash }}$の (1 $\mathrm{x}$

$10^{-7},1\cross 10^{-7})$ 付近にあるループの近くにある. しかしながら, それぞれ 5 桁以上の精度が

あるにも関わらず, Fa。の値は 1 桁しか一致しないことに注意して欲しし $\backslash$ . 右図から分かるよ
うに, 軌道は時折急に向きを変えるが, その周囲には双曲的不安定点がある場合が多し $\mathrm{a}$ . 先
程紹介したループも, 双曲的不安定点である定常進行波解へ接近した痕跡である.
図 4 に解構造の変化の一例を示す. 初期は, 図垣こ示すようにチャネルの片側に局在した

低速ストリークの構造を持っているが, $(1 \cross 10^{-11},1\cross 10^{-8})$付近の双曲的不安定点を通過す
る前後で上側に二二が発生し (図 $4(\mathrm{a})$ ), 更に $(1 \mathrm{x}10^{-8},2\mathrm{x}10^{-9})$付近の双曲的不安定点を通

過する前後で上側の縦渦が卓越している (図 $4(\mathrm{c})$ ). これらの結果は, アトラクタ–上の解も

外層の尺度でスケールされる大規模構造の性質を持つこと, またチャネル中央に局在し壁近
傍層とは空間的に分離した状態にあることを示している.
図 5 には, アトラクターの不安定多様体 (の近く) に沿って乱流化する軌道の解構造を示し

た. $\fbox_{\backslash \neq}^{\backslash }5(\mathrm{a}),(\mathrm{b})$ が示すように漁$.73\tau$はチャネル $\mathrm{I}\mathrm{F}\text{央}\iota_{-}^{}‘ x\backslash - f$ してポアズイユ流の持つ対称 $’|\not\in$ \epsilon 持つ

構造に移ったことが分かる. 更に, 図 $5(\mathrm{c})$ から, 乱流化はチャネル中央の構造が不安定化に
起因することが読み取れる.

2数値計算で追跡できるのは漸近する軌道であり, アトラクターそのものではない.
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図 3: 大域的シューティング法で求めた軌道の $(E_{v}^{2D}, E_{v}^{3D})$ で張られる位相空間への射影. 層
流化した $F_{a\text{。}}=7.067766$ $\cross 10^{-7}$ と乱流化した $F_{a\text{。}}=7.067771$ $\rangle\langle$ $10^{-7}$ の 2 本の軌道を示す.
(左図) 左申央を初期値とする 2 本の軌道. (右図) 左図中央部分の拡大図.

以上まとめると, (1) セパラトリックス上アトラクターは外層の尺度でスケールできる大規
模構造としての性質を持つ, (2) 軌道はセパラトリックス上の双曲的不安定点を経めぐる, (3)
解はチャネル中央に局在し, 壁近傍層とは空間的に独立している, (4) 乱流化はチャネル中央
の構造の不安定化に起因し, 壁近傍層の不安定化によるものではない, という結果を得た.

4 結論
本報告では, 流れ方向ミニマル領域を用いた DNS を行い, シューティング法を用いて比較

的レイノルズ数の高い値に対して, 乱流と層流を分けるセパラトリックス上の定常進行波解
及びアトラクターに漸近する軌道を求めた. 層流解が不安定化するレイノルズ数の値を扱っ
たが, 流れ方向ミニマル領域では, 流れ方向の周期が不安定撹乱の波長以下であるので, 層

流解は常に線形安定となっている.
局所的シューティングの精度内で得た定常周期解は, 外層の尺度でスケールされる. また,

その空間構造は, 低速ストリークとその周囲の千鳥つた縦渦からなる壁近傍層の秩序構造に
よく似ており, 大規模構造に対応すると考えられる.

Waleffe の下分枝解に対する, SSP に基づくレイノルズ数の逆罵展開を定常進行波解が少な
くとも 1 次の項まで満たすことを示した. この展開は形式展開であり, 下分枝解が直接求ま
るわけではない. しかし, 高レイノルズ数に対する展開であるにも関わらず, 空間変数に関
しては境界層近似など一切用いない一様性を仮定していることから, 大規模構造に対応する
ものと考えられる. また, 流れ方向速度成分の 0次項 (2 次 $7\hat{\mathrm{C}}-$成分) を除き, レイノルズ数の逆
罵で減少することから, 高レイノルズ数では, 流れ方向に $-arrow$様な 2 次元的な低速のストリー
クの卓越する構造が観測できることが予想される. この予想が最近の Jim\’enez らの結果と整
合的であることは, 展開の正しさを支持するものである. 我々の定常進行波解がWaleffe の展
開に従うことは, セパラトリック上に大規模構造に対応する下分枝解が存在することを間接
的に示すものであろう.
我々の定常進行波解の精度は高くはないが, 2次の項は明らかに展開とずれている. このこ
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箇 $\mathrm{Z}$ 2

図 4: $u_{x}^{2D}$ の等値線と $\omega_{x}^{2D}$ の等値線 (I $\}\zeta 10^{-8},2\mathrm{x}10^{-9}$ )付近のカーブを曲がる前後での解構
造の変化.

とは, 壁近傍層を考慮にいれていないことが原因の一つであると考えられる. しかしながら,

1 次までは良い近似となっていることから, 外層の定常進行波解と壁近傍層は比較的独立であ
ると考えられる.
大域的シューティングにより, セパラトリックス上のアトラクターに漸近する解軌道を追跡
した. 精度がまだ十分でないために, アトラクター本体の同定には至っていない. 解軌道は,

複数個の双曲的不安定点を経めぐりながら, 解の空間構造を変える. 本報告で紹介した軌道

は, チャンネルの下側に局在した定常進行波解から上側に縦縞が移動し, 更にポアズイユ流
の対称性を満たす構造に移った後に, チャンネル内部が不安定化して乱流に遷移する. 以上

の結果は, セパラトリックス上のアトラクターの吸引域は大規模構造の特性を持ってし $\backslash$ るこ

と, 外層は壁近傍層とは独立した自励機構を持つことを示唆するものである.
以上, セパラトリックス上の大規模構造に対応すると思われる解の性質を $\mathrm{D}\mathrm{N}\mathrm{S}$ を用U‘て調

べて来た. この解が, 実際の乱流中に観測される大規模構造と直接関係する力$\backslash$ どう力 $\mathrm{a}$は, 現

時点では不明である. 位相空間において, 実際の乱流に対応するのは吸引域内部の乱流アト
ラクターであるが, アトラクター上の軌道が吸引域の境界であるセパラト $1J$ ックスに接近し

ない限り実際の乱流に反映されない. 本報告で得たセパラトリクス上の解が, 実際の乱流と

関連がある可能性として二つの場合が考えられる. 1 つは, 吸引域境界が非常に複雑な構造を
しており内部のアトラクターに接近している場合である. もう一つは, 実際の状況では贋流

解は不安定でありセパラトリックスが乱流アトラクターの内部に取り込まれて $\mathrm{t}_{d}\mathrm{a}$る場合であ

る. いずれせよ推測の域をでない根拠の無いものである.
本報告の解が実際の大規模構造と関連があるとすると, これまでの結果から壁近傍層の乱
れ生成機構と外部層の大規模構造の維持機構が独立性の高 $1_{\mathit{1}}$

$\mathrm{a}$ものであると期待できる. これ
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図 5: $u_{x}^{2D}$

. の等値線と $\omega_{x}^{2D}$ の等値線. 乱流化する時の不安定多様体沿っての変化.

は, 壁近傍層を近似するスケルトン (骨格) と外層の骨格が弱く結合した系としてチャンネル
乱流が捉えられることを予想させる.
以上, チャネル乱流を記述する基礎となると考えられる解について考察した. 本小論で報
告した数値計算の結果は, この考察を裏付けるにはまだまだ不十分なものである. 今後の詳
細な研究に期待したい.
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