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1 概要

奉論文は、論文 {7] の主な内容を邦訳したものである。
1975 年、Baillon [3] はヒルベルト空聞上の非拡大写像に対する以下の非線形エルゴード定理を得た :

$C$ をヒルベルト空間の鉢前部分集合とし、 $T$ を $C$ から $C$への非拡大写像とする。 ここで写像 $T$ が非拡
大 (nonexpansive) であるとはすべての $x,$ $y\in C$ に対して $||Tx-Ty||\leq||x-y||$ がなりたつことをい
う。 もし $T$ の不動点集合 $F(T)=\{x\in C:Tx=x\}$ が空でないなら、すべての $x\in C$ に対して、 その
Ces\‘a $\mathrm{r}\mathrm{o}$ 平均列

$S_{n}(x)= \frac{1}{n}\sum_{k^{\wedge}=0}^{n-1}T^{k}x$

がある $y\in F(T)$ に弱収束する。 このとき、 $y=Px$ で表すとすると、 $P$ は $C$ から $F(T)$ の上への
nOlleXl)allSive retraction で、 $PT=TP=P$ および $Px\in\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}\{T^{n}x:n=1,2, \ldots\}$ をみたす $\circ$

ここで
$\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}A$ {?}f\not\cong 合 $A$ の $\mathrm{g}\mathrm{g}$の 7{?}.@である。 Day[6] による半 a\S の平均の $\text{理^{}\Rightarrow}\ovalbox{\tt\small REJECT}$を用いることにより、高澗 26, $27\mathrm{J}$

は非拡大写像の半群に対する ergodic retraction の概念を提唱し、 ヒルベルト空間上で定義された非拡
大写像の alllenable 半群に対する elgodic retraction の存在性を証明した。 この後、 $\mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{u}$ . 塩路・高橋
[13] は、 この結果を一様凸で R\’echet 微分可能なノルムをもつバナッハ空間に対して完全に拡張した。
他方、 清水・高橋 $[19, 20]$ は非拡大写像族の共通不動点を求める最初の逐次近似法を提唱し、 ヒルベ

ルト空間上での有限個の非拡大写像および実数値パラメータをもつ非拡大写像の半群に対する強収束定
理を得た。 この後、多くの数学者が非拡大写像族の共通不動点を求める逐次近似法を研究した。 (参考 :
$\mathrm{f}^{2},21,28])$ たとえば、厚芝・高橋 [1] はバナッハ空間上の可換な 2個の写像 $S,$ $T$ に対する以下で定義
された Manll 型の逐次近似法を研究した :

$x_{0}\in C$,

$x_{n+1}= \frac{\alpha_{n}}{n^{2}},\cdot\sum_{i=0}^{n-1}\sum_{j=0}^{\dagger \mathrm{t}-1}S^{i}T^{j}x_{n}+(1-\alpha_{n})x_{n}$. $(n=1,2, \ldots)$
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ここで $\{\alpha_{n}\}$ は $[0, 1]$ 上で定義された数列である。 (注 :Mann 型逐次法は Krasnoselski-Mann 逐次法
をもとにしているが、写像の平均を用いる点で異なっている。 $\mathrm{I}\{1^{\cdot}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}$ -Mann逐次法 (あるいは単

に Malm 逐次法) に関しては [10, 12, I5, 18] を参照のこと。)

2001 年、鈴木・高橋 [24] はあるバナッハ空間のコンパクトな定義域 $C$ をもつ非拡大写像 $T$ で、

Ces\’a10 平均列

$S_{n}(x)= \frac{1}{n}\sum_{k=0}^{n-1}T^{k}.x$

が収束しないものを構成した。 この反例を動機として、鈴木 [22] は一般的なバナッハ空間上で定義さ

れ、 コンパクトな定義域をもつ可換な 2個の非拡大写像に鮒する Mann型逐次近似列の強収束定理を証

明した。 また、鈴木・高橋 [25] は実数値パラメータをもつ非拡大半群に対して同様の定理を得た。これ

らの結果は高橋・善林 [29] により漸近的非拡大写像族に対して拡張された。 (漸近的非拡大写像につい

ては Goebel-Kirk[8] を見よ。) 最近、三宅・高橋 [16] は一般的なバナッハ空間のコンパクト集合上で定

義された非拡大写像の半群に紺して、 ergodic retraction の理論に基づき、 その共通不動点を求める逐

次法を提唱した。

本論文では、抽象的概念で定義された可換な漸近的非拡大写像族の共通不動点を求める強収束定理を

証明する。

2 準備

本論文を通じて、 $E$ を実バナッハ空間とし、その元 $x\in E$ のノルムを $||x||$ で表す。以後、 こと

わりなくバナッハ空間はすべて実とする。バナッハ空間 $E$ の解析的共役空間を $E^{*}$ で表す。 $S$ を空

でない集合とするとき嫁$\infty(S)$ を $S$ 上で定義された実数値関数の全体で、 $f\in l^{\infty}(S)$ のノルムを

$||f||= \sup_{s\in S}|f(s)|$ で定義したバナッハ空問とする。 $S$ を位相空聞とするとき、 $C(S)$ を $f\in l$“ (S)

の連続関数からなる $l^{\infty}(S)$ の部分空間とする。特に $S$ に離散位相が入る場合は、 $C(S)=l^{\infty}(S)$ とな

る。 $\mu t$ が $C(S)$ 上の mean であるとは、 $\mu\in C(S)^{*}$ でかつ

$s \in S\mathrm{i}_{11}\mathrm{f}f(s)\leq f\langle s)\leq\sup_{s\in S}f(s)$

がすべての $f\in C(S)$ で成り立つことである。詳しくは [28, Theorem 141] を見よ。

$S=(S, +)$ を可換な semitological 半群とする。 すなわち $S$ は Hausdorff空間で、 $(S, +)$ は可換

な半群になり、かつすべての $s\in S$ に対して $S$ から $S$ への写像 $t\mapsto s+t$ が連続になるものである。

$s\in S$ とする。 このとき $f\in C(S)$ に対して、 $l(s)f\in C(S)$ を

$(t(s)f)(t)=f(s+t)$ $(t\in S)$

で定義する。 また、 \mu \in C(S)*lこ対して、 $l(s)^{*}\mu\in C(S)^{*}$ を

$(l(s)^{*}\mu)(f)=\mu(l(s)f)$ $(f\in C(S))$
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で定義する。 $\mu$ が $C(S)$ 上の mean なら, 1 $(s)^{*}\mu$ もまた mean になる。 $C(S)$ 上の mean $\mu$ が不変で

あるとは、 すべての $s\in S$ に対して $l(s)^{*}\mu=\mu$ が成り立つことである。いま半群 $S$ が可換なので、

Markov . 角谷の定理により $C(S)$ 上の不変な lllean が必ず存在する。証明は [28] を見よ。 $\{\mu_{\alpha}\}$ を

$C(S)$ 上の mean のネットとする。 このとき $\{\mu_{\alpha}\}$ が strongly regular であるとは、 すべての $s\in S$

に対して $1\mathrm{i}\ln_{\alpha}||\mu_{\alpha}-l(s)^{*}\mu_{\alpha}||=0$ が成り立つことである。詳しくは [9] を見よ。
$C$ をバナッハ空間 $E$ の弱コンパクト凸部分集合とし、 $S$ を可換な semitopological 半群とし、

$\mathcal{T}=\{T(s) : s\in S\}$ を $C$ から $C$ への写像の族とし、 $\{k(s) : s\in S\}$ を非負な実数の族とする。 このと

き以下をみたすとする :

1. $T(t+s)=T(t)T(s)$

2. すべての $x\in C$ に対して、写像 $T(\cdot)x:Sarrow C$ が連続である。

3. すべての $s\in S$ と $x,$ $y\in C$ に対して、 $||T(s)x-T(s)y||\leq k(s)||x-y||$

$4$ . $S$ から実数への関数 $s\mapsto k(s)$ が有界でかつ連続である。

5. $\lim_{s\in}\sup_{S}k(s)=\inf_{t\in}$ $\sup_{s\in S}k(t+s)\leq 1$

このとき、 $\mathcal{T}=\{T(s) : s\in S\}$ を Lipschitz 定数族 $\{k(s) : s\in S\}$ をもつ $C$ の漸近的非拡大半群とよ
ぶ。 特に、 恒等的に $k(s)=1$ のとき、 $\mathcal{T}$ を単に $C$ の非拡大半群とよぶ。 ここで $\mu$ を $C(S)$ 上の mean
とすると、任意の $x\in C$ に対して、 ただひとつの元 $y\in C$ が存在して、 すべての $x^{*}\in E^{*}$ に対して

($y,$ $x^{*}\rangle=\mu\langle T(\cdot)x, x^{*}\rangle$ が成り立つ。 この $y$ を $T(\mu)x$ で表す。 すなわち $T(\mu)$ は $C$ から $C$ への写像で、
等式

$\langle T(\mu)x, x^{*}\rangle=\mu\langle T(\cdot)x,x^{*}\rangle$

が成り立つ。 さらに、 $T(\mu)x\in\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}\{T(s)x : s\in S\}$ も成り立つ。 この $T(\mu)$ の構成法は [26] でヒル
ベルト空回に対して導入された。バナッハ空間に対しては [9, 11, 17, 28] を見よ。 ところで、関数
$f\in C(S)$ の形が明示的に示されているとき、 $\mu(f)$ の代わりに $\mu_{s}f(s)$ で表すことがある。たとえば、
$f(s)=\langle T(s)x, x^{*}\rangle$ のとき、 $\mu(f)$ の代わりに $\mu_{s}\langle T(s), x^{*}\rangle$ で表すのである。つまり、 変数 $s$ を局所変
数 (外からは見えない変数) として用いてるのである。 この表記法に従えば、

$\langle T(\mu|)x, x^{*}\rangle=\mu_{s}\langle T(s)x, x^{*}\rangle$

である。

以後の計算で役に立つ簡単な補題を示しておこう。

補題 2.1. $\mu$ を $C(S)$ 上の mean とする。 このとき以下の 2不等式

$||x-T(\mu)y||\leq\mu_{s}||x-T(s)y||$

$||T(\mu)x-T(\mu)y||\leq\mu_{s}||T(s)x-T(s)y||$

がすべての $x,$ $y\in C$ に対して成り立つ。



81

証明. $x,$ $y\in C$ とする。 このとき

$\langle x-T(\mu)y,x^{*}\}=\langle x, x^{*}\rangle-\mu_{s}\langle T(s)y,x^{*}\rangle=\mu_{s}(x-T(s)y,x^{*}\rangle\leq\mu_{s}||x-T(s)y||||x^{*}||$

がすべての $x^{*}\in E^{*}$ に対して成り立つので、 $||x-T(\mu)y||\leq\mu_{s}||x-T(s)y||$ となる。 同様にして、

$\langle T(\mu)x-T(\mu)y, x^{*}\rangle=\mu_{\mathit{8}}\langle T(s)x-T(s)y, x^{*}\rangle\leq\mu_{s}||T(s)x-T(s)z||||x^{*}||$

であることから、 $||T(\mu)x-T(\mu)y||\leq\mu_{\mathit{8}}||T(s)x-T(s)y||$ を得る。 口

3 漸近的非拡大半群の共通不動点について

この章を通じて、 $C$ をバナッハ空間 $E$ のコンパクト凸部分集合、 $S$ を可換な semitOl)ological 半

群、 $\mathcal{T}=\{T(s) : s\in S\}$ を Lipschitz 定数族 $\{k(s) ; s\in S\}$ をもつ $C$ 上の漸近的非拡大半群、 $\mu$ を

$C(S)$ 上の不変な $1\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{n}_{\text{、}}z\in F(T(\mu))$ とする。 ただし、 $F(T(\mu))$ は写像 $T(\mu)$ の不動点集合、 すなわ

ち $F(T(\mu))=\{z\in C:T(\mu)z=z\}$ である。 このとき、

$?\cdot=\mu_{s}||T(s)z-z||$ ,
$D(t)=\mathrm{c}1\{T(t+s)z : s\in S\}$ $(t\in S)$

$D=\cap D(t)t\in S$ ’

と定義する。 ただし、 $\mathrm{c}1\{T(t+s)z:s\in S\}$ は集合 $\{T(t+s)z : s\in S\}$ の閉包である。

補題 31. すべての $t\in S$ と $u\in\{z\}\cup D$ に対して $||T(t)z-u||\leq k(t)r$ である。

証明. $t\in S$ とする。 まず $||T(t)z-z||\leq k(t)r$ を示す。 $z$ が $T(\mu)$ の不動点であることに注意して補題

21 を用いると、

$||T(t)z-z||=||T(t)z-T(\mu)z||\leq\mu_{s}||T(t)z-T(s)z||$

$=\mu_{s}||T(t)z-T(t+s)z||=\mu_{s}||T(t)z-T(t)T(s)z||$

$\leq k(t)\mu_{s}||z-T(s)z||=k(t)r$

となる。次に、 $u\in Dt^{\vee}.\cdot$対して $||T(t)z-u||\leq k(t\rangle$ $r$ を示す。 $\epsilon>0$ を任意にとる。 このとき仮定から

ある $p\in S$ が存在して、すべての $s\in S$ に対して $h..(p+s)\leq 1+\epsilon$ となる。 また、 $u\in D(t+p)$ である

ことから、 ある $q\in S$ をとって $||T(t+p+q)z-u||\leq\epsilon$ とできる。 よって、

$||T(t)_{\tilde{z}}-u||\leq||T(t)z-T(t+p+q)z||+||T(t+p+q)z-u||$

$\leq k(t)||z-T(p+q)z||+||T(t+p+q)z-u||$

$\leq k(t)k(p+q)r+\epsilon\leq k(t)(1+\epsilon)r+\in$

となるが、 いま $\epsilon>0$ が任意であったので $||T(t)z-u||\leq k(t)r$ となる。証明終 口
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補題 32. $U$ を集合 $\{z\}\cup D$ の有限部分集合で、すべての $u\in U$ に対して $r\leq\mu_{s}||u-T(s)z||$ をみた

すものとする。 このとき、 ある元 $w\in D$ を、 すべての $u\in U$ に対し $?$
. $\leq||u-w||$ をみたすようにと

れる。

証明. $r=0$ のときは成り立つのはあたりまえなので、 $\uparrow\cdot>0$ としよう。 $n=\# U$ ( $U$ の濃度) としよう。

いま、 $\Xi\in(0, r)$ と $t\in S$ をかってにとる。 $\lim\sup_{s}k(s)\leq 1$ なので、 ある $q\in S$ が存在して

$\mathrm{S}\mathrm{u}_{1^{\mathrm{J}k(q+s)\leq 1+\frac{\epsilon}{nr}}}s$

となる。 このことから

$\mathrm{s}\iota 1s\mathrm{p}k$
( $q$ 十 $t+s$) $\leq 1+\frac{\epsilon}{\uparrow xr}$

もいえる。 ところで、仮定からすべての $u\in U$ に対して $r\leq\mu_{s}||u-T(s)z||$ であるから、 $\mu$ が不変で

あることを用いると、

$l1 \Gamma\leq\sum_{u\in U}\mu_{s}||u-T(s)z||=\sum_{u\in U}\mu_{s}||u-T(q+t+s)z||$

$= \mu_{s}(\sum_{u\in U}||u-T(q+t+s)z||)\leq\sup_{s\in S}(\sum_{u\in U}||u-T(q+t+s)z||)$

となる。 よって、 ある $s_{0}\in S$ をとって

$nr \leq\sum_{u\in U}||u-T(q+t+s_{0})z||+\frac{\epsilon}{ll}$

とできる。 $p=q+s_{0}$ としよう。 このとき、

$k(t+p) \leq 1+\frac{\epsilon}{nr}$

および

$nr \leq\sum_{u\in U}||u-T(t+p)z||+\frac{\epsilon}{?l}$

が成り立つことがわかる。 ところで補題 3.1 より、すべての $u\in U$ に対して $||u-T(t+p)z||\leq k(t+p)r$

である。 いま、 $v\in U$ をひとつ固定すると、

$7l\uparrow$
.

$- \frac{\epsilon}{n}\leq\sum_{l\iota\in U}||u-T(t+p)z||$

$\leq||v-T$ ( $t$ 十 $p$) $z||+(n-1)k(t+p)r$

$\leq||v-T(t+p)z||+(n-1)(1+\frac{\epsilon}{71l’})r$
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となるので、 これを変形して $||v-T$($t$ 十 $p$) $z||\geq r-\epsilon$ を得る。 ここまでの議論をまとめると、 任意の
$t\in s$ と $\epsilon>0$ に対して、 ある $p\in S$ が存在して、 すべての $v\in U$ に対して

$||v-T(t+p)z||\geq \mathit{7}-\epsilon$

が成り立つ。 いま、
$A(\epsilon)=\{x\in C : ||v-x||\geq r-\epsilon, v\in U\}$

とおく。 このとき、 $C$ の閉部分集合の族

$\{D(t) : t\in S\}\cup\{A(\epsilon) : \epsilon>0\}$

は有限交叉性をもつ。実際、 $t_{1},$
$\ldots,$

$t_{m}\in S$ と $\epsilon_{1},$

$\ldots,$
$\epsilon_{l}>0$ をかってにとる。 ここで

$t_{0}=t_{1}+\cdots$ 十 $t_{m}$

$\epsilon_{0}=\min\{\epsilon_{1}, \ldots, \epsilon_{l}\}$

とおくと、 さきの議論から、 ある $p\in S$ が存在してすべての $v\in U$ に対して $T(t_{0}+p)z\in A(\epsilon_{0})$ とで

きる。 よって、 $T(t_{0}+p) \in D(t_{0})\cap A(\epsilon_{0})\subset\bigcap_{i=1}^{m}D(t_{i})\cap\bigcap_{j=1}^{l}A(\epsilon_{j})\mathrm{B}\grave{\grave{>}}\text{成}$ り立つので、 $Cl\mathrm{f}$ E限交叉

性をもつ。 いま $C$ がコンパクトなので、 $D$ 口口, $>0A(\epsilon)\neq\emptyset$ である。 すなわち、 ある $w\in D$ が存在し

て、 すべての $v\in U$ に対して $||v-w||\geq r$ が成り立つ。証明終 口

バナッハ空問のコンパクト凸集合で定義された漸近的非拡大半群 $\mathcal{T}=\{T(s) : s\in S\}$ の共通不動点

の集合が、 それから生成されるひとつの noexpansive 写像 $T(\mu)$ の不動点の集合であらわすことができ

ることを示したものである。

定理 33. $C$ をバナッハ空間 $E$ のコンパクト凸部分集合とする。 $S$ を可換な semitopological半群とし、
$\mathcal{T}=\{T(s) : s\in S\}$ を $Lipscl\iota itz$定数族 $\{k(s) : s\in S\}$ をもつ $C$ 上の漸近的非拡大半群とする。 $\mu$ を

$C(S)$ 上の不変な mean とする。 このとき $F(T(\mu))=F(\mathcal{T})$ である。 ただし $F(\mathcal{T})$ は $\mathcal{T}$ の共通不動点

の集合、 すなわち $F( \mathcal{T})=\bigcap_{t\in S}F(T(t))$ である。

証明. まず $F(\mathcal{T})\subset F(T(\mu))$ を示す。 $z\in F\langle \mathcal{T}1$, とすると、 すべての $x^{*}\in E^{*}$ に対して等式

$\langle T(\mu)z,x^{*}\rangle=\mu_{t}\langle T(t)z,x^{*}\rangle=\mu_{t}\{z,x^{*}\rangle=\langle z, x^{*}\rangle$

が成り立つので、 $T(\mu)z=z$ すなわち $z\in F(T(\mu))$ となる。 あとはこの逆、 すなわち $z\in F(T(\mu))$ な

らば $\tilde{\mathit{4},}\in F(\mathcal{T})$ となることを示せばよい。 $z\in F(T\langle\mu))$ とする。 このとき $r=\mu_{s}||T(s)\approx-z||=0$ と

なることを示せば十分である。 なぜなら、 もし $r=0$ ならば、補題 31 からすべての $t\in S$ に対して

$||T(t)z$ 一 $z||\leq k(t)r=0$ 力減り立つ、 すなわち $z\in F(T(\mu))$ である。 $r>0$ と仮定して、 以下で $C$ 上

の点列 $\{u_{i}\}_{t^{\iota}=0}^{\infty}$ を構成する : $u_{0}=z$ とする。 いま $r=\mu_{s}||z-T(s)z||=\mu_{s}||u_{0}-T(s)z||$ なので、補
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題 32 により、 ある点 $u_{1}\in D$ が存在して $r\leq||u_{0}-u_{1}||=||z-u_{1}||$ となる。 ここで補題 21 を用い
ると、

$r\leq||u_{1}-z||=||u_{1}-T(\mu)z||\leq\mu_{s}||u_{1}-T(s)z||$

を得る。 いま、 点 $u0,$ $u1,$ $\ldots$ , u。が与えられて

$r\leq\mu_{s}||u_{n}-T(s)z||$ $(\mathrm{i}=0,1, \ldots,n)$

$r\leq||u_{i}-u_{j}||$ $(i,j\in\{0,1, \ldots, n\}, i\neq i)$

であったとする。 このとき補題 32 により、 ある $u_{n+1}\in D$ が存在してすべての $\mathrm{i}=0,1,$
$\ldots,$

$n$ に対し

て $r\leq||u_{i}-u_{n+1}||$ となる。 また、 ここで補題 21 を用いると、

$r.\leq||u_{n+1}-u_{0}||=||u_{n+1}-z||=||u_{n+1}-T(\mu)z||\leq\mu_{s}||u_{n+1}-T(s)z||$

を得る。 よって、 数学的帰納法より $C$ 上の点在 $\{u_{i}\}$ が存在して

$r\leq\mu_{s}||u_{n}-T(s)z||$ $(n=0,1,2, \ldots)$

$r\leq||u_{i}$. $-uj||$ $(\mathrm{i},j\in\{0,1,2, \ldots, \}, \mathrm{i}\neq j)$

となる。 これは $C$ のコンパクト性に反する。 よって $r=0$ である。証明終 口

苗定理から以下の結果がわかる。 これは次章の証明で用いられる。

定理 34. $C$ をバナッハ空間 $E$ のコンパクト凸部分集合とする。 $S$ を可換な semitopological半群とし、
$\mathcal{T}=\{T(s) : s\in S\}$ を Lipschitz定数族 $\{k(s) : s\in S\}$ をもつ $C$ 上の漸近的非拡大半群とする。 $\{\mu_{\alpha}\}$

を strvngly regular な $C\langle S$) 上の mean のネットとする。 もし $z\in C$ でかつ $1i\ln_{\alpha}T(\mu_{\alpha})z=z$ ならば、
$z\in F(\mathcal{T})$ である。

証明. $z\in C$ として $1\mathrm{i}\ln_{\alpha}T(\mu_{\alpha})z=z$ となるものをとる。 Alaoglu の定理から、 $C(S)$ 上の mean の

集合
$M=\{\mu\in C(S)^{*} : \mu(1)=||\mu||=1\}$

は $C(S)^{*}$ の汎弱コンパクト $(\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}^{*}\mathrm{c}\mathrm{o}\iota \mathrm{n}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t})$ 集合である。 よって、 ある暗弱収束する $\{\mu_{\alpha}\}$ の部分
ネット $\{\mu_{\alpha_{\beta}}\}$ が存在する。 その収束先を $\mu$ とすると、簡単な議論から、 $\mu$ は不変な $C(S)$ 上の lnean に

なることがわかる。 いま、 任意の $x^{*}\in E^{*}$ に対し、

$\langle T(\mu)z,x^{*}\rangle=\mu_{s}\langle T(s)z,x^{*}\}=1\mathrm{i}\ln(\mu_{\alpha_{\beta}})_{\mathit{8}}\langle T(s)z,x^{*}\rangle=1\mathrm{i}\ln\beta\beta\langle T(\mu_{\alpha_{\beta}})z, x^{*}\rangle=\langle z,x^{*}\rangle$

となるので、 $T(\mu)z=z$ を得る。定理 33 から、 $z\in F(\mathcal{T})$ である。証明終 口
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4 漸近的非拡大半群に対する逐次近似定理

補題 41. $C$ をバナッハ空間 $E$ のコンパクト凸部分集合とする。 $S$ を可換な semitopological半群とし、
$\mathcal{T}=\{T(s) : s\in S\}$ を Lipschitz定数族 $\{k(s) : s\in S\}$ をもつ $C$ 上の漸近的 noexpansive半群とする。
$\{x_{n}\}_{\mathrm{t}}\{y_{n}\}$ を $C$ 上の点列とする。 $\{\mu_{n}\}$ を $C(S)$ 上の stnngly regular な mean の列とする。 このとき

$1 \mathrm{i}\mathrm{n}1\sup_{narrow\infty}$
( $||T(\mu_{n})x_{n}-T(\mu_{n})y_{n}\downarrow|-$ ||xユー $y_{n}.||$ ) $\leq 0$

となる。

証明. $k(s)\geq 1(t\in S)$ を仮定しても一般性を失わない。 $t\in S$ とする。 このとき、補噛 21 により、 す
べての $n$ に対して

$||T(\mu_{n})x_{n}-T(\mu_{n})y_{n}||$

$\leq(\mu_{n})_{s}||T(s)x_{n}-T(s)y_{n}||$

$=(l(t)^{*}\mu_{n})_{s}||T(s)x_{n}-T(s)y_{n}||+(\mu_{n}-l(t)^{*}\mu_{n})_{s}||T(s)x_{n}-T(s)y_{n}||$

$\leq(\mu_{n})_{s}||T(t+s)x_{n}-T(t+s)y_{n}||+||\mu_{n}-l(t)^{*}\mu_{n}||\sup_{s\in S}||T(s)x_{n}-T(s)y_{n}||$

$\leq\sup_{s\in S}||T(t+s)x_{n}-T(t+s)y_{n}||+||\mu_{n}-l(t)^{*}\mu_{n}||d(C)$

$\leq\sup_{s\in S}k(t+s)||x_{n}-y_{n}||+||\mu_{n}-l(t)^{*}\mu_{n}||d(C)$

となる。 ただし $d(C)= \sup\{||x-y|| : x, y\in C\}$ である。 よって、

$||T(\mu\sim x_{n}-T(\mu_{n})y_{n}||-$ $| \models_{n}-y_{n}||\leq(\sup_{s\in S}k(t+s)-1)||x_{n}-y_{n}||+||\mu_{n}-l(t)^{*}\mu_{n}||d(C)$

である。 ここで両辺 lim supユー。をとると

$1i_{\mathrm{l}} \mathrm{n}\sup_{arrow n\infty}(||T(\mu\sim x_{n}-T(\mu_{n})y_{n}||-||x_{n}-y_{n}||)\leq(\sup_{s\in S}k(t+s)-1)\lim_{narrow}\sup_{\infty}||x_{r\iota}-y_{n}||$

となる。 いま $t\in S$ は任意であったので、

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}(||T(\mu_{n})x_{n}-T(\mu_{n})y_{n}||-||x_{n}-y_{n}||)\leq 0$

となる。証明終 口

次の補題は鈴木 [23] によって証明されたものであり、このあとの定理 43 を証明するのに必要である。

補題 42(鈴木). $\{x_{n}\},$ $\{y_{n}\}$ をバナッ $J\backslash$漕閲 $E$ 上の点列とし、 $\{\alpha_{n}\}$ を $[0, 1]$ 上の数列で

$0<1i_{\mathrm{l}} \mathrm{n}\inf_{narrow\infty}\alpha_{n}\leq 1\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}\sup_{arrow n\infty}\alpha_{n}^{i}<1$
.
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をみたすものとする。 また、 $x_{n+1}=(1-\alpha_{n})x_{n}+\alpha_{n}.y_{n}$ および

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}(||y_{n+1}-y_{n}||-||x_{n+1}-x_{n}||)\leq 0$

を仮定する。 このとき、 $\lim\inf_{narrow\infty}||y_{n}-x_{n}||=0$ となる。

定理 43. $C$ をバナッハ空間 $E$ のコンパクト凸部分集合とする。 $S$ を可換な semitopological半群とし、
$\mathcal{T}=\{T(t) ; t\in S\}$ を Lipschitz定数族 $\{k(s) : s\in S\}$ をもつ $C$上の漸近的非拡大半群とする。 $\{\mu_{n}\}$ を

strongly regular な $C(S)$ 上の mean の列で $||\mu_{n+1}-\mu_{n}||arrow 0$ および $\sum_{n=0}^{\infty}(\mu_{n})_{s}$(lnax{k(s)-l, $0\}$ ) $<$

$\infty$ をみたすものとする。 $\{\alpha_{n}\}$ を $[0, 1]$ 上の数列で

$0< \lim_{narrow}\inf_{\infty}\alpha_{n}\leq 1\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{u}\sup_{narrow\infty}a_{n}^{i}<1$

をみたすものとする。 $C$ 上の点列 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{0}=u\in C$,
$x_{n+1}=(1-\alpha_{n})x_{n}+\alpha_{n}T(\mu_{n})x_{n}$ $(n=0,1_{2}2, \ldots.)$

で構成する。 このとき $\{x_{n}\}$ はある $z\in F(\mathcal{T})$ に強収束する。

証明. $k(s)\geq 1(s\in S)$ としても一般性を失わない。 $n\geq 0$ と $t\in S$ をかってにとる。いま、任意の
$x^{*}\in E^{*}$ に対 $\llcorner$ て

$\langle T(\mu_{n+1})x_{n+1}-T(\mu_{n})x_{n+1}, x^{*}\rangle=(\mu_{n+1}-\mu_{n})_{s}\{T(s)x_{n+1},$ $x^{*}\rangle$

$\leq||\mu_{n+1}-\mu_{n}||\sup_{s\in S}\langle T(s)x_{n+1},x^{*}\rangle$

$\leq||\mu_{n+1}-\mu_{n}||d(C_{\grave{J}}||x^{*}||$

なので、
$||T(\mu_{n+1})x_{n+1}-T(\mu_{n})x_{n+1}||\leq||\mu_{n+1}-\mu_{n}||d(C)$ $(*1)$

を得る。 $y_{n}=T(\mu_{n})x_{n}$ とおく。 $(*1)$ より、

llyn十 l-ynll–llxn+l-xnll
$=||T(\mu_{n+1})x_{n+1}-T(\mu_{n})x_{n}||-||x_{n+1}-x_{n}||$

$\leq||T(\mu_{n+1})x_{n+1}-T(\mu_{n})x_{n\dagger 1}||+||T(\mu_{n})x_{n+1}-T(\mu_{n})x_{n}||-||x_{n+1}-x_{n}.||$

$\leq||\mu,\iota+1-\mu_{t\mathrm{t}}||d(C)+||T(\mu_{n})x_{n+1}-T(\mu_{n})x_{n}||-||x_{n+1}‘-x_{n}||$

となるが、 補題 4.1 より、

$1i \mathrm{n}1\sup_{narrow\infty}(||y_{n+1}-y_{n}||-||x_{n+1}-x_{n}||)\leq 0$

となる。 ここで補題 42 より
$\mathrm{J}i\mathrm{m}\inf_{narrow\infty}||y_{n}-x_{n}||=0$
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となる。 いま、 $C$ がコンパクトなので、ある $\{x_{n}\}$ の部分点列 $\{x_{n_{\dot{7}}}\}$ とある点 $z\in C$ が存在して

$||y_{n_{\dot{\mathrm{B}}}}-x_{n:}||arrow 0$ および $x_{n}$ . $arrow z$ とできる。 これより

$||T(\mu_{n_{\dot{\mathrm{t}}}})z-z||\leq||T(\mu_{n:})z-T(\mu_{n:})x_{n_{i}}..||+||T(\mu_{n_{i}})x_{n_{\mathrm{i}}}-x_{n_{\mathrm{i}}}||+$ llxnぜ一 $z||$

$=||T(\mu_{n_{\dot{\mathrm{z}}}})z-T(\mu_{n_{i}})x_{n\mathrm{i}}||-||z-x_{n},$ $||+||y_{n_{i}}-x_{n;}||+2||x_{n:}-z||$

となる。補題 41 より、
$\lim_{iarrow}\sup_{\infty}||T(\mu_{n_{i}})z-z||\leq 0$

を得る。 ここで定理 34 を用いて、 $z\in F(\mathcal{T})$ となる。 そこで、補題 2.1 から、 不等式

$||x_{n+1}-z||=$ ll(l-\mbox{\boldmath $\alpha$}\tilde xn+\mbox{\boldmath $\alpha$}nT(\mu l)xユー $z||$

$\leq(1-\alpha_{n})||x_{n}-z||+\alpha_{n}||T(\mu_{n})x_{n}-z||$

$\leq(1-\alpha_{n})$ ||x箆一 $z||+\alpha_{n}(\mu_{n})_{s}||T(s)x_{n}-z||$

$\leq(1-\alpha_{n})||x_{n}-z||+\alpha_{n}(\mu_{n})_{s}k(s)||x_{n}-z||$

$=(1+\alpha_{n}(\mu_{n}(k)-1))||x_{n}-z||$

$\leq(1+(\mu_{n}(k)-1))||x_{n}-z||$

を得る。 このことから、任意の $m\geq 1$ に対して、

$||x_{n+m}-z|| \leq\prod_{i=n}^{n+m-1}(1+(\mu_{i}(k)-1))||x_{n}$. $-z||$

$\leq\exp(\sum_{i=n}^{n+m-1}(\mu_{i}(k)-1))||x_{n}-z||$

となる。 ここで $\tau narrow\infty$ とすると、

$\lim_{marrow}\sup_{\infty}||x_{m}-z||\leq\exp(\sum_{i=n}^{\infty}(\mu_{i}(k)-1))||x_{n}-z||$ .

となる。次に $narrow\infty$ とすると、

$\lim_{marrow\infty}\mathrm{s}\iota 1\mathrm{p}||x_{m}-z||\leq 1\mathrm{i}\mathrm{n}1\inf_{narrow\infty}||x_{n}.-z||$
.

を得る。 すなわち、数列 $\{||x_{n}-z||\}$ は収束する。 いま $x_{n_{i}}arrow z$ であったので、

$\lim_{narrow\infty}||x_{n}-z||=1\mathrm{i}\mathrm{n}1iarrow\varpi||x_{n}\dot{.}-z||=0$

すなわち $\{x_{n}\}$ は $z$ に強収束する。証明終 口

前定理の直接的な結果として、以下を得る。
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定理 44([16]). $C$ をバナッハ空間 $E$ のコンパクト凸部分集合とする。 $S$ を可換な $sen\iota itopolog\mathrm{i}cal$半

群とし、 $\mathcal{T}=\{T(t) ; t\in S\}$ を $C$ 上の非拡大半群とする。 $\{\mu_{n}\}$ を strongly regukr な $C(S)$ 上の mean
の列で $||\mu_{n+1}-\mu_{n}||arrow 0$ をみたすものとする。 $\{a_{n}\}$ を $[0_{\backslash }1]$ 上の数列で

$0< \lim_{narrow}\inf_{w}\alpha_{n}\leq 1\mathrm{i}\ln\sup_{narrow\infty}\alpha_{n}<1$

をみたすものとする。 $C$ 上の点列 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{0}=u\in C$,
$x_{n+1}=(1-\alpha_{n})x_{n}+\alpha_{n}T(\mu_{n})x_{n}$ $(n=0,1,2_{7}\ldots.)$

で構成する。 このとき $\{x_{n}\}$ はある $z\in F(\mathcal{T})$ に強収束する。

5 近似定理の例

可換な semitopological 半群 $S_{\text{、}}$ 漸近的非拡大半群 $\mathcal{T}=\{T(s) : s\in S\}$ および $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{y}$ regular な
$C(S\rangle$ 上の mean の列 $\{\mu_{n}\}$ によって、前章の定理を変形することができる。

{q(n\sim )}n\infty ,握。を実数からなる 2重数列とする。 $\{q(n,j)\}$ が以下の $(\mathrm{S}1)-(\mathrm{S}4)$ をみたすとき、 これを

strongly regular summation method$[4, 5]$ であるという。

(S1) $q(n,j)\geq 0$

(S2) $\sum_{j=0}^{\infty}q(n,j)=1$ $(n=0,1,2, \ldots)$

(S3) $\mathfrak{l}i_{111_{narrow\infty}}q(n,j)=0$ $(j=0,1,2, \ldots)$

(84) $1 \mathrm{i}\ln_{narrow\infty}\sum_{j=0}^{\infty}|q(n,j+1)-q(n,j)|=0$

$C$ をバナッハ空間 $E$ の部分集合とする。 $T$ を $C$ から $C$ への写像とし、 $\{k(j)\}$ を $k(\text{力}\geq 1$ となる数列

とする。 いま、
$||T^{j}x-T^{j}y||\leq k(j)||x-y||$ $(x, y\in C, j\geq 0)$

でかつ $\lim_{jarrow\infty}$ $k(\text{の}=1$ となるとき、 $T$ を Lipschitz 定数列 $\{k(j)\}$ をもつ漸近的非拡大写像という
$[8]_{0}$

定理 5.1. $c$ をバナッハ空間 $E$ のコンパクト凸部分集合とする。 $T$ を $Lipscl_{l}\mathrm{i}tz$定数列 $\{k(j)\}$ をもつ

漸近的弓拡大写像とする
$0$ $\{q(\uparrow\tau,j)\}_{n,j=0}^{\infty}$ が strongly $r$否 ular summation method でかっ

$\lim_{narrow\infty}\sum_{j=0}^{\infty}|q(n+1,j)-q(\prime n,j)|=0$

および

$\sum_{n=0}^{\infty}\sum_{j=0}^{\infty}q(n, j)(k(j)-1)<\infty$
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をみたすものとする。 $C$ 上の点列 $\{x_{n}\}$ を以下で構成する :

$x_{0}\in C$

$x_{n+1}=(1- \alpha_{n})x_{n}+\alpha_{n}\sum_{j=0}^{\infty}q(n,j)T^{j}x_{n}$ $(n=0,1,2, \ldots)$

ただし $\{\alpha_{n}\}$ は $[0, 1]$ 上の数列で

$0< \lim_{narrow}\inf_{\infty}\alpha_{n}\leq\lim_{narrow}\sup_{\infty}\alpha_{n}<1$

をみたすものである。 このとき数列 $\{x_{n}\}$ はある $T$ の不動点 $p$ に強収束する。

証明. $\mathbb{Z}_{+}=(\mathbb{Z}_{+}, +)$ を非負な整数からなる半群とする。離散位相をいれることにより $\mathbb{Z}_{+}$ は可換な

selnitopological 半群となる。 $\mathcal{T}=\{T^{j} : j\in \mathbb{Z}_{+}\}$ が漸近的非拡大半群となることは明らかである。い

ま、 $n\geq 0$ と $f\in l$
“

$(\mathbb{Z}_{+})$ に対して, $\mu_{n}(f)=\sum_{j=0}^{\infty}q(n,j)f(j)$ と定義する。 $f\in l^{\infty}(\mathbb{Z}_{+})$ に対して、

$|(\mu_{n}-l(1)^{*}\mu_{n})(f)|\leq|\mu_{n}(f)-\mu_{n}(l(1)f)|$

$=| \sum_{j=0}^{\infty}q(n,j\rangle f(j)-\sum_{j=0}^{\infty}q(n,j)f(j+1)|$

$=|q(n,0)f(0)+ \sum_{j=0}^{\infty}q(n,j+1)f(j+1)-\sum_{j=0}^{\infty}q(n,j)f(j+1)|$

$\leq|q(n, 0)f(0)|+\sum_{j=0}^{\infty}|q(n,j+1)-q(n,j)||f\langle j+1)|$

$\leq|q(n, 0)|||f||+\sum_{j=0}^{\infty}|q(n,j+1)-q(n,j)|||f||$

となる。 よって、 (S3) および (S4) から

$|| \mu_{n}-l(1)^{*}\mu_{n}||\leq|q(n0)\}|+\sum_{j=0}^{\infty}|q(n,j+1)-q(n,j)|arrow 0$ $\langle narrow\infty)$
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を得る。 $k\geq 1$ とする。 このときすべての $f\in l^{\infty}(\mathbb{Z}_{+})$ に対して

$|(\mu_{n}-l(k)^{*}\mu_{n})(f)|=|\mu_{n}(f)-\mu_{n}(l(k)f)|$

$\leq\sum_{j=0}^{\neg}\}\mu_{n}(l(j)f)-\mu_{n}(l(j+1)f)|k-1$

$= \sum_{j=0}^{k-1}|\mu_{n}(l(j)f)-\mu_{n}(l(1)(l(j)f))|$

$= \sum_{j=0}^{k-1}|(\mu_{n}-l(1)^{*})l(j)f|$

$\leq\sum_{j=0}^{k-1}||\mu_{n}-l(1)^{*}\mu_{n}||||f||$

となるので、

$|| \mu_{n}-l(k)^{*}\mu_{n}||\leq\sum_{j=0}^{k-1}||\mu_{n}-l(1)^{*}\mu_{n}||arrow 0$ $(narrow\infty)$

を得る。 よって $\{\mu_{n}\}$ は strongly regular な $l$“ $(\mathbb{Z}_{+})$ の mean の列となる。 さら $\iota_{\llcorner_{\text{、}}^{}\vee}$

$|( \mu_{n+1}-\mu_{n})(f)|=|\sum_{\mathrm{j}=0}^{\infty}(q\langle n+1,j)-q(n,j))f(j)|$

$\leq\sum_{j=0}^{\infty}|q(n+1,j)-q(n,j)|||f||$

であることから

$|| \mu_{n+1}-\mu_{n}||\leq\sum_{j=0}^{\infty}|q(n+1,j)-q(n,j)|arrow 0$ $(narrow\infty)$

となる。 また、

$\sum_{n=0}^{\infty}(\mu_{n}(k)-1)=\sum_{n=0}^{\infty}(\sum_{j=0}^{\infty}q(n,j)k(j)-1)=\sum_{n.=0}^{\infty}\sum_{j=0}^{\infty}q(?\mathrm{z},j)(k(j)-1)<\infty$

もわかる。他方、 $y\in C$ に対して $T( \mu_{n})y=\sum_{j=0}^{\infty}q(n,j)T^{\mathrm{j}}y$ である。実際、 すべての $x^{*}\in E^{*}$ に対
して

$\langle T(\mu_{n})y,x^{*}\rangle=(\mu_{n})_{j}\langle T(j)y,x^{*}\rangle=\sum_{j=0}^{\infty}q(n,j)(T(j)y,$ $x^{*}. \rangle=\{\sum_{j=0}^{\infty}q(n,j)T(j\rangle y,x^{*}\}$

となるからである。 よって、 定理 43 から $\{x_{n}.\}$ がある $z\in F(\mathcal{T})=F(T)$ に強収束する。証明終 口



81

定理 5.2. $C$ をバナッハ空間 $E$ のコンパクト凸部分集合とする。 $S,$ $T$ を $L\psi sch\mathrm{i}tz$定数列 $\{k(j)\}$ をも

つ $C$ 上の漸近的非拡大写像で $ST=TS$ および \Sigma ;=o(k(i)k(の一 $1$ ) $<\infty$ をみたすものとする。 $C$ 上

の点列 $\{x_{n}\}$ を以下で構成する。

$x_{0}=x\in C$

$x_{n+1}.=(1- \alpha_{n})x_{n}+\alpha_{n}\frac{1}{(?x+1)^{2}}\sum_{i,\mathrm{j}=0}^{n}S^{i}T^{j}x_{n}$ $(n=0,1,2, \ldots)$

ただし $\{a_{n}\}$ は $[0, 1]$ 上の数列で

$0< \lim_{narrow}\inf_{\infty}\mathrm{f}$ $\alpha_{n}\leq\lim_{q\mathit{1}.arrow}\sup_{\infty}\alpha_{n}<1$

をみたすものとする。 このとき $\{x_{n}\}$ はある $z\in F(S)\cap F(T)$ に強収束する。

証明. $n\geq 0$ と $f\in l^{\infty}(\mathbb{Z}_{+}\mathrm{x}\mathbb{Z}_{+})$ に対し、

$\mu_{n}(f)=\frac{1}{(n+1)^{2}}\sum_{i,j=0}^{n}f(\mathrm{i},j)$

と定義する。 このとき、 $\mu_{n}$ は $l^{\infty}(\mathbb{Z}_{+}\mathrm{x}\mathbb{Z}_{+})$上の strongly regular な $l^{\infty}(\mathbb{Z}_{+}\mathrm{x}\mathbb{Z}_{+})$ 上の mean となる。
実際 $f\in l^{\infty}(\mathbb{Z}_{+}\mathrm{x}\mathbb{Z}_{+})$ に対して

$| \mu_{n}(f)-\mu_{n}(l\langle a, b\rangle f)|=\frac{1}{(n+1)^{2}}|\sum_{i,j=0}^{n}f(\mathrm{i},j)-\sum_{i,j=0}^{n}f(a+i_{\mathrm{I}}b+j)|$

$= \frac{2}{(n+1)^{2}}((n+1)(a+b)-ab)||f||$

となる。 また

$| \mu_{n+1}(f)-\mu_{n}(f)|\leq(2\uparrow\tau+3)\cdot\frac{||f||}{(\mathrm{z}1+2)^{2}}+|\sum_{i,j=0}^{n}(\frac{1}{(71+2)^{2}}-\frac{1}{(?l+1)^{2}})f(\mathrm{i},j)|$

$\leq\frac{2(2n+3)}{(n+2)^{2}}||f||$

より

$|| \mu_{n+1}-\mu_{n}||\leq\frac{2(2\uparrow l+3)}{(n+2)^{2}}arrow 0$ $(narrow\infty)$

もいえる。 いま、 $(i,j)\in \mathbb{Z}_{+}\mathrm{x}\mathbb{Z}_{+}$ に対して、 $U(\mathrm{i}, j)=S^{i}T^{j},$ $l(\mathrm{i},j)=k(i)k(j)$ と定義する。 このとき

$\mathcal{T}=\{U(\mathrm{i}, j) : (i, j)\in \mathbb{Z}_{+}\mathrm{x}\mathbb{Z}_{+}\}$ は Lipschitz 定数列 $\{f(i,j)\}$ をもつ漸近的非拡大半群になる。 あとは

定理 5.1 の証明と同様の手法で \Sigma n\infty =0(\mu ,=bの $・1$ ) $<\infty$ と

$U( \mu_{n})y=\frac{1}{(n+1)^{2}}\sum_{\overline{u},j=0}^{n}S^{?}..T^{j}y$
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が示される。 よって、定理 43 から、 $\{x_{n}\}$ がある $z\in F(\mathcal{T})=F(S)\cap F(T)$ に強収束することがわか
$\text{る_{。}}$ $\text{口}$

定理 53(高橋・善林 [29]). $C$ をバナッハ空間 $E$ のコンパクトな凸集合とする。 $k$ を [$0_{1}\infty)$ から

$[0, \infty)$ への有界な連続関数とし、 $\mathcal{T}=\{T(t) : t\geq 0\}$ を $k(s)$ を Lipschitz定数族とする $C$ 上の漸近的

非拡大半群とする。 $\{\lambda_{n}\}\subset(0, \infty)$ を $\lambda_{0}<\lambda_{1}<\lambda_{2}<\cdotsarrow\infty$ および $\lambda_{n}/\lambda_{n+1}arrow 0$ をみたす数列と

する。 また、

$\sum_{n=0}^{\infty}(\frac{1}{\lambda_{n}}\int_{0}^{\lambda_{n}}$ nzax{k(t)--l, $0$ } $dt)<\infty$

を仮定する。 $C$ 上の点列 $\{x_{n}\}$ を以下で定める。

$x_{0}=x\in C$

$x_{n+1}=(1- \alpha_{n})x_{n}+\frac{\alpha_{n}}{\lambda_{n}}\int_{0}^{\lambda_{n}}T(t)xdt$ $(n=0,1,2, \ldots)$

ただし $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ は

$0< \lim_{narrow}\inf_{\infty}a_{n}^{l}\leq\lim_{narrow}\sup_{\infty}\alpha_{n}<1$

をみたす。 このとき $\{x_{n}\}$ はある $z\in F(\mathcal{T})$ に強収束する。

証明. $\mathbb{R}_{+}$ を非負の実数からなる半群とする。 $f\in C(\mathbb{R}_{+})$ に対して、

$\mu_{n}(f)=\frac{1}{\lambda_{n}}l^{\lambda}’\iota f(t)dt$

と定義する。 このとき $\{\mu_{n}\}$ は $C(\mathbb{R}_{+})$ 上の strongly $\iota^{\mathrm{r}}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{u}1\mathrm{a}1^{\cdot}$ な $C(\mathbb{R}_{+})$ 上の mean の列である。実際、
$\mu_{n}$ は $C(\mathbb{R}_{+})$ 上の mean であり、 任意の $s\in S$ に対して

$| \mu_{n}(f)-\mu_{n}(l(s)f)|=\frac{1}{\lambda_{n}}|f_{0}^{\lambda}.\prime f(t)dt-\int_{s}^{s+\lambda_{\tau\iota}}f(t)dt|$

$= \frac{1}{\lambda_{n}}|\int_{0}^{s}f(t)dt-\int_{\lambda_{n}}^{s+\lambda}’\iota f(t)dt|$

$= \frac{2s}{\lambda_{n}}||f||$

となるのでよい。 また、

$|\mu_{n+1}$ $\langle f)-\mu_{n}(f)|=|\frac{1}{\lambda_{n+1}}\int_{0}^{\lambda_{1+1}}’ f(t)dt-\frac{1}{\lambda_{n}}\int_{0}^{\lambda_{\iota}}’ f(t)dt|$

$\leq|\frac{1}{\lambda_{n+1}}-\frac{1}{\lambda_{n}}|\int_{0}^{\lambda}’\iota|f(t)|dt+\frac{1}{\lambda_{n+1}}\oint_{\lambda_{n}’}^{\lambda_{\iota+1}}|f(t)|dt$

$=2(1- \frac{\lambda_{n}}{\lambda_{n+1}})||f||$
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となるので $||\mu_{n+1}-\mu_{n}||arrow 0$ もいえる。

$\sum_{n=0}^{\infty}\langle\mu_{n})_{s}(\max\{k(s)-1,0\})=\sum_{n=0}^{\infty}(\frac{1}{\lambda_{n}}\int_{0}^{\lambda_{n}}$ llzax{k(t)--l, $0$}$dt)<\infty$

および

$T( \mu_{n})y=\frac{1}{\lambda_{n}}\int_{0}^{\lambda_{1}}’ T(t)yd\mathrm{f}$ $(y\in C)$

は簡単にわかる。定理 43 より $\{x_{n}\}$ はある $z\in F(\mathcal{T})$ に強収束する。 口
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