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半群と $L^{\infty}(G)$ の部分環の対応とその応用
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1 序

可換なコンパクト群 $G$ 上の Lebesgue 空間 $L^{\infty}(G)$ はヒルベルト空間 $L^{2}(G)$ 上の可換な

von Neumann 環として良く知られていて, その非可換な拡張として接合積がある. 実際

に接合積は von Neumann環 $N$ とその自己同型群 $\alpha=$ {\mbox{\boldmath $\alpha$}9}9\in 。によって与えられるが{?} 特

に任意の $g\in G$ に対して $\alpha_{g}$ が $N$ のユニタリ作用素 $u_{g}$ によって $\alpha_{\mathit{9}}(x)=u_{g}xu_{g}^{*}(\forall x\in N)$

と与えられるとき $\alpha$ は内部的であるといい, このとき接合積は $N$ と $L^{\infty}(G)$ のテンソル積

$N\otimes L^{\infty}(G)$ と同型である.

近年, 我々は接合積の部分環のなかでも特に $\nearrow\backslash$–ディ環 $H^{\infty}(G)$ の非可換な拡張である解

析的接合積と呼ばれる部分環に関連した構造解析を精力的に行ってきた. (cf. [5-7]) 解析的

接合積は, 接合積と同様にそれを与える自己同型群 $\alpha$ が内部的である場合, von Neumann

環 $N$ と $H^{\infty}(G)$ のテンソル積 $N\otimes H^{\infty}(G)$ と同型であることに注意しておく, その一連の

研究を通じて, 接合積の部分環と $G$ の双対群 $G^{\mathrm{A}}$ の半群との間になんらかの対応が存在す
るのではないかといった疑問が生じ, 半群の性質を利用した接合積の部分環の極大性の研
究へとつながつた. ここではその結果を関数環の設定で説明することを目的とする. 先ず
はこの研究の動機付けとなった幾つかの事実を上げる. つぎに半群から定義される $L^{\infty}(G)$

のスペクトル部分環を定義してスペクトル部分環と半群との間の一対一対応を確立する
とともに, その応用として $L^{\infty}(G)$ の部分環の極大性を論ずる,

2 $\mathrm{H}F\backslash$

$d8\equiv$

簡単のために $G=\mathbb{T}$ として考えると 7
その双対群 $\hat{G}$ は $\mathbb{Z}$ である. 一般に群 $G$ の $[perp]\star \mathrm{p}$\beta 分集

合 $\Gamma$ が条件 $\Gamma+\Gamma\subseteq\Gamma$ をみたすとき, $\Gamma$ は $G$ の半群であると $1_{V}\mathrm{a}$ うが, $\mathbb{Z}_{+}=\{0,1,2, \cdots\}$ と

すれば明らかに $\mathbb{Z}_{+}+\mathbb{Z}_{+}\underline{\subseteq}\mathbb{Z}_{+}$ であるので $\mathbb{Z}_{+}$ は $\mathbb{Z}$ の押群である. $L^{\infty}(\mathbb{T})$ の元 $f$ のフーリ

{?}変換を $\hat{f}$ とかき, その台を $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\hat{f}$ とかく. すなわち $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\hat{f}=\{n\in \mathbb{Z} ; \hat{f}(n)\neq 0\}$ である.

このときハーディ環 $H$“ $(\mathbb{T})$ は良く知られているように, フーリエ変換の台が Z\sim こ含ま
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れる $L$“ $(\mathbb{T})$ の元全体である. すなわち

$H^{\infty}(\mathbb{T})=\{f\in L^{\infty}(\mathbb{T})|\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\hat{f.}\subseteq \mathbb{Z}_{+}\}$

同様に $L$“ $(\mathbb{T})=\{f\in L^{\infty}(\mathbb{T})|\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\hat{f}\underline{\subseteq}\mathbb{Z}\}$ かつ $\mathbb{C}=\{f\in L$
“ $(\mathbb{T})|\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\hat{f}\subseteq\{0\}\}$ と表

すことが出来るので以下のような対応を得ることが出来る.

$\mathbb{C}$
$\subseteq$ $H^{\infty}(\mathbb{T})$ $\underline{\subseteq}$ $L^{\infty}(\mathbb{T})$

$\{0\};0$

$\underline{\subseteq}$

$\mathbb{Z}_{+}\subseteq 0\mathrm{i}(\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}1)$

$\mathbb{Z}:\mathrm{Q}$

ここで注目すべき点は上のラインでは $H^{\infty}(\mathbb{T})$ が $\mathbb{C}$ を含む $L$“ (T) の弱- $*$ 閉部分環として

極大であるのに対して, 下のラインでは $\mathbb{Z}_{+}$ が {0} を含む $\mathbb{Z}$ の半群として極大となってい
ることである. また我々は [5] で接合積の \sigma \sigma 町閉部分環の極大性に関して研究を行い, 解

析的接合積が接合積の \sigma \sigma 計閉部分環として極大であるための必要十分条件を, $\hat{G}$ の半群の

性質に結び付けて与えている. これらの事実から一般の設定で, 次の問題を考えた.

問題 2.1 $L$“ $(\mathbb{T})$ の $\mathbb{C}$ を含む弱- $*$ 閉部分環と $\hat{G}$ の $\{\hat{0}\}$ を含む半群と 0)間になんらかの対

応は存在するのか ? もしその対応が存在する場合, その対応を利用した極大性の議論は可
能か ?

勿論, これまでに多くの解析的接合積の極大性に関する研究がなされてきたが, そのア

イデアは全て (次章で定義する) アルキメデス的順序を引き起こす半群を固定したうえで,
不変部分空間の理論を用いて展開されている, (cf. [3, 4, 8-10]) ここでは半群の性質に着
目するといった全く異なるアプローチにより部分環 \sigma )構造解析および極大性を考察する.

3 半群とスペクトル部分環

この章では, 以後の議論に必要な幾つかの定義と準備を行う. ここでは常に $G$ を可換な

コンパクト群としその双対群を $\hat{G}$ で表すことにする.

定義 3.1 $\hat{G}$ の部分集合 $\Gamma$ が条件 $\mathrm{F}+\Gamma\subseteq\Gamma$ を満たすとき, $\Gamma$ を $\hat{G}$ の半群という

2 章でも述べたとおり $\mathbb{Z}$ の半群として $\mathbb{Z}_{+}=\{0,1,2, \cdots\}$ は最も基本的な例を与えるが,
実際には $\mathbb{Z}$ の半群に関して次の結果が知られている.

定理 32(cf. [14, 定理 345]) $\mathbb{Z}$ の自明でない半群は次のいずれか一つに同型である.

(i) 正の整数全体からなる半群 $\mathrm{N}=\{1,2,3, \cdots\}$
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(ii) 正の整数全体に 0 を付け加えた半群 $\mathbb{Z}_{+}=\{0,1,2,3, \cdots\}$

(iii) 整数全体からなる半群 $\mathbb{Z}$

このことより直ちに $\mathbb{Z}+$ は $\{\mathrm{O}\}$ を含む $\mathbb{Z}$ の極大な半群であることがわかる.
次にスペクトル部分環を定義する. von Neumann 環 $L^{\infty}(\mathbb{T})$ を $M$ とかき $M$ の元 $f$ の

フーリエ変換を $\hat{f}$ で表わすとき $\hat{f}$ の台 $\{\hat{h}\in\hat{G} : \hat{f}(\hat{h})\neq 0\}$ を $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\hat{f}$ とかく. このとき

定義 3.3 $M$ の任意の元 $f$ に対して $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\hat{f}$ を $f$ のスペクトルとよび, $\hat{G}$ の任意の部分空間

$E$ に対して $M$ の $E$ に関するスペクトル部分空間 $M(E)$ を

$M(E)=\{f\in M|\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\hat{f.}\subseteq E\}$

により定義する. 特に $E$ が $\hat{G}$ の半群であるとき $M(E^{J})$ は $M$ の弱 *E閉部分環であり, それ

を $M$ の半群 $E$ によるスペクトル部分環とよぶ.

補題 34 $\hat{G}$ の半群 $\Gamma,$
$\Sigma$ に関して以下の条件は同値である.

(i) $M(\Gamma)\subseteq M(\Sigma)$

(ii) $\Gamma\subset\Sigma\sim$

してスペクトル部分環 $M(\Gamma)$ が対応しその逆も成立する. そこで $\acute{\mathrm{v}}^{\mathrm{a}}$つ $M$ の弱 $-*$ 閉部分環

がスペクトル部分環として表現できるかは興味深い問題である. $M$ の任意の元 $f$ に関して

$\alpha_{k}(f)(g)=f(g+k.)$ $(\forall g, k\in G)$ (1)

とすれば $\alpha=\{\alpha_{k}\}_{k\text{。}G}$ は $M$ の自己同型群である. このとき, この問題に関して次の定理

を得た.

定理 35 $M=L^{\infty}(G)$ とし $\alpha$ を上で与えた自己同型群とする. このとき $\Lambda I$ の $\mathbb{C}$ を含む

弱 $-*$ 閉部分環 $\mathfrak{U}$ が $\alpha$ に関して不変, すなわち $\alpha_{k}(\mathfrak{U})=\mathfrak{U}(\forall k\in G)$ を満たすなら 7 $\hat{G}$ の $\hat{0}$

を含む半群 $\Gamma$ が存在して $\mathfrak{U}=M(\Gamma)$ となる.

この定理より直ちに $M$ の $\mathbb{C}$ を含む弱 $-*$ 閉部分環と $\hat{G}$ の単位元 6 を含む半群との問に一対
一対応がつくことがわかる.

von Neumann 環の $*$-部分環に対する Galois 対応の研究は今日でも様々な設定のもとで
研究が進んでいるが, 定理 35 の系として同様の Galois 対応を得ることが出来る.

系 36 $M$ の $\mathbb{C}$ を含む弱 $-*$ 閉な $*$ 部分環 $\mathfrak{B}$ が $\alpha$ に関して不変, すなわち $\alpha_{k}(\mathfrak{B})=\mathfrak{B}(\forall k\in$

$G)$ を $\grave{\backslash };\mathfrak{F}_{-}^{arrow}$すなら, $\hat{G}$ の $\hat{0}$ を含む部分群 $\Gamma$ が存在して $\mathfrak{U}=M(\Gamma)$ となる. $\vee\zeta$なわち $M$ の $\mathbb{C}$

を含む弱 $-*$ 閉な $*$ 部分環と $\hat{G}$ の $\hat{0}$ を含む部分群の間には一対一対応が存在する.



148

4 極大性

この章では定理 35 の応用として $L^{\infty}(\mathbb{T})$ の部分環の極大性の問題を考察する. そのため
には幾つかの準備が必要である.

定義 4.1 $\mathfrak{U}$ を von Neumann 環 $M$ の二 $-*$ 閉部分環としたとき, $\mathfrak{U}$ を真に含む $M$ の弱 $-*$ 閉

部分環は $M$ だけであるとき $\mathfrak{U}$ を $M$ の極大な弱 $-*$ 閉部分環という.

極大な部分環の例としては以下のものがよく知られている.

例 42 可換なコンパクト群 $G=\mathbb{T}$ の双対群は $\hat{G}=\mathbb{Z}$ である. このとき半群 $\mathbb{Z}_{+}$ に対する
$M$ のスペクトル部分環 $M(\mathbb{Z}_{+})$ はハーディ環 $H^{\infty}(\mathbb{T})$ と一致する. すなわちスペクトル部
分環 $M(\mathbb{Z}_{+})$ は $M$ の $\mathbb{C}$ を含む弱 $-*$ 閉部分環として極大である.

例 42 における半群 $\mathbb{Z}_{+}$ はある特徴的な半群の性質

$\mathbb{Z}_{+}$ 火 $(-\mathbb{Z}_{+})=\mathbb{Z}$ , $\mathbb{Z}_{+}\cap(-\mathbb{Z}_{+})=\{0\}$

を備えている. それは今後の議論にも重要な役割を果たす興味深いものである.

定義 43 $G$ を可換なコンパクト群とし $\hat{G}$ をその双対群とする. このとき $\hat{G}$ の半群 $\hat{G}_{+}$ が

条件
$\hat{G}_{+}\cup(-\hat{G}_{+})=\hat{G}$ , $\hat{G}_{+}\cap(-\hat{G}_{+})=\{\hat{0}\}$ (2)

をみたすとき $\hat{G}_{+}$ を $\hat{G}$ の正半群とよぶ.

実際にこの条件 (2) を満たすとき任意の $x,$
$y\in\hat{G}$ に対して関係 $x\geq y$ を $x-y\in\hat{G}_{+}$ によ

り定義すれば $\hat{G}_{+}$ は $\hat{G}$ に全順序を引き起こす. 正半群の選び方により様々な種類の順序が
存在する, 重要な順序の例としてアルキメデス的順序がある.

定義 44 $\hat{G}_{[perp]}$

. を
$\hat{G}$ の正半群とする. $\hat{G}_{+}$ の $\hat{0}$ でない任意の元 $x,$ $y$ に対してある正整数 $n$ が

存在して $nx>y$ となるとき $\hat{G}_{+}$ が $\hat{G}$ に引き起こす順序をアルキメデス的順序といい, こ

のとき $\hat{G}_{+}$ は $\hat{G}$ にアルキメデス的順序を引き起こすという.

例 42 において $\mathbb{Z}_{+}$ は明らかに $\mathbb{Z}$ にアルキメデス的順序を引き起こす. また定理 32 より
$\mathbb{Z}$ の正半群は $\mathbb{Z}_{+}$ だけであることも直ぐにわかるので $\mathbb{Z}$ の正半群が引き起こす順序はアル
キメデス的順序だけである. しかし $\mathbb{Z}^{2}$ ではその事情もだいぶ異なるようである. 実際に
アルキメデス的順序ではない順序が $\mathbb{Z}^{2}$ に以下のように導入される.

例 45 $G=\mathbb{T}^{2}$ の双対群 $\hat{G}=\mathbb{Z}^{2}$ に対して, $\hat{G}_{+}$ を

$\hat{G}_{+}=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$ { $(k,$ $l)\in \mathbb{Z}^{2}|k=0$ かつ $l\geq 0$ , または $k>0$ }
と定義すれば $\hat{G}_{+}$ は明らかに

$\hat{G}_{+}\cup(-\hat{G}_{+})=\hat{G}$ , $\hat{G}_{+}\cap(-\hat{G}_{+})=\{(0,0)\}$
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をみたすので正半群である. しかしながら $\hat{G}_{+}$ の元 $(1, 0)$ , $(0, 1)$ をとれば, 任意の正整数 $n$

に対して
$n(0,1)-(1,0)=(-1, n)\not\in\hat{G}_{+}$

である. (図 1 を参照) すなわち $\hat{G}_{+}$ はアルキメデス的でない順序を $\hat{G}$ に引き起こす. この

図 1: アルキメデス的順序でない例

$\hat{G}_{+}$ によって導入される順序は lexicogr.aphic 順序と呼ばれている.

さてここでふたたび極大性の問題に戻ることにする. 定義 43 から任意の正半群 $\hat{G}_{+}$ に

対して, 一般のコンパクト群 $G$ に関する $\nearrow\backslash -$ディ環 $H^{\infty}(G)$ が次の形で定義される.

$H^{\infty}(G)=M(\hat{G}_{\tau^{\mathfrak{l}}})\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}.=\{f\in M|\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\hat{f}\subseteq\hat{G}_{+}\}$

このとき $H^{\infty}(\mathbb{T})$ が $L^{\infty}(\mathbb{T})$ の弱 $-*$ 閉部分環として極大であるように $H^{\infty}(G)$ がいつ $L^{\infty}(G)$

の弱 $\sim*$ 閉部分環として極大であるかは興味深い問題である. 実際に全ての $\nearrow\backslash -$ディ環

$H^{\alpha)}(G)$ が極大であるわけではない.

例 46 例 4.5 のように $G=\mathbb{T}^{2}$ の双対群 $\hat{G}=\mathbb{Z}^{2}$ に対して, $\hat{G}_{+}$ を

$\hat{G}_{+}=$ { $(k,$ $l)\in \mathbb{Z}^{2}|k=0$ かつ $l\geq 0$ , または $k>0$ }

により与えると $\hat{G}_{+}$ は $\hat{G}$ の正半群である. また $\Gamma=\mathbb{Z}\mathrm{x}\mathbb{Z}_{+}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$ とすれば $\Gamma$ は $G^{\mathrm{A}}$ の半群であり,

図 2: 極大でない例
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明らかに $\hat{G}_{+}\subseteq\Gammaarrow$ である. (図 2 参照) このとき補題 34 より $H^{\infty}(G)=M^{\alpha}(\hat{G}_{+})\subset M^{\alpha}(<\Gamma)$

である. すなわちハーディ環 $H^{\infty}(G)$ は極大ではない.

例 46 からハーディ環 $H$“ (G) の極大性は $\hat{G}$ の正半群の性質と密接な関係にあると推測

される. 実際に我々は [5] で次の結果を得た.

定理 47([5, Theorem 37]) $G$ を可換なコンパクト群とし $\hat{G}_{+}$ をその双対群の正半群とす

る. このとき $M^{\alpha}(\hat{G}_{+})$ が弱 $*$ -部部分環として極大であるならぼ, $\hat{G}_{+}$ は $\hat{G}$ にアルキメデス

的順序を引き起こす.

ここでは定理 47 の逆の問題, すなわち正半群 $\hat{G}_{+}$ が $\hat{G}$ にアルキメデス的順序を引き起こ

すなら, ハーディ環 $H^{\infty}(G)=M^{\alpha}(\hat{G}_{+})$ は弱 $*$-閉部分環として極大であるかを考え, 定理

3.5 の応用としてその完全な解答を与える. 定理 35 をつかうためには (1) で定義した自己
同型群 $\alpha$ に関する部分環の不変性が必要である. Solel により次の結果が得られている,

命題 48([9, Proposition 5.1]) $G$ を可換なコンパクト群としその双対群を $\hat{G}$ とする. $\hat{G}_{+}$

を $\hat{G}$ にアルキメデス的順序を引き起こす正半群とすれば, $M^{\alpha}(\hat{G}_{+})$ を含む全ての $M$ の弱 $-*$

閉部分環 $\mathfrak{B}$ は自己同型群 $\alpha$ に関して不変である. すなわち $\alpha_{\mathit{9}}(\mathfrak{B})=\mathfrak{B}(\forall g\in G)$ である.

補題 34, 定理 35 および命題 48 より直ちに定理 47 の逆もいえるので目標であった次
の結果を得ることができる.

定理 49 $G$ を可換なコンパクト群とし $\hat{G}_{+}$ をその双対群の正半群とする. このとき $M^{\alpha}(\hat{G}_{+})$

が弱 *C閉部分環として極大であることと $\hat{G}_{+}$ が $\hat{G}$ にアルキメデス的順序を引き起こすこ
とは同値である.
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