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主係数が特異な場合の多変数多項式の解析的因数分解
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1 はじめに

代数的な諸計算を行う数式処理の基盤技術の一つに, 解析的因数分解, すなわち, 形式的べき級数環で
の因数分解がある. 例えば, 2 変数多項式 $x^{2}-u^{2}-u^{3}$ は多項式環では既約だが, 形式的べき級数環では,
原点で $(x+u+ \frac{1}{2}u^{2}-\frac{1}{8}u^{3}+\cdots)(x-u-\frac{1}{2}u^{2}+\frac{1}{\mathrm{s}}u^{3}-\cdots)$ と因数分解できる. これは幾何的な諸性質と
も関係するもので, 図 1. のように, 代数曲線 $F_{1}=0$ が原点で解析的に可約, $F_{2}=0$ が原点で解析的に既

約であることは, それぞれ原点での曲線の接線と関連づけて解釈できる. 3 変数以上では局面の既約成分へ
の分解と解釈できる. Weierstrass の予備定理により, 1 つの変数に関しては多項式としてよいので, これ

を主変数 $x$ とする. したがって, 実際には, $\overline{K}\{u\}[x]$ での因数分解としてよい, 以下, 記号とその意味は

図 2. を参照されたい.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $=$ $x^{2}-u^{2}-?4^{3}$
$F_{2}=x^{2}-u^{\mathrm{S}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{r}_{\backslash }\backslash$
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既約
$x$ 主変数

$u$ 従変数 $u_{1},$ $\cdots,$ $u_{\ell}$ の略記

$s$ 展開点 $s_{1},$ $\cdots,$ $s\ell$ の略記.
$||$

(一般性を失うことなく 0 としてよい)
$K$ 標数 0 の数体

$\overline{K}$ $K$ の代数的閉体
$u$

$K[x, u]$ $K$ 上の変数 $x,$ $u$ の多項式環
$\overline{K}\{u\}$ $\overline{K}$ 上の変数 $u$ の形式的べき級数環

$\overline{K}(\theta_{1}, \cdots, \theta_{\tilde{d}})$ 代数関数 $\theta_{1},$ $\cdots$
} \mbox{\boldmath $\theta$}d- を添加した体

$\overline{K}\{\{u)\}$ $\overline{K}$ 上の $u$ の非負位数有理式の級数環

$x$

$u$
$\not\in’\backslash \acute{7}_{\grave{\mathrm{A}}}^{\ulcorner}.\Re$

$u_{1\prime}\cdots$ , $u_{\ell}$

$a\rangle\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathfrak{p}}^{-}\equiv \mathrm{E}$

$s$
$\mathrm{E}\mathrm{F}\pi 5^{f5}l\cdot\cdot\backslash$

$s_{1},$ $\cdots$ , $\mathrm{S}\ell$

$\emptyset\Phi ffi\overline{\overline{-}}$ .
$||$

$\mathrm{t}-\Re J\mathrm{I}4\mathrm{E}:\mathrm{a}_{\mathrm{i}\grave{7}-[succeq] t_{d}}arrow$: $\langle$ 0 $k$ $\llcorner T$ $\rfloor$; $\mathrm{b}^{1}$ )
$K$ $\mathrm{k}_{\backslash }^{\underline{\varpi}}\ovalbox{\tt\small REJECT}*0$ $\theta)_{\neq}^{*}\ \emptyset \mathrm{i}$

$\overline{K}$ $K$ $\emptyset l\mathrm{t}$..ffi$ffi\ovalbox{\tt\small REJECT}ffi$

$K[x, u]$ $K_{-}\llcorner\emptyset_{\acute{\grave{\mathrm{a}}}}^{7^{\ulcorner*\ovalbox{\tt\small REJECT}}}$

$x$ , $u$ $a)_{\acute{P}}^{p}\mathrm{E}\mathscr{L}$

$\overline{K}\{u\}$ $\overline{K}$ $\mathrm{A}\sigma>\mathscr{L}\mathrm{g}$ $u$
$\emptyset\dagger \mathrm{F}’/,\mathrm{f}\mathfrak{X}\wedge^{\backslash ^{\backslash }}\yen$ $\phi^{\star}\Re ffi$

$\overline{K}(\theta_{1,}\ldots \theta_{\tilde{d}})$ lt..ffi $\mathrm{F}\mathscr{L}\mathfrak{H}$ $\theta_{1,\}}\ldots$ $\theta_{\overline{d}}\not\in:\grave{\dot{(}}|\mathfrak{F}\backslash \backslash X\mathrm{D}$
$\mathrm{L}r\approx ff$

$\overline{K}\{\{u)\}$ $\overline{K}_{-}\mathrm{b}\Phi$
$u$

$\emptyset\ni \mathrm{F}\mathrm{g}l^{\mathrm{r}}[perp]\{\mathscr{L}\mathrm{E}\mathrm{R}^{\cdot}$ $\emptyset^{t}ffl \mathscr{L}$

図 1. 2 変数解析的因数分解の例 図 2. 記号とその意味

計算機代数でよく知られているように, Hensel の補題を利用した一般 Hensel 構成を用いて, $\overline{K}\{u\}[x]$

での分解を行うことができる. 分解した結果, 一般 Hensel構成ではそれ以上分解できない要素 $F(x, u)=$

$f_{D}(u)x^{D}+\cdots+f_{0}(u)$ ただし $F(x, 0)=x^{D}(D=\mathrm{d}\mathrm{e}_{\epsilon’ x}\sigma(F)\geq 2)$ または $f_{D}(0)=0$ (主係数特異) に帰着す
る. この, 一般 Hensel構成が破綻するときの分解には, 拡張 Hensel 構成 $[8, 9]$ を用いる. 拡張 Hensel構

成とは, $u_{i}arrow t^{\omega_{i}}u_{i}(i=1,$ $\cdots$ ,のとして従変数に関する重み付き全次数変数 $t$ を導入し, 横軸に $x$ のべき,

縦軸に $t$ のべきをとった 2 次元 (ex\sim ’)fi平面上に $F$ ($x$ , tu) の各項に対応する点をプロットし, それらの点
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の凸包の 1 つの下辺である Newton 線 $\mathcal{L}_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}$ 上の点に対応する項を全て足し合わせた Newton 多項式 $F_{\mathrm{N}\text{。}\mathrm{w}}$

を, 互いに素な因子の積に分解し, これらを初期因子として Hensel lifting することで $F$ の因子を構成する

方法である. 本稿では, $\omega_{i}=1(\mathrm{i}=1, \cdots, \ell)$ とし, $F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}$ の $\overline{K}[x, u]$ での既約因子を初期因子として拡張

Hensel 構成で lifting する.

この場合, $F=(x^{2}-u^{3})^{2}-u^{7}$ のように, Newton 多項式が $\overline{K}^{r}\lfloor x,$ $u$ ] で $F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=(x^{2}-u^{3})^{2}$ と重複して

いて互いに素な因子の積に分解できないような $F$ の $\overline{K}\{u\}[x]$ での既約性の判定法, および可約な場合の分

解法が問題となる. この例では, $F=(x^{2}-u^{3})^{2}-u^{7}=$ ($x^{2}-u^{31} \urcorner^{-}xu^{2}+\frac{1}{2}u^{4}+\frac{1}{8}xu^{3}$ 十 $\frac{1}{8}u^{5}+\cdots$ ) $(x^{2}-$

$u^{3}-xu^{2}+ \frac{1}{2}u^{4}-\frac{1}{8}xu^{3}+\frac{1}{8}u^{5}-\cdots)$ と分解できる.

Newton多項式が重複因子を持つ場合, その因子の既約性判定法および分解法として, 2 変数の場合, 展

開基底法と拡張 Hensel構成を用いた方法が知られているが, 多変数 (本稿では 3 変数以上のこと) の場合は

方法がなかったため, 新しいアルゴリズムを開発した.
多変数の拡張 Hensel構成で得られる因子は, $x$ と全次数変数 $t$ に関しては多項式だが, 従変数部分は有

理式となることも, もう一つの問題である. これらの因子は $\overline{K}\{u\}[x]$ を部分集合として含むある環に属し

ており, その環を $\overline{K}\{(u)\}[x]$ で表す :

$\overline{K}\{(u)\}=\{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\sum_{k=0}^{\infty}[\frac{N_{k}(u)}{D_{k}(u)}]|N_{k}(u)\text{と}D_{k}.(u)f\mathrm{h}\mathrm{t}\deg(N_{k})-\mathrm{t}\mathrm{d}\mathrm{e}_{t>}\propto(.D_{k})=k(k=0, 1, 2, \cdot\cdot)^{f}x\not\in)u\text{の_{}\overline{\circ}\prime}\Pi^{\backslash }\mathrm{A}\text{多項式}$
$\}$ .

そこで, 解析的因数分解の手順として, 多変数においては, まず–$K\{(u)\}[x]$ での因数分解を求め, 分母をキャ

ンセルするように因子をかけあわせて (組合せは分母の特徴で決めることができる), 目標である $\overline{K}\{u\}[x]$

での因数分解を得る戦略をとる. すなわち, $g_{1}(x, u),$ $\cdots,$ $g_{r}(x, u),$ $g_{r+1}(x, u),$ $\cdots,$ $g_{r+r’}(x, u)$ を–$K$上の既

約多項式, $m_{r+1},$ $\cdots,$ $m_{r+r’}$ を 2 以上の自然数とするとき, まず,

$F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}$ $=$ $f_{D}(0)$ $x^{n_{0}}$ $g_{1}(x, u)$ $g_{r}(x, u)$ $g_{r+1}(x, u)^{m_{\tau+1}}$ $g_{r+r’}(x, u)^{m_{r+r’}}$

$=$ $f_{D}(0)$ $F_{0}^{(0)}$ $F_{1}^{(0)}$ $F_{r}^{(0\rangle}$ $F_{r+1}^{(0)}$ $F_{r+r’}^{(0)}$

拡張
$\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}1\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{g}F(x,u)$

成 $\Downarrow$

$.\cdot.=$

$f_{D}(u)\Downarrow$ $F_{0}^{(\infty)}\Downarrow$ $F_{1}^{\langle\infty)}\Downarrow$
$F_{r}^{(\infty)}\Downarrow$

$F_{r+1}^{(\infty)}\Downarrow$ $F_{r+r}^{(\infty)}\Downarrow$

,

と分解する. ただし, $n_{0}=1$ の場合は, $x^{n0}$ は $g_{1}(x, u),$ $\cdots,$ $g_{r}(x, u)$ のどれかに含めればよ $\langle$ , $no\geq 2$ の

場合は, $F_{0}^{(\infty)}$ は再帰的に拡張 Hensel構成を施して分解すればよい. $F_{1}^{(\infty)},$
$\cdots,$

$F_{r}^{\langle\infty)}$ は $\overline{K}\{(u)\}[x]$ で既約
である. したがって, 7D5題は, $F_{r+1}^{(\infty)},$

$\cdots,$
$F_{r+r}^{(\infty\rangle}$, の $\overline{K}\{(u)\}[x]$ での分解 すなわち,

$F=g^{m}+\check{F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}}\ldots(g$

(よ–$K[x.$ $u]$ の既約多項式, $m\geq 2$ ) を–$K\{(u)\}[x]$ でどう因数分解するか?

に帰着される. 解析的因数分解の研究とは, つまるところ, この問題をいかに解決するかである. 2 変数の
場合には, 2 つの方法が知られている. 1 つは, Abhyanhr[I, 2, 3, 4, 5] のアイデアをもとに Kuo[6] が考
案し, McCallum[7] がより完全な形で実装した, 農開基底法であり, $g$ を新たな変数とみなして展開するこ
とで解決している. もう 1 つは, 拡張 Hensel構成を利用した Sasaki の方法 [10] で, 分数べきを導入する
ことで $g=x^{\hat{d}}-cu^{\hat{\delta}}= \prod_{\mathrm{i}=1}^{\hat{d}}(x-c^{1/\hat{d}}e^{2i\pi \mathrm{i}/\hat{d}}u^{\hat{\mathit{5}}/\hat{d}}),$ $\mathrm{i}=\sqrt{-1}$ のように互いに素な因子の積に分解し, これ

らを初期因子として拡張 Hensel 構成で分解し, 共役性を利用して因子をかけあわせて解析的因子を求めて
いる. こ $\gamma\iota \text{ら}$ の先行 $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathfrak{X}$をもとに, 筆者は, [11] で $g= \prod_{i=1}^{\overline{d}}(x$ -t\mbox{\boldmath $\delta$}^/d^\mbox{\boldmath $\theta$}のと分解して拡張 Hense購成を利
用 ( $\theta_{i}$ は代数関数) して 3 変数以上に拡張した. さらに $[12, 13]$ で, 多変数用展開基底を提案した.
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拡張 Hensel構成を利用した算法では, 代数関数を導入することにより, $\overline{K}\{(u)\}[x]$ より大きな環である
$\overline{K}(\theta_{1}, \cdots , \theta_{\tilde{d}})\{(u)\}[x]$ を経由する必要があるが, 展開基底を用いた算法では, そのような大きな環を経由

する必要がないことに注意されたい.

2 主係数が非特異な場合

まず, 拡張 Hensel構成を利用した方法について説明する. ここでは, 重複既約成分 $g$ を代数関数 $\theta_{1},$

$\cdots,$ $\theta_{\overline{d}}$

を導入することで互いに素な因子の積に分解し, それらを初期因子として拡張 Hensel 構成する. そして

下図のように, 共役な拡張 Hensel 因子をかけ合わせる. すると, 根と係数の関係により代数関数が消え,
$\overline{K}\{(u)\}[x]$ での因数分解を得る, この操作を再帰的に行う.

拡張 Hensel構成を用いた $K\{(u)\}\{x|$ での因数分解法 Iwami [11]

$F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=g^{m}=$
$(x-t^{\hat{\delta}/\dot{d}}\theta_{1})^{m}$ . . . (x-t8/d^0d-)鴨

$=$ $F_{\theta_{1}}^{\langle 0)}$ . . . $F_{\theta\frac{0}{d}}^{()}$

拡張 Hensel
$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}ffiF=$

.
$F_{\theta_{1}}^{(\infty)}\Downarrow\downarrow$

$.\cdot$

.
$.\cdot$

.

$.\cdot$

.
$F_{\theta_{\tilde{d}}}^{\langle\infty)}\Downarrow\downarrow$

TsclsInhausen変換 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\hat{F}_{\chi}=\prod_{j=1}^{\overline{d}}[T_{x}^{-1}\cdot H_{\theta_{y}i}](i=1, \cdots, \lambda)$ は $\overline{K}\{(u)\}[x]$ の既約因子

次に, 多変数用展開基底法について説明する. ここでは, 重複既約成分 $g(^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}G_{1})$ を新たな主変数とみな

し, 従変数の全次数変数 $t(^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}G_{-1})$ と元の主変数 $x(^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}G_{0})$ を重みつき従変数とみなして与式を展開する.

このとき, $G_{-1}$ の重みを 1, $G_{i}(\mathrm{i}\geq 2)$ の重み $w_{i}$ 乞 GOべきを横軸にとったときの Newton線の傾きの

(-1) 倍で定めればよい. ここで得られた萩たな Newton多項式を, 重みの差をうまく利用して pseudo form
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と呼ばれる形に変形し, $\overline{K}\{(u)\}$ 上, 互いに素な因子の積に分解する. 重複していて互いに素に分解できない

ときには, その重複既約成分を新たな主変数 $G_{2}$ とおき, それ以外の $G_{-1},$ $G_{0},$ $G_{1}$ を重みつき従変数とみな

して展開し ( $G_{2},$ $G_{1},$ $G_{0},$ $G_{-1}$ の順で割ることで一意表現の $\mathcal{G}$-adic expansion が得られる), 新たな Newton
多項式を計算する. 初期因子が重複している限りこの主変数の置きかえ (軸変換) が行われる. lifting には,

分母に元の主変数 $x$ があらわれないように変形した補聞式, practical interpolation polynomial([12] 参照)
を用いる.

展開基底を用いた $\overline{K}\{(u)\}[x]$ での因数分解法

展開基底 : $G_{-1}=t$ , $Go=x$ , $G_{1}=g$ , $\cdots$ $G_{s}$

重み 1(初期値) $W\mathit{0}$ $<$ $w_{1}$ $<$ . . . $<$ $w_{s}$

$\mathcal{G}$-adic expansion $F=\Sigma_{e_{\mathrm{s}}=0}^{\tilde{m}}c(u)G_{-1}^{e_{-1}}G_{0}^{e_{0}}G_{1}^{e_{1}}\cdots G_{s^{s}}^{e},$ $c(u)\in\overline{K}\{(u)\}$ , $\tilde{m}=\deg_{x}(F)/\mathrm{d}\mathrm{e}_{\epsilon’ x}\sigma(G_{s})$ ,
$G_{\dot{\tau}}\mapsto\tilde{t}^{w_{i}}G_{i}(\mathrm{i}=-1,0, \cdots s-)1)$ .

3 主係数が特異な場合

2 変数の場合, 主係数特異な $F$ は, $F=F_{1}F_{2}$ ( $F_{1}$ の主係数は非特異, $F_{2}$ は $\overline{K}\{(u)\}[x]$ の単元) と分解
できる. 解析的因数分解では単元の分解は考えないので, 主係数非特異な因子の解析的因数分解に帰着さ
れるので, 問題とはならない.
多変数で問題となる主係数特異, すなわち $f_{D}(0)=0$ の場合の分解法として, 拡張 Hensel構成を用いた

算法である [11] の後半, および, 多変数用展開基底を用いた算法である [13] がある. 以下, 新しい成果で
ある後者ついて述べる, この算法では, (‘拡張 Hensel 構成における Newton 線の傾き” と “展開基底の重
み” を対応させて考えることで, 結果として拡張 Hensel構成と展開基底のテクニックの融合が実現してい
る. さらに, 主係数非特異な場合にも利用できる, 統一的な算法となっている.
一般性を失うことなく, 初期処理として拡張 Hensel構成を施したあとは, 定理 1 の仮定にある $F(x, u)$

を考えればよい.

定理 1
$F$ ( $x$ , tu) は $F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=f_{D}(u)x^{D}+\cdots+f\mathrm{o}(u)=c(u)g^{m}$ ($c(u)\in\overline{K}[u],$ $m\geq 2,$ $g$ は $\overline{K}[x,$ $u]$ で既約) か
つ ordt $f_{D}(u)\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=\iota/\geq 0(\mathrm{i}.e. f_{D}(0)=0)$ とする. このとき, Newton 線の傾きを $\hat{\lambda},$ $F$ の展開基底を
$\mathcal{G}=(G_{-1}(=t), G_{0}(=x),$ $G_{1}(=g))$ , 重みを $\mathcal{W}=(w_{-1}(=1)\mathrm{J}w_{0}(=-\hat{\lambda}), w_{1}),$ $F(G_{-1}, G_{0}, G_{1})$ を $F$ の

$\mathcal{G}$-adic expansion とする. このとき,

$\hat{F}(G_{1}, G_{0)}G_{-1},\tilde{t})=F(\tilde{t}^{w-1}G_{-1},\tilde{t}^{w_{0}}G_{0},\tilde{t}^{w_{1}}G_{1})/\tilde{t}^{\nu+Dw_{0}}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$

の各項に対応する点を ( $eG_{1}$ , et\tilde )e平面 (ここで横軸は $G_{1}$ のべき, 縦軸は $\tilde{t}$ のべきをあらわす) にプロットす
ると, Newton 線 LG、上の点は真下に移動して横軸上に乗り, このとき横軸成分が最大になる点は $(m, 0)$
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である. また, このときの Newton 多項式 $\hat{F}_{G_{1}\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}$ と lifting に用いるイデアル $\hat{I}_{k}$ は次となる.

$\hat{F}_{G_{1}\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=\hat{F}(G_{-1}, G_{0}, G_{1},\tilde{t}=0)$ , $\hat{I}_{k}=\langle\overline{t}^{k/\hat{m}}\rangle,$ $k=1,2,3,$ $\cdots$ .

ただし, l\‘iJewton 線疋 $G_{1}$ の傾き $|=\hat{n}/\hat{m}$ , ( $\hat{m}$ と売は互いに素な正の整数) とする.

証明 [9] での変換 $F^{\Lambda}(x, u, t)=F(t^{-\hat{\lambda}}x, tu)/t^{\nu-D\hat{\lambda}}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$ により, Newton 線上の全ての項は真下に移り, 横軸
上にのる. ここで, $(D, \nu)$ は $(D, 0)$ に移動し, かつ横軸成分が $D$ より大きい点は存在しない. 以下, この

変換を,
(展開基底 $G_{i}$の重み $w_{i}$ ) $=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}(-1)\mathrm{x}$ (Newton線 $\mathcal{L}_{G_{i}}$の傾き)

と定義することで, 多変数用展開基底用に拡張する.
仮定により, Newton 多項式 $F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=\hat{F}(x, u, t=0)=c(u)g^{m}$ は重複していて $\overline{K}\{u\}[x]$ で互いに

素な, 単元でない因子の積に分解することができないため, 多変数用展開基底とその重みをそれぞれ $\mathcal{G}=$

$(G_{-1}, G_{0}, G_{1})=(t, x, g),$ $\mathcal{W}=(w_{-1}, w\mathrm{o})=(1, -\hat{\lambda})$ と設定する. 与式 $F$ ($x$ , tu) を $G_{1},$ Go, $G_{-1}$ の順に割るこ

とで一意的な表現である $F$ ($x$ , tu) の $\mathcal{G}$-adic expansion $F(G_{-1}, G_{0}, G_{1})=\Sigma_{e_{1}=0(e_{-1},e_{0},e_{1})}^{m}c(u)G_{-1}^{e-1}G_{0}^{e_{0}}G_{1}^{e_{1}}$ ,
$c_{e_{-1},e_{0},e_{1}}(u)\in\overline{K}\{(u)\}$ を計算し, $F(\tilde{t}^{w-\mathit{1}}G_{-1},\tilde{t}^{w0}G0, G_{1})$ の各項を (eGl\sim t\tilde )i平面にプロットすると, $G_{1}$

を主変数, $G_{0},$ $G_{-1}$ を従変数とみなしたときの新たな Newton 多項式を得る.
主係数が特異な場合には, (展開基底 $G_{1}$の重み $w_{1}$ ) $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=(-1)\mathrm{x}$ (Newton 線 $\mathcal{L}_{G_{1}}$ の傾き) を用いることで

$F(\tilde{t}^{w_{-1}}G_{-1},\tilde{t}^{w0}G0,\tilde{t}^{w_{1}}G_{1})$ と変換して Newton線を水平にすることができ, さらに $\tilde{t}^{\nu+Dw_{0}}$ で割ることで横

軸に重ね合わせることができる. また, $F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}},$ $=c(u)g^{m}=\text{。}(u)G_{1}^{m}$ であり, かつ, 得られた Newton 線は
横軸上にあることから, 横軸成分が最大になる点は $(m, 0)$ である.

また, $\hat{F}(G_{-1},$ $G_{0},$ $G_{1},$ $t\gamma=F(\tilde{t}^{w-1}G_{-1},\tilde{t}^{w\mathrm{o}}G0,\tilde{t}^{w_{1}}G_{1})/\tilde{t}^{\nu+Dw_{0}}$ に $\tilde{t}=0$ を代入すると, 横軸上の点に対

応する項全ての和, すなわち, Newton 多項式 1 $G_{1}\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}$ が計算できる. このとき lifting は $1/\hat{m}$ つつ水平に

et- 方向に実行すればよいので, 用いるイデアルは $\hat{I}_{k}=\langle\hat{t}^{k/m^{\mathrm{A}}}\rangle,$ $k=1,2,3,$ $\cdots$ となる. 1
この変換により, $\tilde{t}=0$ を代入して得られる Newton多項式 $\dot{F}_{G_{1}\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=\hat{F}$ $(G_{1}, G_{0}, G_{-1},\overline{t}=0)$ で主係数が消

えないことに注意されたい. また, Newton 線を水平に変換すると, 取り扱いやすくなる. なぜなら, $\tilde{t}=0$ を

代入するだけで Newton 多項式が計算でき, さらに, lifling する際のイデアルが $I^{\Lambda}=(\overline{t}^{k/\hat{m}}),$ $k=1,2,3,$ $\cdots$

とシンプルだからである. したがって, 展開基底 $\mathcal{G}=(G_{-1}, G_{0}, G_{1}, \cdots, G_{s})$ に対して Newton 線を水平に

変換するために, 次のような一般化を行う.

定理 2
$F$ の多変数用展開基底を $\mathcal{G}=$ ( $G_{-1},$ Go, $G_{1},$ $\cdots,$

$G_{s}$ ), その重みを $\mathcal{W}=\langle w_{-1},$ $w0,$ $w_{1},$ $\cdots,$ $w_{s}$)($w_{i}$ は $\mathcal{L}_{G_{i}\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}$

の傾きの (-1)倍で定義される) とする. $F(G_{-1)}G_{0}, G_{1}, \cdots, G_{s})$ を $F$ の $\mathcal{G}$ -adic expansion とする. このと

き, 主係数が特異であれ非特異であれ,

$\hat{F}$ ( $G_{-1},$ Go, $G_{1},$
$\cdots,$

$G_{s},\tilde{t}$) $=F(\tilde{t}^{w-1}G_{-1},\tilde{t}^{w0}G_{0},\tilde{t}^{w_{1}}G_{1}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}, \cdots,\tilde{t}^{w_{\mathrm{S}}}G_{s})/\tilde{t}^{\alpha}$,
$\alpha=\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\overline{t}}F(\tilde{t}^{w-1}G_{-1}, \cdots,\tilde{t}^{w_{B}-1}G_{s-1},\tilde{t}^{w_{s}}G_{\mathrm{S}})$

の各項に対応する点を ( $e_{G_{\epsilon}}$ , ei)\epsilon 平面にプロットすると, Newton 線 $\mathcal{L}_{G_{s}}$ は水平となって横軸上に移る. ま

た, $\tilde{t}=0$ を代入したとき主係数が消えない. このときの Newton 多項式 $\hat{F}_{G_{s}\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}$ と lifting に用いるイデア

ル $\hat{I}_{k}$ は次となる.

$\hat{F}_{G_{s}\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=\hat{F}(G_{-1}, G_{0}, G_{1}, \cdots, G_{s},\tilde{t}=0)$ , $\hat{I}_{k}=\langle\tilde{t}^{k/\hat{m}}\rangle,$ $k=1,2,3,$ $\cdots$ .

ただし, $|\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}$ 線 $\mathcal{L}_{G_{s}}$ の傾き $|=\hat{n}/\hat{m}$ , ( $\hat{m}$ と $\hat{n}$は互いに素な正の整数) とする.
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証明 展開基底が生成されるのに伴って, 横軸力 tG。$arrow\cdotsarrow e_{G_{s}}$ と置き換わる. このとき, 各ステップ

毎に, 縦軸の $e_{\tilde{t}}$ の値は, $G_{-1},$ $\cdots,$ $G_{s-1}$ の重みつき全次数変数のべきとして足し込められていく.
さらに $G_{s}$ を $\tilde{t}^{wc}\Leftrightarrow G_{s}$ とすることで $\mathcal{L}_{G_{s}}$ は水平に変換され, $\tilde{t}^{\circ \mathrm{r}\mathrm{d}_{\overline{l}}F(G_{-1})}\tilde{t}^{w_{\grave{s}}}G_{5},\cdots,\overline{t}^{w}-1$ で割ることで,

$\mathcal{L}_{G_{s}}$ 上の全ての項を真下に移動させ, 横軸上にのせることができる. $\tilde{t}=0$ で主係数が消えないこと,
$\hat{F}_{G_{s}\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=\hat{F}(G_{-1}, G_{0}, G_{1}, \cdots, G_{s},\tilde{t}=0),\hat{I}_{k}=\langle\tilde{t}^{k/\hat{m}}\rangle,$ $k=1,2,3,$ $\cdots$ . は定理 1 と同様に示される.

アルゴリズム 1(主係数特異な場合を含む多変数用展開基底法による因数分解アルゴリズム)

INP$UT$ : $F(x, u)\in\overline{K}\{(u)\}[x]\mathrm{s}$ .t. $F_{11\mathrm{e}\mathrm{w}}\neg=c(u)g^{m}\langle m\geq 2,$ $g$ は $\overline{K}[x, u]$ で既約).

OUTP$UT$ , $\overline{K}\{(u)\}[x]$ での既約因子.

1. 展開基底 $\mathcal{G}=(G_{-1}(=t), G_{0}(=x),$ $G_{1}(=g),$ $\cdots,$ $G_{s})$ とその重み $\mathcal{W}=(w_{-1}(=1), w_{0}, \cdots, w_{s-1})$ を

計算する. そして $F$ を $G_{s},$ $\cdots,$
$G_{1},$ $G_{0},$ $G_{-1}$ の順で割ることで, 次のように $\mathcal{G}$-adic expansion する.

$F(G_{-1}, G_{0}, \cdots, G_{s})=\Sigma c\langle e_{-1},e_{0},\cdots,e_{\mathit{9}}\}(u)G_{-1}^{e_{\mathrm{O}}}G_{0}^{e0}\cdots G_{s^{s}}^{e}$

2. $F(\tilde{t}^{w_{-1}}G_{-1},\tilde{t}^{w\mathrm{o}}G_{0}, \cdots ,\overline{t}^{w_{\mathrm{s}-1}}G_{s-1}, G_{s})$ の各項を ( $eG_{s}$ , eDe平面上にプロットし, $G_{s}$ の重み $w_{s}$ を次

で定義する.
(G,の重み $w_{s}$ ) $=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}(-1)\mathrm{x}$ (Newton $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{e,}\mathcal{L}_{G_{s}}$の傾き)

3. $\hat{F}(G_{-1}, \cdots, G_{s},\tilde{t})=F(\overline{t}^{w-1}G_{-1}, \cdots,\tilde{t}^{w_{s}}G_{s})/\tilde{t}^{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\tilde{t}}F(\tilde{t}^{w}G_{-1\prime}\cdots,\overline{t}^{w_{S}}G_{s})}-1$を計算する.

4 . $\hat{F}_{G_{s}\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=\hat{F}(G_{s}, \cdots, G_{-1},\tilde{t}=0)$ を pseudo form に書き換え, $\overline{K}\{(u)\}$ 上因数分解する.

. 互いに素な因子の積に分解できない場合, 重複度が 1 なら既約. 重複度が 2 以上なら, 重複既

約成分を $G_{s+1}$ とおいて展開基底 $\mathcal{G}$ に追加し, l.(s\leftarrow s+l) へすすむ.

・互いに素な因子の積に分解できる場合, それらを初期因子としてイデアル $\hat{I}_{k}=\langle\tilde{t}^{k/\hat{m}}\rangle,$ $k=$

$1$ , 2, 3, $\cdots$ . で lifting する. このとき用いる補間式は, 分母に元の主変数 $x$ があらわれないよう

に変形したものを用いる (\equiv p^\neq 細は $f\mathit{1}\mathit{2},\mathit{1}\mathit{3}f$ を参照されたい).

Newton dots for $F(\overline{t}^{w-1}G_{-1}, \cdots ,\overline{t}^{w_{3}-1}G_{s-1}, G_{s})$

$\Rightarrow F(\vec{t}^{w_{-1}}G_{-1}, \cdots)\tilde{t}^{w_{\mathrm{s}-1}}\cdot G_{\mathrm{s}-1},\tilde{t}^{w_{\mathrm{s}}}G_{s})/\tilde{t}^{\alpha}$

$\alpha=\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\tilde{t}}F(\tilde{t}^{w-1}G_{-1}, \cdots\}\overline{t}^{w_{s-1}}G_{s-1},\tilde{t}^{w_{s}}G_{s})$
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Example

$F(x, u_{17}u_{2})=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}((u_{1}+2u_{2})(\underline{u_{2}^{3}x^{2}-(u_{1}+u_{2})})^{2}-u_{1}^{7}x^{2}-u_{1}^{9})((\underline{u_{2}^{3}x^{2}-(u_{1}+u_{2})})^{2}-(u_{1}+u_{2})^{3}u_{2})$ .

$F(x, u_{1}, u_{2})$ は, 本稿で述べた主係数特異な場合を含む多変数用展開基底アルゴリズムにより, $\overline{K}\{u\}[x]$ で

次のように因数分解することができる.

$F(x, u_{1}, u_{2})=((u_{1}+2u_{2})(\underline{u_{2}^{3}x^{2}-(u_{1}+u_{2})})^{2}-u_{1}^{7}x^{2}-u_{1}^{9})$

$\mathrm{x}\mathrm{x}\xi 32\frac{u_{2}^{3}x^{2}-(u_{1}+u_{2})}{\underline u_{2}x-(u_{1}+u_{2})}+u_{2}^{2}(u_{1}+u_{2})x+\frac{}{2}u_{2}(u_{1}+u_{2})^{2}+\frac{}{\mathrm{s}}u_{2}^{2}(u_{1}+u_{2})^{3}+\frac{}{8}u_{2}^{3}(u_{1}+u_{2})^{2}x+\cdots\exists-u_{2}^{2}(u_{1}+u_{2})x+\frac{1}{2,1}u_{2}(u_{1}+u_{2})^{2}-\frac{1}{8,1}u_{2}^{2}(u_{1}+u_{2})^{3}-\frac{1}{8,1}u_{2}^{3}(u_{1}+u_{2})^{2}x+\cdots$

.

まず, $F$ ( $x$ , tu) の各項に対応する点を ( $e_{x}$ , et)e平面にプロットしたものが Fig A-l である. 変換 $F(\tilde{t}^{-1}x,\tilde{t}u)/\tilde{t}^{5}$

を施した後の ( $e_{x}$ , et)u平面の各項に対応する点は Fig.A-2 のようになる. このとき, ニュートン多項式 $F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}$ は,

$F_{\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=(u_{1}+2u_{2})t(\underline{u_{2}^{3}t^{3}x^{2}-(u_{1}+u_{2})t})^{4}$ ゆえ, $\overline{K}$ 上, 単元でない互いに素な既約多項式に備\doteqdot で $\text{き}\tau^{\backslash }$, か

つ主係数が展開点 $u_{1}=u_{2}=0$ でゼロになる. ここで, 展開基底を $\mathcal{G}=(G_{-1}, G_{0}, G_{1})=(t,$ $x,$ $u_{2}^{3}t^{3}x^{2}-(u_{1}+$

$u_{2})t)$ とおく. $\mathcal{L}_{\grave{1}}\triangleleft \mathrm{e}\mathrm{w}$ の傾きが 1 なので, 重みは $\mathcal{W}=(w_{-1_{\rangle}}w\mathrm{o})=(1, -1)$ と定められる. $F$ を $G_{1},$ $G_{0},$ $G_{-1}$

の順で割ることで一意表現の $\mathcal{G}$-adic expansion $F=\Sigma^{m}c\mathrm{e}_{1}=\mathrm{c}(e_{-1},e_{0},e_{1})(u)G_{-1}^{e-1}G_{0}^{e_{\mathit{0}}}G_{1}^{e_{1}}$, $c(e_{-1},e_{0},e_{1})(u)\in$

$\overline{K}\{(u)\}$ で表す. ここで, $\overline{F}(G_{1},\tilde{t}^{-1}G_{0},\tilde{t}^{1}G_{-1})$ を ( $eG_{1}$ , eDe平面 にプロットしたときの $\mathcal{L}_{G_{1}\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}$ の傾き

が一 2 なので, $G_{1}$ の重みが $w_{1}=2$ と定められる. (FigB-l 参照). したがって, $\hat{F}(G_{-1}, G_{0}, G_{1},\overline{t})=$

$F\langle\tilde{t}^{1}G_{-1},\tilde{t}^{-1}G_{0},$ $t\tau G_{1}$ ) $/\tilde{t}^{9}$ なる変換を施す (Fig B-2 参照 ).

により, $\hat{F}_{G_{1}\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}=\hat{F}(G_{-1}, G_{0}, G_{1},\overline{t}=0)=(G_{1}^{2}-u_{2}(u_{1}+u_{2})^{3}G_{-1}^{4})((u_{1}+2u_{2})G_{-1}G_{1}^{2}-\frac{u^{7}}{u_{2}^{3}}(u_{1}[perp]‘ u_{2})G_{-1}^{5})$

のように, 単元でない互いに素な因子の積に分解することができた.
展開基底 $G_{1}$ の定め方より, $(\tilde{t}^{w_{l}}G_{1})=u_{2}^{3}(\sim_{-1}G_{-1})^{3}(\tilde{t}^{w_{0}}G_{0})^{2}-(u_{1}+u_{2})(\tilde{t}^{w-1}G_{-1})$ であるから, 関係

式 $(u_{1}+u_{2})G_{-1}=u_{2}^{3}G_{-1}^{3}G_{0}^{2}-\tilde{t}G_{1}$ を得る. 各項の重みは次のとおり.

$(u_{1}+u_{2})G_{-1}$ $=$ $u_{2}^{3}G_{-1}^{3}G_{0}^{2}$ – $\tilde{t}G_{1}$

Weights 11 2

したがって, $\hat{F}_{G_{1}\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}}$ を, ( $u_{1}$ 十 $u_{2}$ ) $G_{-1}arrow u_{2}^{3}G_{-1}^{3}G_{0}^{2}$ とすることで, 同じ重み 1 をもつ別表現にして, 次

のように pseudo form $F^{*}$ に書き換えることができる.

$F^{*}$ $=$ $(G_{1}^{2}-u_{2}^{4}(u_{1}+u_{2})^{2}G_{-1}^{6}G_{0}^{2})((u_{1}+2u_{2})G_{-1}G_{1}^{2}-u_{1}^{7}G_{-1}^{7}G_{0}^{2})$

$=$ $(G_{1}+u_{2}^{2}(u_{1}+u_{2})G_{-1}^{3}G_{0})(G_{1}-u_{2}^{2}(u_{1}+u_{2})G_{-1}^{3}G_{0})((u_{1}+2u_{2})G_{-1}G_{1}^{2}-u_{1}^{7}G_{-1}^{7}G_{0}^{2})$

したがって, 互いに素な 3 つの初期因子 $u_{2}^{3}x^{2}-(u_{1}+u2)+u_{2}^{2}(u_{1}+u_{2})x,$ $u_{2}^{3}x^{?}$. $-(u_{1}+u_{2})-u_{2}^{2}(u_{1}+u2)x$ ,

and $(u_{1}+2u_{2})(u_{2}^{3}x^{2}-(u_{1}+u_{2}))^{2}-u_{1}^{7}x^{2}$ . を得ることができた. lifiing することで, 次のような $F$ の因

子を求めることができる.

$F$

$=\cross$
$(u_{2}^{3}x^{2}-(u_{1}-|(u_{2}^{3}x^{2}-(u_{1}+u_{2})+u_{2}^{2}(u_{1}+u_{2})x+ \frac{1}{2,1}u_{2}(u_{1}+u_{2})^{2}+\frac{1}{\frac{81}{8}}u_{2}^{2}(u_{1}+u_{2})^{3}+\cdots)\ulcorner u_{\underline{9}})-u_{2}^{2}(u_{1}+u_{2})x+\frac{}{2}u_{2}(u_{1}+u_{2})^{2}-u_{2}^{2}(u_{1}+u_{2})^{3}-\cdots)$

$\mathrm{x}$ $((u_{1}+2u_{2})(u_{2}^{3}x^{2}-(u_{1}+u_{2}))^{2}-u_{1}^{7}x^{2}-u_{1}^{9})$ .
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$F(x, tu_{1}, \cdots, tu\ell)$ $F(\tilde{t}^{-1}x,\tilde{t}u_{1}, \cdots,\tilde{t}u_{I})/\overline{t^{o}}$ $F(\overline{t}^{1}G_{-1},\overline{t}^{-1}G_{0}, G_{1})$ $F(\overline{t}^{1}G_{-1},\tilde{t}^{-1}G_{0}, t^{\eta}G_{1})/t^{\eta}$

Plot $(e_{x}, e_{t})$ Plot $(e_{x}, e_{\overline{t}})$ Plot $(e_{G_{1}}, e_{\tilde{t}})$ Plot $(e_{G_{\mathit{1}}}, e_{t^{-}})$

slope $1\Rightarrow w_{0}=-1$ slope $-2\Rightarrow w_{1}=2$

Fig.A-l Fig A-2 Fig B-l Fig,B-2

4 まとめ

3 章で, 主係数が特異な場合を含む, 解析的因数分解のための多変数用展開基底 [13] について述べた. こ

こでは, [9] で用いている変換を多変数用展開基底に適用することで, 主係数が特異であれ非特異であれ,
統一的に計算できることが示されている. この算法は, “展開基底の重み’J と “Newton線の傾き” を対応

づけることで実現された. 2 変数の展開基底の重みは正の値しか取り得なかったのに対し, 多変数用展開基
底の重みは負, 0, 正 (このとき Newton 線の傾きはそれぞれ正, 0, 負) の値を取り得ることに注意された
い. よって, この統一的算法は多変数用展開基底と拡張Hensel構成, 両者のテクニックを融合させたもの
となっている.

$\overline{K}[x, u]$ での因数分解に関して, [9] では, Newton多項式が無平方なものに限定されていたが, [11, 12, 13] を
用いると, Newton多項式が無平方でない場合でも計算できる. なぜなら, $\overline{K}[x, u]\subset\overline{K}\{u\}[x]\subset\overline{K}\{(u)\}[x]$

より, 解析的既約因子をかけあわせることで $\overline{K}[x, u]$ の既約因子を得ることができるからである.
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