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一般化されたオイラーの定数について
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1 はじめに

本論文では Tom M. Apostol の 1999 年 [1] の論文を基に一般化されたオイラーの定数について最近の結
果の一部を細部を補って紹介する。

$f(x)= \frac{1}{x}$ に対して決まる定数 $\lim_{narrow\infty}(\sum_{k=1}^{n}\frac{1}{k}-\log n)$ は『オイラーの定数』 と $\pi\backslash \prime f\mathrm{f}^{\backslash }\text{れ_{、}}C$ または $\gamma$ と書

かれる。 ここでは、連続関数 Dよ単調{$\Re^{\prime\grave{J}\backslash }\backslash \backslash y\text{て^{}\backslash }$かつ $+4\grave{\supset}\grave{.}l^{J\mathrm{Z}}\mathrm{R}$ らかで、 その導関数族が可積分という仮定の下で、

$f$ の一般化されたオイラーの定数を周期化されたベルヌーイ関数族を用いて評価を考察する。一方、同様に
周期化されたベルヌーイ関数を用いた D. K. Knuth の論文 [2] があり、 それとの関係も示しておく。

一般化されたオイラー \emptyset j\tilde \Xi 数を求める H\acute ‘ff的な例として $\backslash$ {?}{?}数族 $\{f_{k}(x)=\frac{(1\text{。}\mathrm{g}x)^{k}}{x}\}_{k\in \mathrm{N}}$ を取り上げる。

このときこの関数血 $f_{k}(x)$ に対する一般化されたオイラーの定数はスティルチェス定数と呼ばれ、 ツェータ

関数の 1 のまわりのローラン展開式に現われる係数と一致している。また、数式処理システム Mathematica
により第 3,5,7 階微分形式を用いたスティルチェス定数を評価式を用いて近似値を与えた。

2 オイラーの定数の一般化
定義 1
連続関数 $f$ は区間 $[1, \infty)$ で定義された正値な、狭義単調減少で、 $\lim_{xarrow\varpi}f(x)=\alpha$ とする。数列 $\{d_{n}\}$ を

以下のように定義する :
$d_{n}= \sum_{k=1}^{n-1}f(k)-\oint_{1}^{n}f(x)dx$, $n=2,3,$ $\cdots$

図 1: $d_{n}$
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定理 2
連続関数 $f$ は区間田 $\infty$ ) で定義された正値で狭義単調減少、 limエー\sim f(x) $=\alpha$ とする。 このとき、正値定

数 $C(f)$ および数列 $E_{f}(n)$ で次の式を満たすものが存在する :

$C(f)<f(1)$ , $\alpha<E_{f}(n)<f(n)$

$\sum_{k=1}^{n}f(k)=\int_{1}^{n}f(x)dx+C(f)+EJ(n)$ , $n=2,3,$ $\cdots$

定義 3
連続関数 $f$ は区間 $[1, \infty)$ で定義された正値で、狭義単調減少のとき、 $C(f)= \lim_{narrow\infty}d_{n}$ を $f$ に関する一

般化されたオイラーの定数と呼ぶ。

ここで周期ベルヌーイ関数 $P_{k}(x)$ を以下のように定義する。

6(x) を次のように定める。

$6(x)=\{$
$x-[x]- \frac{1}{2}$ $x\neq$ 整数

0 $x=$ 整数

このとき $P_{k}(x)(k \geq 2)$ は次のように定義される周期 1 の周期関数とする。

$P_{k}(x)=k \oint_{0}^{x}Pk-1(t)dt+c_{k}$

ただし定数 $c_{kk}=P(0)=P_{k}(1)$ の値は $\int_{0}^{1}Pk(t)dt=0$ より定まる。

$\grave{\prime}\yen,\mathrm{t}_{\underline{\Xi}}$ $1$

定数の $ck=P_{k}(0)=Pk(1)$ はベルヌーイ数 $B_{k}=Bk(1)=P_{k}(0)=$ a(1) と一致する.

3 一般化されたオイラーの定数の $—\overline{\mathrm{p}}^{\iota\prime}\mp$価

連続関数 $f(x)$ が区間 $[1, \infty)$ で正値で単調減少のとき一般化されたオイラーの定数が存在したが、さらに

$f$ の滑らかさの条件 C$\langle$ $\mathit{2}m+1)-cla$ss、導関数族の可積分性を付加して前節の結果を使うことで一般化され
たオイラーの定数の評価を与えることが出来る。
この条件下でオイラーの和公式は以下のように表現できる。

$\sum_{k=1}f(k)$
$=$ $\oint_{1}^{n}f(x)dx+\frac{1}{(2m+1)!}\int_{1}^{n}P_{2m+1}(x)f^{(2m+1)}(x)dx+$

$\sum_{--1}^{m}\frac{B_{2r}}{(2r)!}\{f^{(2r-1\}}(n)-f^{(2r-1)}(1)\}+\frac{1}{2}\{f(1\mathrm{i}+f(n)\}$ .

定理 4
(オイラーの定数の一般型)
連続関数 $f(x)$ が区間 $[1, \infty)$ で正値で単調減少、 $C^{(2m+1)}$ –class で、 広義積分 $\int_{1}^{\infty}|f^{(k)}(x)|dx,$ $(k=$

$1,$ $\cdots,$ $2m+1)$ が存在するどき、 $f$ に対する一般化されたオイラーの定数は次のように表せる

$C(f)= \frac{1}{2}f(1)-\sum_{r=1}^{m}\frac{B_{2r}}{(2r)!}f^{(2r-1)}(1)+\frac{1}{(2m+1)!}\oint_{1}^{\infty}P_{2m+1}(x)f^{(2m+1)}(x)dx$
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また、 $C(f)$ と $( \sum_{k=1}^{n}f(x)-\int_{1}^{n}f(x)dx)$ の誤差 $Ef(n)$ は次式で示される:

系 5
(誤差評価式)

$E_{f}(n)$ $=$ $( \sum_{k=1}^{n}f(x)-\int_{1}^{n}f(x)dx)-C(f)$

$=$ $\frac{1}{2}f(n)+\sum_{r=1}^{m}\frac{B_{2r}}{(2r)!}f^{(2r-1)}(n)-\frac{1}{(2m+1)!}\oint_{n}^{\infty}P_{2m+1}(x)f^{\langle 2m+1)}(x)dx$

3.1. Apostolの方法によるオイラーの定数の \equiv p-\mp ‘\acute 価

オイラーの定数は

$C= \sum_{k=1}^{n}\frac{1}{k}-\log n-E_{f}(n)$

と表現できる。この定数の近似値を求めるためにこれまでに得られた定理を $f(x)= \frac{1}{x}$ に適用すればしまと

めてみれば以下の評価式が得られる。 このとき $Ef(n)$ は次式で与えられる。

$E_{f}(n)$ $=$ $\frac{1}{2}f(n)+\sum_{r=1}^{m}\frac{B_{2r}}{(2r)!}f^{(2r-1)}(n)-\frac{1}{(2m+1)!}\oint_{n}^{\infty}P_{2m+1(X)f^{(2m+1)}(X)dx}$

$=$ $\frac{1}{2n}+\sum_{r=1}^{m}\frac{B_{2r}}{(2r)!}(-\frac{(2r-1)!}{n^{2r}})-\frac{l}{(2m+1)!}f_{n}^{\infty}P_{2m+1}(x)(-\frac{(2m+1)!}{x^{2m+2}})dx$

$=$ $\frac{1}{2n}+\sum_{r=1}^{m}\frac{B_{2r}}{(2r\rangle!}(-\frac{(2r-1)!}{n^{2r}})+\int_{n}^{\infty}\frac{P_{2m+1}(x)}{x^{2m+2}}dx$

とでき、 ベルヌーイ多項式の性質 $|P_{2m+1}(x)_{1}^{1}\leq(2m+1)|B_{2m_{1}}^{1}$ より

$| \oint_{n}^{\infty}\frac{P_{2m+1}(x)}{x^{2m+2}}dx|\leq(2m+1)|B_{2m}|\int_{n}^{\infty}\frac{1}{x^{2m+2}}dx$

$\int_{n}^{\infty}\frac{1}{x^{2m+2}}=[-\frac{1}{(2m+1)x^{2m+1}}]_{n}^{\infty}=\frac{1}{(2m+1)n^{2m+1}}$

従って、 Apostol の方法によれば以下の評価式を得る:

$| \oint_{n}^{\infty}\frac{P_{2m+1}(x)}{x^{2m+2}}dx|\leq\frac{B_{2m}}{n^{2m+1}}$

3.2 Knuthの方法によるオイラーの定数の評価

オイラーの定数について計算するのに Knut旧よ論文 [2] で $f(x)= \frac{1}{x}$ に対してのオイラーの和公式をやは

り周期化されたベルヌーイ多項式を用いて与えている。評価式中の $P_{k}(x)$ はフーり Ji級数を使っているこ

とが本論文と異なる点である。以下にその評価を示しておく。

$| \int_{n}^{\infty}\frac{P_{2m+1}(x)}{x^{2m+2}}dx|\leq\frac{4}{n}\sqrt{\frac{m}{\pi}}(\frac{m}{n\pi e})^{2\tau n}$ .
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33 $f(x)= \frac{1}{x}$ の場合の Apostol と Knuth の評価比較

$f(x)=dfrac1x$ に対するオイラーの定数は次のように表現される: $c= \sum_{k=1}^{n}\frac{1}{k}-1o\mathrm{g}n-Ef(n)$ . $f$ を

$c^{(2m+1)}$ -class の関数として $m=3$ の場合につ $\iota_{\mathit{4}}\backslash$て考える。 $f^{(m+1)}\underline{9}(x)=-(2m+1)!/x^{2m+2}$ より

$\oint_{1}^{\infty}|f^{(7)}(x)|dx=l^{\mathrm{o}\mathrm{o}}|$ $-^{5} \frac{040}{x^{8}}|dx=720$

誤差項である $Ef(n)$ は

$E_{J}(n)$ $=$ $\frac{1}{2n}-\frac{B_{2}}{2n^{\nabla}\lrcorner}$ $-$ $\frac{B_{4}}{4n^{4}}-\frac{B_{6}}{6n^{6}}+\int_{n}^{\infty}\frac{P_{7}(x)}{x^{8}}$ dエ

$=$ $\frac{1}{2n}-\frac{1}{12n^{2}}+\frac{1}{120n^{4}}-\frac{1}{252n^{6}}+f_{n}^{\infty}\frac{P_{7}(x)}{x^{8}}dx$ ,

$|P_{7}(x)_{1}^{\downarrow} \leq 7|B_{61}^{\mathfrak{l}}=\frac{1}{6}$ より

$e(n)=| \int_{n}^{\infty}\frac{P_{7}(x)}{x^{8}}dx|\leq\frac{1}{6}\oint_{n}^{\infty}\frac{1}{x^{8}}dx=\frac{1}{42n^{7}}$

以上からオイラーの定数は、次の評価式を得ることができる

$C= \sum_{k=1}^{n}\frac{1}{k}-\log n-\frac{1}{2n}+\frac{1}{12n^{2}}-\frac{1}{120n^{4}}+\frac{1}{252n^{6}}+e(n\rangle, 0\leq|e(n)|\leq\frac{1}{42n^{7}}$

331 Apostol と Knuth によるオイラーの定数の評価の比較

Knuth の 1962年の論文 [2] ではオイラーの定数を 1271 桁まで求められているこのとき Knuth の評価式
において $m=250,$ $n=$ 10000 として示している。 ここでは Apostol の周期化されたベルヌーイ関数による

評価式において同様に $m=250,$ $n=$ 10000 として比較してみる。
Apostol の評価式

$| \int_{n}^{\infty}|\frac{P_{2m+1}(x)}{x^{2m+2}}dx||\leq\frac{B_{2m}}{n^{2m+1}}$

$| \int_{10000}^{\infty}\frac{P_{501}(x)}{x^{502}}dx|<10^{-1268}$

Knuth の評価式

$| \int_{n}^{\infty}\frac{P_{2m+1}(x)}{x^{2m+2}}dx|\leq$ $\frac{4}{n}\sqrt{\frac{m}{\pi}}(\frac{m}{n\pi e})^{2m}$

$| \int_{10000}^{\infty}\frac{P_{501}(x)}{x^{502}}dx|<10^{-1269}$

Knuth の評価に比べ Apostol の評価はこの条件において劣るが微積分とベルヌーイ数を用いた初等的な
Apostol の方法でもほぼ同様な評価が出来ることがわかる。

34 関数族 $f_{k}(x)=\mapsto\log x)^{k}x$ とスティルチェスの定数

ここでは関数を具体的に以下のものとして考察していくことにする。

$f_{k}(x)= \frac{(\log x)^{k}}{x}$ $k=0,1,2,$ $\cdots$
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$fk(x)$ は、 十分先で単調減少であり、従って $C(f)$ が存在し

$C(f)= \frac{1}{2}f(1)-\sum_{r=1}^{m}\frac{B_{2r}}{(2r)!}f^{\langle \mathit{2}r-1)}(1)+\frac{1}{(2m+1)!}\oint_{1}^{\infty}$ $I$ 2っ十 1(x) $f^{(2m+1)}(x)dx$

と表現される。

35 ツェータ関数のローラン展開

$Re(s)>1$ , $0<a\leq 1$ で定義される Riemann-Hurwitz zeta 関数 $\zeta(s, a)=\sum_{n=0\mapsto n+a)^{s}}^{\infty 1}$ の $s=1$ を中

心としローラン展開すると

$\zeta(s, a)=\frac{1}{s-1}+\sum_{k=0}^{\infty}\frac{(-1)^{k}\gamma_{k}(a)}{k!}(s-1)^{k}$ , $s\neq 1$

特に $\zeta(s, 1)=\zeta(s)_{\backslash }$ また $\gamma_{k}(1)$ を $\gamma k$ とすると展開は:

$\zeta(s)=\frac{1}{s-1}+\sum_{k=0}^{\infty}\frac{(-1)^{k}\gamma_{k}}{k!}(s-1)^{k}$.

これは $s=1$ を一次の極とする解析関数であることを示している。 Stieltjes は定数 $\gamma k$ を次のように表現で

きることを示した。

$\gamma_{k}=\lim_{narrow\infty}\{\sum_{j=1}^{n}\frac{1_{0_{\epsilon}^{\sigma_{1}^{k}}}j}{j}-\frac{1\mathrm{o}_{\epsilon}^{\sigma_{1}^{k+1}}(n)}{k+1}\}$ $k=1,2,$ $\cdot\sim$ .

特に \gamma 。のときオイラーの定数は $\gamma$ となる。 このことよ $Y$) $\ovalbox{\tt\small REJECT}.\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{数}b*f_{k}\succ(x)=\frac{(\log x)^{k}}{x}$ \iota こ対して決まる一般化さ

れたオイラーの定数はスティルチェス定数 $\gamma_{k}$ と一致している $:C(fk)=\gamma k$

36 スティルチェス定数の評価

前章の結果を元に数式処理システム Mathematica を用いて実際に数値計算の結果を与える。

361 $\gamma_{1}$ の第 3 階微分形式による評価

$f_{1}(x)$ に対する第 3 階微分形式 $(m=1)$ を用いたときのスティルチェス定数 $\gamma_{1}$ は

$\gamma_{1}=C(f_{1})_{m=1}=\sum_{k=1}^{n}\frac{\log k}{k}-\oint_{1}^{n}\frac{\log x}{x}dx-(\frac{\log n}{2n}+\frac{1}{12}\cdot\frac{1-1_{0_{b}^{\sigma}}n}{n^{2}})+e(n)$

$0<e(n) \leq\frac{1}{12}|\frac{3-21_{0_{\mathrm{t}\supset}^{\sigma}}n}{n^{3}}|$

と表現できる。実行結果を表 1 にまとめる。 $n=1\mathrm{O}\mathrm{O}\mathrm{O}$ で小数点以下 13桁迄求められて $\backslash$ ることがわかる。
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362 $\gamma_{1}$ の第 5 階微分形式による評価

$f_{1}(x)$ に対する第 5 階微分形式 $(m=2)$ を用いたときのスティルチェス定数 $\gamma_{1}$ は

$\gamma_{1}=C(f_{1})_{m=2}=\sum_{k=1}^{n}\frac{1_{0_{8\supset}^{\sigma}}k}{k}-\oint_{1}^{n}\frac{10_{6}^{\sigma_{X}}}{x}dx-(\frac{1\mathrm{o}_{[mathring]_{\mathrm{g}>}}n}{2n}.+\frac{1-10_{b}^{\sigma}n}{12n^{2}}-\frac{11-6\log n}{720n^{4}})+e(n)$

$0<e(n) \leq\frac{1}{720}|\frac{50-241_{0_{\mathrm{b}}^{\sigma}}\dot{n}}{n^{5}}|$

と表現できる。実行結果を表 1 にまとめる。 $n=1\mathrm{O}\mathrm{O}\mathrm{O}$ で小数点以下 19 桁迄求められていることがわかる。

363 $\gamma_{1}$ の第 7 階微分形式による評価

$fi(x)$ に対する第 7 階微分形式 $(m=3)$ を用いたときのスティルチェス定数 $\gamma_{1}$ は

$\gamma_{1}=C(f_{1})_{m=3}$ $=$ $\sum_{k=1}^{n}\frac{\log k}{k}-\int_{1}^{n}\frac{\log x}{x}dx$

$-( \frac{\log n}{2n}+\frac{1-1_{0_{b}^{\sigma}}n}{12n^{\mathit{2}}}-\frac{11-6\log n}{720n^{4}}+\frac{274-1201\mathrm{o}_{\mathrm{t}>}^{\sigma}n}{30240n^{6}})+e(n)$

$0<e(n) \leq\frac{1}{840}|\frac{49-20\log n}{n^{7}}|$

と表現できる。実行結果を表 1 にまとめる。 $n=1\mathrm{O}\mathrm{O}\mathrm{O}$ で小数点以下 25桁迄求められていることがわかる。

表 1: スティルチェス定数 $\gamma_{1}$ (第 3,5,7 階微分形式による)
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364 $\gamma_{1}$ の微分の深さ ( $m$ の値) と $n$ の値の関係

スティルチェス定数の収束に関して微分の深さ ( $m$ の値) と $n$ の値との関係を次の図に示す。

図 2: $\gamma_{1}$ の各微分形式による収束の様子
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