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曲線の共形幾何学
(無限小非調和比について)

今井 淳 1 (首都大学東京)
(Jun O’Hara (Tokyo Metropolitan University))

Remi Langevin (Universite’de Bourgogne)

概要
結び目 $K$ (または絡み目 $\gamma 1\cup\gamma_{2}1$ に対して、 $K\mathrm{x}K\backslash \triangle$ (または
$\gamma_{1}\mathrm{x}\gamma_{2})$ 上に、 メビウス変換で不変となる、複素値 2 次形式を定義
することができる。 これを無限小非調和比と呼ぶ。 これを用いて、結
び目のエネルギーなどの汎関数を表すことができる。無限小非調和
比の実部と虚部の意味づけを与える。

1 イントロダクション

結び目とは $S^{1}$ から $S^{3}$ または酵への埋め込み写像、またはその像のことで
ある。絡み目とは、いくつかの結び目の非鉱油のことである。 ここでは、結び目

の個数が 2 の場合のみを扱うことにする。結び目の上の 4点、 $x,$ $x+dx,y,$ $y+dy$

を通る球面を複素球面とみなすことにより、 この 4 点を 4 つの複素数とみな
すことができる。その非調和比を無限小非調和比と呼び $\Omega$ で表すことにする。

これは $K\mathrm{x}K\backslash \triangle$ 上の複素値 2 次形式になる。定義により、 これはメビウス
変換で不変となる。
無限小我調和比を考えることになったモチベーションと、無限小非調和比の

意味付けを記したい。 ここで扱うものは全てメビウス変換で不変である。 ま

ず、 $S^{3}$ の相異なる 2 点の集合 $\mathrm{S}(3_{?}0)\cong S^{3}\mathrm{x}S^{3}\backslash \triangle$ を考える。 これを余接束
$T^{*}S^{8}$ と同一視すると、無限小非調湘比の実部は $T^{*}S^{3}$ の標準的な symplectic
form と等しくなる。 次に、 $S^{3}$ をミンコフスキー空間飛 4.1 の光錘の上半分の
無限遠点の集合とみなす。 すると $\mathrm{S}(3,0)$ を、 ミンコフスキー空聞賦 4,1 の原
点を通る 2 次元平面全体のなすグラスマン多様体だと考えることができて、
$\mathrm{S}(3,0)$ には、 符号 $(3, 3)$ の不定値計量が入る。 (プリュッカー座標を用いても

よいし、等質空間と考えてもよいが、証明には、ペンシルと呼ばれる、 $n$次元

球面の中の余次元 1 の球面のなす 1-パラメーター族を用いるのがよい。) 点 $x$

と $y$ が結び目の上を動くと、 $x$ と $y$ のペア $(x_{2}y)$ は $\mathrm{S}(3,0)$ の曲面を作る。 無
限小非調掬比の実部はこの曲面の (虚の) 面積要素とも等しくなる。一方、無
限小非調和比の虚部には、 このような大域的な意味づけを与えることはでき

1 この共同研究は、 日本学術振興会の特定国派遣研究者事業により、2004 年 9 月より 2005
年 3 月までフランス. ディジョン市に滞在した際のものである。
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ない。 $S^{3}$ を 4 次元双曲空間の境界と考えると、 局所的には、無限小非調和比
の二部は、 点 $x$ と $y$ を結ぶ $\mathbb{H}^{4}$ の測地線の “横断的面積要素” と等しくなる。

$S4$ 以降が Langevin 氏との共同研究の部分である。

2 結び目のエネルギー $E_{0}^{(2)}$ (今井のモチベーション)

結び目のエネルギーのアイディアは、 各々の結び目型 (アンビエント・ア

イソトピーについての同値類) で、「最もよい形」の結び目を定義するために

導入さた。 大雑把に言うと、荷電した結び目の静電エネルギーの一般化のよ
うなものである。

問題 2.1 (福原、 作問)

(1) 結び員の空間上に適当な汎関数 (「エネルギー」 と呼ぶ) $E$ を定義する。

(2) 結び目型 $[K]$ に属する結び目のエネルギーの値の下限を $E([K])$ と表す、

すなわち、 $E([R’])= \inf_{K’\in[K]}E(K’)_{\text{。}}$ これが、 $[K]$ に属する結び日 $K_{0}$

で実現されるとき、すなわち、 $E(K_{0})=E([K])$ となるとき、 この結び

目 $K_{0}$ を結び目型 $[K]$ の E-二小元と呼ぶ。

(3) 各結び二型に、 (対称性をもつような) 見た目のよい「代表的」 な結び目

を、「エネルギー」最小元として定義出来るような、「エネルギー」 を与

えよ。

与えられた結び目型の 「代表的」 な結び目を得る為の方針として、その結

び目型に属する結び目を一つ考え、エネルギーを減らすように (その勾配に

沿って) 結び目を変形していく。

運良くエネルギー汎関数の極値に到達し、 更に運良くそれがその元々の結

び目型のエネルギー最小元になれば解決したことになる。 (図 1 参照。 下の空

間には C2C位相を入れる。) (但し、 この試みは実際には、数値実験でしか出

来ていない。) その為には、変形の途中で、結び目型が変わってしまっては困
る。結び目が自己交叉すると、結び目型が変わってしまうかもしれないので、
これが起こらないようしたい。 その為に、汎関数に次の性質、

(斥自性) 結び目が自己交叉しようとすると、エネルギーの値が発散する。

を要請し、 これを満たすものを結び目のエネルギーと呼ぶことにする。

2.1 $E_{\mathrm{o}}^{(2)}$ の定義

この目標の為の、最も自然な候補は、荷電した結び目の静電エネルギーで
あろう。 クーロン斥力のお陰で、エネルギーが有限なら、 自己交叉しないと

思われるからである。 ところが、静電エネルギーそのままの定義では、全て
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図 1: モチヴェーション.

の結び目に対して、発散してしまう。

$” E”(K)= \int\int_{K\mathrm{x}K}\frac{dxdy}{|x-y|}=\infty$ $(\forall K)$

有限な値にするための方法 (詳細は後述) として、 次の二つが考えられる。

(1) 対角成分 $\triangle\subset K\mathrm{x}K$ の \epsilon \epsilon 近傍の補集合上積分し、 $\epsilonarrow+0$ での発散を

差し引く。

(2) 相対的なエネルギーを考える。 すなわち、一つ基準となる結び目 (例え

ば、 正円 $K_{\mathrm{o}}$ ) を決め、 それとの差をとり “$E$” $(K)-$ “$E$” $(K_{\mathrm{o}})=\infty-\infty$

で有限な値にする。

すると、二つの方法で同じもの $E^{(1\}}$ が得られる。

ところが、 この $E^{(1)}$ は斥自性を持たない、すなわち、結び目が自己交叉し
ても $E^{(1\}}$ の値は有界となってしまい、我々の目的には適さないことが分かる。
斥自性を持つ汎関数を得る為の一つの方法は、被積分関数の中の $|x-y|$ の

幕 (エネルギーの指数と呼ぶことにする) を大きくすることで、 実は 2 以上
にすると斥自性を持つことが分かる。

そこでまず、指数が 2 の場合を考えよう。距離 $r$ の点電荷の間の 「クーロ

ン斥力」 が $r^{-3}$ に比例するという仮定の下での静電エネルギーとみなすこと
ができる。
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以下簡単のため、 特に断らない限り、結び目は長さ 1 で、 弧長でパラメト
ライズされているものとする。

結び目 $K$ の二点 $x,$ $y$ の間の弧長を $d_{K}(x, y)$ で表す。

エネルギー ES2ゝの定義 方法 1:
上の「クーロンカの逆 3 乗則」の仮定の下で、点 $x$ から弧長で $\epsilon$ だけはな

れた部分弧が荷電しているときの $x$ の「電位」 を $V_{\epsilon}^{(2)}(K;x)$ とする。 i.e.

$V_{\epsilon}^{\langle 2\}}(K;x)= \int_{d_{\mathrm{K}}(x,y)\geq\epsilon}\frac{dy}{|x-y|^{2}}$ .

この $V_{\epsilon}^{(2)}(K;x)$ は $\epsilonarrow+0$ で発散するが、発散のオーダーは結び目 $K$ と

点 $x$ には」$; \text{ら}-\gamma\text{、}O(\frac{2}{\epsilon})$ である。 そこで、

$V^{(\mathit{2}\rangle}(K;x)= \lim_{\epsilonarrow+0}(V_{\epsilon}^{\langle 2\rangle}(K;x)-\frac{2}{\epsilon})$

$= \lim_{\epsilonarrow+0}(I_{d_{K}(x,y)\geq\epsilon}\frac{dy}{|x-y|^{2}}-\frac{2}{\epsilon})$ ,

(1)

$E_{\mathrm{o}}^{(2)}(K)= \int_{I\mathrm{f}}V^{(2)}(K;x)dx$

$= \lim_{\epsilonarrow+0}(\int\int_{\{d_{K}(x,y\}\geq\epsilon\}\mathrm{C}K\mathrm{x}K}\frac{dxdy}{|x-y|^{2}}-\frac{2}{\epsilon})$ .

とおくと、 $E_{\text{。}^{}(2)}$ は斥自性を持つエネルギーとなる。

エネルギー $E_{\mathrm{o}}^{(2)}$ の定義 方法 2: K。を正円とすると、 $E_{\mathrm{o}}^{(2)}(K_{\mathrm{o}})=0$ とな

る。 よって $E_{\mathrm{o}}^{(2)}(K)=E_{\mathrm{o}}^{(2)}(K)-E_{\mathrm{o}}^{(2)}(K_{\text{。}})$ となり、 上の (1) 式の一 $\frac{2}{\epsilon}$ がキャ

ンセルする。 $K$ と K。の対応する点をとると、
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$E_{\mathrm{o}}^{(2)}(K)= \int\int_{K\mathrm{x}K}(\frac{1}{|x-y|^{2}}-\frac{1}{(2\sin(\frac{1}{2}d_{K}(x,y)))^{2}},)$ dxdy

$=-4+ \int\int_{\mathrm{A}’\mathrm{x}K}(\frac{1}{|x-y|^{2}}-\frac{1}{d_{K}(x,y)^{2}})$dxdy.

定義 2.2([01]) 結び目 $K$ の $r^{-2}$ -エネルギー $E_{\mathrm{o}}^{(2\}}(K)$ を

$E_{\text{。}^{}(2)}(K)=-4+I. \mathit{1}_{h\mathrm{x}K},(\frac{1}{|x-y|^{2}}-\frac{1}{d_{K}(x,y)^{2}})$ dxdy (2)

で定める 2。
$K_{\mathfrak{l}}$ が (両端が同一直線に漸近的なような) 開いた結び目のときは、定数項

-4 を除いて $E_{\text{。}^{}(2i}(K)$ を定義する。

定数項一 4 は後述の無限小非調和比を用いた定義との整合性のために付け
た。 正円での値、 及び、 開いた結び目の場合の直線での値は 0 になる。

$E_{\mathrm{o}}^{\{2\}}(K.)$ は、「クーロンカの逆 3 四則」 の仮定の下での、荷電した結び目の
“静電エネルギー” を、 (全空間から決まる) 外在的なものから (結び目だけで
決まる) 内在的なものを引いて正規化したものと解釈できる。

2.2 $E_{0}^{(2)}$ の共形不変性

$T:\mathbb{R}^{3}\cup\{\infty\}arrow \mathbb{R}^{3}\cup\{\infty\}$ がメビウス変換であることは、 $T$ が球面に関す

る反転の合成として表すことが出来ることと同じである。

2 $E_{\text{。}^{}(2)}$ の下の。は、 別に O’Hara の頭文字という訳ではなくて、 正円 $\mathrm{O}$で値 0 を取る、 と
いう意味でつけた。
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定理 2.3 (Reedman-He-Wang [FHW]294) $E_{\text{。}^{}(2\rangle}$ は共形不変である。すなわ

ち、 $T$ をメビウス変換とすると、

$E_{\mathrm{o}}^{(2)}(T(K))=E_{\text{。}^{}(2\}}(K)$ $\forall K$ .

これは、 $T(K)$ が開いた結び目の場合も正しい。

2.3 エネルギー最小元の存在について

Freedman, He, Wang は、 共形不変性を用いて、 次を示した。

定理 2.4 ([FHW]) 素な結び輿型には、 Eo
$\langle$ 2)E最小元が存在する。

ここで、 図 2.3 のように、 2 つの非自明な結び目の連結和となる結び貝を合
成結び冒といい、合成結び目でない結び目を棄な結び目という。

定理の 「素」 という条件の理由は以下の通り。

$\{IC_{n}\}\subset[K]$ なる結び目の列で、

$\lim_{narrow\infty}E_{\mathrm{o}}^{(2)}(K_{n})=E_{\text{。}^{}\{2)}([K])=\inf_{K\epsilon[K]}E_{\text{。}^{}(2)}(K’)$

なるものをとる。 $C^{0}$-(立相に関しては、 必要なら $\mathbb{R}^{3}$ の相似変換をすれば、

極限 $\lim_{narrow\infty}K_{n}=:K_{\infty}$ が存在する。 ところが、 途中で結び目が交わらなくて

も、 下図のように、 タングルが 1 点に縮んで、 $K_{\infty}$ の結び目型が変わってし

まうことが起こりうる。 これを「プルタイ ト」 と呼ぶ。

ところが、 もしも素な結び日型ならば、 メビウス変換によって、 タングル

(一つしかないので) を大きくし、ブルータイトを防ぐことが出来るのである。

後は、 Fatou の補題により $E_{\mathrm{o}}^{(\mathit{2})}(K_{\infty})\leq E_{\text{。}^{}(2)}([K])$ となり、 定理が証明さ

れる。

$E_{\mathrm{o}}^{(2)}$ の L2-勾配を求め、Euler-Lagrange 方程式を解くことにより、He は、
$E^{(2)}\circ$ -最小元は滑らかであることを示した。



142

注 2.5 共形不変性から、 ある結び目がその結び目型の E$\circ$

(2)
$)$最小元だとする

と、そのメビウス変換の像 (必要なら、その鏡像) もまたその結び目型の $E_{\text{。}^{}(2)}$

-

最小元となるので、 自明でない素な結び目型には、非可算無限個の $E_{\text{。}^{}\{2\rangle}$最小

元が存在することになる。

-方素でない結び目型については、 Kusner と Sullivan は、数値実験から、

予想 2.6 ([KS]) 素でない結び山型には、E$\circ$

(2x品小元は存在しない。E。を減
らそうとすると、 素でない結び目は正円に退化しようとする。

と予想している。 これは、 メビウス変換で開いた結び目にして考えれば、図
のように、 各々の成分が離れて、相互作用の積分への寄与が減ることに対応
する。
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2.4 数値実験

$E_{0}^{(2)}$ は式 (2) のようにポテンシャル的な出自を持つので、 エネルギーの

値を減らすように結び目を変形させる数値実験に適しており、 $E_{0}^{\{2)}$ 及びその

一般化を用いて結び目 (及び絡み目) を美しい形に変形していくプログラム
がいろいろな人達によって作られている。 (お薦めば、 Scharein ([S]) による

KnotPlot である。) その結果の一部はウェブ上公開されていて、筆者のホー
ムページ [04] からリンクされている。
図 2.4 で、 Kusner と Sullivan が数値実験で得た E$\circ$

(2)K最小元とその値を、

小さい方から順に挙げる。 立体的に見える図がホームページ [Kus] で公開さ

れている。

3 Willmore予想 (Langevin氏のモチベーション)

$\iota$ : $T^{2}arrow \mathbb{R}^{3}$ : a smooth embedding. $\kappa_{1},$ $\kappa_{2}$ を $\iota(T^{\mathit{2}})$ の主曲率とし.

Willmore汎関数を

$W( \iota)=\int_{T^{2}}(\frac{\kappa_{1}+\kappa_{\mathit{2}}}{2})^{\mathit{2}}$ dvol $(T^{2})= \int_{T^{2}}(\frac{\kappa_{1}-\kappa_{2}}{2})^{\mathit{2}}d\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(T^{\mathit{2}})$

で定める。 $W$ は M\"obius 変換で不変。

予想 3.1 $W(\iota)\geq 2\pi_{\text{。}^{}\underline{?}}"="\Leftrightarrow\iota(T^{\mathit{2}})$ は共形変換で (中心 $(\sqrt{2},0)$ 半径 1 の

円を衝軸のまわりに回転させた) 回転トーラス $T\sqrt{2},1$ に移る。

$\mathrm{S}\langle 3,2$) を $S^{3}$ の中の向きのついた 2 次元球面全体のなす空間とする。 これ

はミンコフスキー空間麗 4,1 の中の de Sitter 空間と同一視できる。 $\mathrm{S}(3,2)$ に

は、 メビウス変換で不変な測度が存在する。 $S^{3}\supset T^{2}$ の論点に、 曲率が $T^{\mathit{2}}$

の平均曲率と等しい 2 次元球面を対応させることにより、 “平均球面写像” :
$T^{2}arrow \mathrm{S}(3,2)$ を得る。 Bryant は W(のがこの平均球面写像の像の符号、重

複度込みの面積と等しいことを示した。
Langevin氏の霞論見は、 曲線や曲面にたいして、 メビウス変換で不変とな

るような汎関数をいろいろ研究し、それらの聞の不等式と、 ある汎関数の最

小を与えるものを具体的に求めることにより、上のWillmore 予想にアタック

しよう、 というものである。

4 二形角と無限小非調和比

定義 4.1 (Doyle-Schramm $\langle[\mathrm{K}\mathrm{S}]$ ) $)x,$ $y$ を結び目 $K$ 上の 2点とする。$C(x, x, y)$

を点 $x$ で結び目 $K$ に接し点 $y$ を通る円、 $C(y,$ $y,$ $x$ } を点 $y$ で結び目 $K$ に

接し点 $x$ を通る円とする。 $C(x,x, y)$ と $C(y, y, x)$ とが点 $x$ あるいは点 $y$ に



$\mathrm{t}44$

図 2: Kusner と Sullivan が数値実験で得た Eo(2)4最小元とその値
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おいてなす角を $\theta=\theta_{K}(x, y)$ とし $(0\leq\theta\leq\pi)_{\text{、}}$ これを $x$ と $y$ の聞の共形角

と呼ぶことにする。

図 3:

$C(x, x, y)$ には、 点 $x$ で $K$ の向きと同調する向きを与える。 $(\theta_{K}(x, y)$ は $x,$ $y$

の連続関数だが、 $C^{1}$ 級関数ではなく、滑らかな関数の絶対値の形をしている。)
$K\mathrm{x}K\backslash \triangle$ 上の複素 2 次形式 $\Omega CR=\Omega CR(x, y)$ を以下のように定義する。

4.1 幾何学的意味付け

$\Sigma(x,x+dx, y, y+dy)$ を、 結び昌 $K$ 上の (順序のついた) 4 点 $x,$ $x+$

$dx,$ $y,$ $y+dy$ を通る 2 次元球面とする。 これは、 4 点 $x,$ $x+dx,$ $y,$ $y+dy$ が共

円でない限り一意的に定まる。 $\Sigma(x, x+dx, y, y+dy)$ は $dx,$ $dyarrow \mathrm{O}$ での極

限で、結び目に 2 点 $x,$ $y$ で接する球面になる。 これを、 $\Sigma=E_{K}(x, x, y, y)$

と書く。 これは、 $C_{K}(x, x, y)$ と $C_{K}(y, y, x)$ を含む球面となる。
$\Sigma$ から $\mathbb{C}$ への立体射影を一つ考えることにより 4 点 $x,$ $x+dx,$ $y,$ $y+dy$ を

4 つの複素数 $\tilde{x}$ , $\tilde{x}+\overline{dx},\overline{y},\tilde{y}+\overline{dy}$ と見なすことが出来る。 (これら 4 っの複
素数自体はユニークに定まらない。) この階調柏比

$( \tilde{x}+\overline{dx},\tilde{y}\mathrm{i}^{\tilde{X}},\tilde{y}+\overline{dy})=\frac{(\tilde{x}+\overline{dx})-\tilde{x}}{(\tilde{x}+\overline{dx})-(\tilde{y}+\overline{dy})}$ . $\frac{\tilde{y}-\tilde{x}}{\tilde{y}-(\tilde{y}+\overline{dy})}\sim\frac{\overline{dx}\overline{dy}}{(\tilde{x}-\tilde{y})^{2}}$.

で結び目の無限小非調和比 $\Omega cR(x, y)$ を定める $([\mathrm{L}\mathrm{O}])_{0}4$っの複素数 $\tilde{x},\tilde{x}+\overline{dx}$ ,
$\tilde{y},\tilde{y}+\overline{dy}$ 自体はユニークに定まらないが、別の立体射影で別の 4 つの複素
数が得られたとすると、それらは、元の 4 つ組みからメビウス変換で得られ、
非調頽比が向きを保つメビウス変換で不変なことから、結び目の無限小非調
和比 $\Omega cR(x, y)$ はユニークに定まることが分かる。

4.1.1 向きに関する議論

正確には、複素共役の曖昧さを除いて定義するためには、球面 $\Sigma$ に向きを

入れなければならない。
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$\mathrm{C}c\langle S^{3}$ ) $\subset(S^{3})^{4}\backslash \triangle$ を樹齢な 4点のなす空間とする。 $\mathrm{C}c(S^{3})$ は $(S^{3})^{4}\backslash \triangle$

の中で余次元 2 である。従って、 $((S^{3})^{4}\backslash \triangle)\backslash \mathrm{C}c(S^{3})$ は (弧状) 連結になる。

共円でない順序付けられた 4 点の組全てに対し、それを通る 2 次元球面全てに

向きを与えることができる ([02])。すなわち、 $((S^{3})^{4}\backslash \triangle)\backslash \mathrm{C}c(S^{3})$ から、 $S^{3}$

の向き付けられた 2次元球面の集合 $\mathrm{S}(3,2)$ への連続写像が存在する (後述の

(6) 式)
。 この向きの与え方を採用すると、順序付けられた 4 点 $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{3},$ $x_{4}$

を通る向き付けられた 2 次元球面 $\Sigma(x_{1}, x_{2}, x_{3}, x_{4}))$ を複素球面と同一視し

て、 4 点 $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{3},$ $x_{4}$ の非調和比を取ると、 その虚弱は正となる。 (4 点の

非調和比が実数となるのは、 4 点が共円のときである。 $((S^{3})^{4}\backslash \triangle)\backslash \mathrm{C}c(S^{3})$

は連結で、 その上の「非調和比をとる」 という関数は連続なので、その像は

$\mathbb{C}\backslash \mathbb{R}$ の連結成分に含まれる。 よって、 その虚部は、 $((S^{3})^{4}\backslash \triangle)\backslash \mathrm{C}c(S^{3})$ の

上で常に正か、 常に負になるはずである。)

具体的には、 $\Sigma$ の向きは、 以下のように与えられる。

(i) 4 点 $x,$ $x+dx,$ $y,$ $y+dy$ が共円でない場合。 $v_{y},\tilde{v}_{x}(y)$ をそれぞれ $y$ }こ

おける $T_{y}C(y, y, x),$ $T_{y}C(x, x, y)$ の正の向きの単位接ベクトルとする。順序

付けられた基底 $\{\tilde{v}_{x}(y), v_{y}\}$ が 7を\Sigma の正の向きを与えるように、球面 $\Sigma$ の

向きを定める (図 4)
$\text{。}$

図 4: 球面 $\Sigma(x, x+\Delta x, y,y+\Delta y)$ の向き.

(ii) 4 点 $x,$ $x+dx,$ $y,$ $y+dy$ が乱頭である場合。 $\Sigma$ として円 $C(x, x, y)=$

$C(y, y, x)$ を通る任意の球面 (平面を含む) をとればよい。 このとき、無限小

非調和比 $\Omega cR(x, y)$ は実数となる。

4.2 共地不変な角度と 2 次形式を用いた定義

命題 4.2 $([ \mathrm{L}\mathrm{O}])\frac{d}{(x\mathrm{r}}\overline{\underline{\mathrm{z}d}}*-\overline{y})$ の絶対値と偏角を考えることにより,

$\Omega_{CR}(x,y)=e^{i\theta_{K}\{x,y)}\frac{dxdy}{|x-y|^{2}}$

となることが分る。 (初等幾何も使う。 )
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また、 非調和比は $\mathbb{C}\cup\{\infty\}$ の向きを保つ (逆にする) メビウス変換で不

変である (複素共役になる) ことから、 $\Omega cR(x, y)$ はメビウス変換で不変で

あることが分かる。 このことは、 共形角 $\theta_{K}$ と 2 次微分形式 $\frac{dxdy}{|x-y|^{\mathit{2}}}$ がメビウ

ス変換で不変なことからも分かる。

5 無限小非調和比と結び目のエネルギー $E_{\mathrm{o}}^{(2)},$
$E_{\sin\theta}$

命題 S.lDoyle と Schramm による $E_{\mathrm{O}}^{(2\rangle}(K)$ のコサイン公式 ([KS] $\}$

$E_{\mathrm{o}}^{\{2)}(K)= \int\int_{K\mathrm{x}K}\frac{1-\cos\theta_{K}(x,y)}{|x-y|^{2}}$ dxdy

より (この公式は、Reedman-He-Wang による $E_{\mathrm{o}}^{\{2)}$ の共稼不変性 (定理 2.3)

の別証明になっている)
、

$E_{0}^{(\mathit{2})}(K)= \int\int_{K\mathrm{x}K\backslash \Delta}(|\Omega_{CR}|-\Re\epsilon\Omega_{CR})$ (3)

が分る。

定義 5.2 結び目の墨形的サインエネルギーを

$E_{\sin\theta}(K)= \int\int_{K\mathrm{x}K\backslash \triangle}\triangleright\triangleleft \mathrm{m}\Omega_{CR}=\int\int_{K\mathrm{x}K}\frac{\sin\theta_{K}(x,y)dxdy}{|x-y|^{2}}$ (4)

で定める。 右辺は Kusner と Sullivan ([KS]) により導入された。

5.1 無限小非調和比の実部と球面の余接束のシンプレクティッ
ク形式

$(q_{1}, \cdots, q_{m})$ を多様体 $M$ の局所座標、 $(p_{1}, \cdots,p_{m})$ を余接束 $T^{*}M$ のファ

イバーの、基底 {吻 1, $\cdot$ . . , $dq_{m}$ } に関する座標とすると、 $T^{*}M$ の局所座標と

して、 $(q_{1}, \cdots, q_{m\gamma}p_{1}, \cdots,p_{n\mathrm{t}})$ をとることが出来る。 このとき、 $T^{*}M$ の標準

的な symplectic form $\omega_{M}$ は $\omega_{M}=\sum dq_{i}\Lambda dp_{i}$ で与えられる。一方 $M$ には

tautological1-form と呼ばれるものがある。 これは局所的には、 $\theta=\sum p_{i}dq_{i}$

と表される。 $\omega_{M}=-d\theta$ が成り立つので、 $T^{*}M$ の標準的な symplectic form

は完全形式である。 $S^{n}\subset 1\mathrm{R}^{n+1}$ とし、 $S^{n}\ni x$ に対し $II_{\Phi}$ を原点 $O$ を通り、

ベクトル $\overline{Ox}$ と直交する $\mathbb{R}^{n+1}$ の nl平面とし、 $poe$ : $S^{n}\backslash \{x\}arrow\Pi_{\mathrm{r}}$ を立体

射影とする。 $\Pi_{\mathfrak{B}}$ を平行移動により、 $ToeS^{n}$ と同–視すると、 $S^{n}\backslash \{x\}$ は

$S^{n}\backslash \{x\}\ni y\succ*(ToeS^{n}\ni v\}arrow(v,p_{x}(y))\in \mathbb{R})\in T_{\mathrm{g}}^{*}S^{n}$

により $T_{\mathrm{g}}^{*}S^{n}$ と同一視することができる。 これにより、 $S^{n}\mathrm{x}S^{n}\backslash \triangle$ と $T^{*}S^{n}$

を

$S^{n}\mathrm{x}S^{n}\backslash \triangle=\cup\{x\}\mathrm{x}(S^{n}\backslash \{x\})\cong\cup T_{\mathfrak{B}}^{*}S^{n}=T^{*}S^{n}oe\in S^{n}x\in S^{n}$
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により同一視する。 $T^{*}S^{n}$ の標準的なシンプレクティック形式 $\omega S^{n}$ は $S^{n}\mathrm{x}$

$S^{n}\backslash \triangle$ 上次式で与えられる。

$\omega_{S^{n}}=d(-\frac{\sum_{i=1}^{n+1}y_{i}dx_{i}}{1-(x,y)})=\frac{\sum_{i=1}^{n+1}dx_{i}\mathrm{A}dy_{i}}{1-\{x,y)}+\frac{(\sum_{i=1}^{n+1}y_{i}dx_{i})\mathrm{A}(\sum_{i-1}^{n+1}-x_{i}dy_{i})}{(1-(x,y))^{2}}$

命題 5.3 (1) $\omega_{S^{n}}$ は M\"obius 変換の $S^{n}\mathrm{x}S^{n}$ への diagonal action で不変。
(2) (folklore) $n=2$ のとき。 立体射影により $S^{\mathit{2}}\cong \mathbb{C}\cup\{\infty\dagger$ と同一視する。

$(w, z)$ を $\mathbb{C}\mathrm{x}\mathbb{C}$ の $\mathrm{f}_{-\llcorner}^{\Gamma\wedge}\mathrm{P}7Y\text{、}$とすると、 $w,$ $w+dw,$ $z,$ $z+dz$ の非調和比 $\frac{dw\mathrm{A}dz}{(w-z)^{\underline{\mathrm{o}}}}$

の実部は $- \frac{1}{2}\omega_{S^{2}}$ と等しい。

(3) 1 $K\mathrm{x}K\backslash \triangle\hookrightarrow$ $S^{3}\mathrm{x}S^{3}\backslash \triangle$ を包含写像とすると、

$\Re e\Omega_{CR}(x, y)=-\frac{1}{2}\iota^{*}\omega_{S\}$ (5)

従って特に、 $\Re\epsilon\Omega_{CR}$ は完全形式。

注 5.4 $\sigma s\mathrm{m}\Omega_{CR}$ を何らかの 2-form の pull-back の形に表すことは出来ない。

$K\mathrm{x}K$ の対\S 成分の $\frac{\epsilon}{\sqrt{2}}$ -近傍の補集合上で $\Re e\Omega_{CR}$ の積分を考え、 ス

トークスの定理を適用し、命題 5.3 を用いて計算すると、 $- \frac{2}{\epsilon}+O(\epsilon)$ となり、

上の (3) から、 [O1] で与え $E_{\mathrm{O}}^{\{2\rangle}(K)$ の元々の定義 (1) を復元できる。 また、
$\Re\epsilon\Omega cR$ の積分は、結び目のグローバルな情報を拾わないことが分かる。

6 ミンコフスキー空間を使った記述
$\mathbb{R}^{n+\mathit{2}}$ {こローレンツ計量 $\langle x, y\rangle=x_{1}y_{1}+\cdots x_{n+1}y_{n+1}-x_{n+2}y_{n+2}$ を入れ

たミンコフスキー空間 $\mathbb{R}^{n+1,1}$ で考える。 0 でないベクトル $v$ は $\langle v, v\rangle>0$ の

とき $\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}-1\mathrm{i}\mathrm{k}\mathrm{e}_{\text{、}}\langle v,v\rangle=0$のとき $1\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}- 1\mathrm{i}\mathrm{k}\mathrm{e}_{\text{、}}\langle v,v\rangle<0$ のとき time-like と

いう。 $\mathit{1}\mathrm{R}^{n+1,1}$ の vector subspace $W$ は $W$ に属する任意の non-zero vector
が space-like であるとき $\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\triangleright 1\mathrm{i}\mathrm{k}\mathrm{e}_{\text{、}}$ space-like vector と time-like vector 両
方を含むときに of mixed type という。 $\{x\in \mathbb{R}^{n+1,1}|\langle x, x\rangle=0\}$ を光錐、 –

葉超双曲面滋 $=\{x\in \mathit{1}\mathrm{R}^{n+1,1}|\langle x, x\}=1\}$ を de Sitter 空間と呼ぶ $($図 $5)_{\text{。}}$

ローレンツ計量 $\langle$ , $\rangle$ を保つ線形同型の集合をローレンツ群と呼び $O(n+1,1)$

と書く。

ローレンツ計量に関する $W$ の直交補声問 { $v\in$ 図$n+1,1|\langle v$ , $w\rangle=0\forall w\in W$ }
を $W^{[perp]}$ と書く。 光錐の上半分 $\{\langle x, x\}=0\}\cap\{x_{n+2}>0\}$ の無限遠点の集
合、 すなわち、原点から出る光錐の上半分内の半直線の集合を $S_{\varpi}^{n}$ とおく。

半直線は光錐と $\{x_{n+2}=1\}$ 超平面との交点と 1 対 1 に対応するから、 $S_{\infty}^{n}$

は $S_{1}^{n}=\{(x_{1}, \cdots\}x_{n}+1)$ : $x_{1^{2}}+\cdots+x_{n+1^{\mathit{2}}}-1=0$ } と同一視出来る。 こう

して、 $S^{n}$ を $\mathbb{R}^{n+1,1}$ の中に実現する。 $O(n+1,1)$ の元の $S^{n}\cong S_{\infty}^{n}$ への作

用が M\"obius 変換である。
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図 5: ミンコフスキー空間と de Sitter 空間

$\mathrm{S}(n, n-1)$ を $S^{n}$ の中の向き付けられた $n-1$ 次元球面刀の集合とする。
$\mathbb{R}^{n+1,1}$ で考えると、 $\Sigma$ は $S^{n}\subset A$ と $\mathbb{R}^{n+1,1}$ の原点を通る超平面 $\Pi\Sigma$ との交

わりとなる。 この $\Pi\Sigma$ とローレンツ計量 $\langle$ , $)$ に関して直交する直線 $l\Sigma$ は、 $\Lambda$

と 2 点で交わるが、 向きを考慮すればその内の 1 点 $\sigma=\varphi(\Sigma)$ を決めること

ができる。 この対応により、全単射 $\varphi$ : $\mathrm{S}(n, n-1)\underline{\underline{\simeq}}\Lambda$ を得る。 この同一視

は $O(n+1,1)$ の作用と両立する、 i.e. $\varphi(A\Sigma)=A\varphi(\Sigma)(A\in O(n+1,1))_{0}$

$\Pi r\sim$

$n=3$ のとき、一円でない 4 点鋤 $=(x_{i1}, \cdots, x_{i5})(\mathrm{i}=1,2,3,4)$ が与え

られれば、 それを通る 2 次元球面 $\Sigma(x_{1}, x_{2}, x_{3}, x_{4})$ が定まる。 Lorentz 外積

$x_{1}\Lambda_{L}\cdots\Lambda_{L}x_{4}$ を

$(|\begin{array}{lll}X_{12} \cdots x_{15}\prime. \ddots \vdots x_{42} \cdots x_{45}\end{array}|,$
$-|\begin{array}{llll}x_{\mathrm{l}\mathrm{l}} x_{13} x_{\mathrm{l}4} x_{15}\vdots \vdots x_{41} x_{43} x_{44} x_{45}\end{array}|,$

$|\begin{array}{llll}x_{11} x_{12} x_{14} x_{15}\vdots \vdots x_{41} x_{42} x_{44} x_{45}\end{array}|,$
$-|\begin{array}{llll}x_{\mathrm{l}1} x_{\mathrm{l}\mathit{2}} x_{\mathrm{l}3} x_{\mathrm{l}5}\vdots \vdots x_{41} x_{42} x_{43} x_{4\mathrm{S}}\end{array}|$ ,

$-|\begin{array}{lll}x \cdots x\grave \ddots \vdots x \cdots x\end{array}|)$

で定義すれば (第 5成分の符号に注意) $\text{、}\{x_{1}\Lambda\iota\cdot’\cdot\Lambda Loe4,$ $xj\rangle=0(j=1,2,3,4)$

となるので、 $\varphi(\Sigma(x_{1}, x_{2},xs, x_{4}))\in$ 滋は次で与えられる :

$\varphi(\Sigma(x_{1}, x_{\mathit{2}}, x_{3}, oe_{4}))=$ (6)
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7 プリュッカー座標を用いた $\mathrm{S}(n, q)$ の記述 $(0\underline{<}$

$q<n-1)$
$\mathrm{S}(n, q)$ を $S^{n}$ の中の向き付けられた $q$ 次元球面全体のなす空聞とする。上

の話と合わせる為に、射影空間ではなく、ユークリッド空写でプリユッカー

座標を使うことにする。 $S^{n}\cong S_{\infty}^{n}\subset \mathbb{R}^{n+1,1}$ の向き付けられた qq球面 $\Sigma$ は

$\mathbb{R}^{n+1,1}$ の原点を通る向き付けられた (q+2)q平面 $\Pi$ と $S_{\infty}^{n}$ の交わりとな

る。 従って、 $S^{n}$ の向き付けられた 9q球面の集合 $\mathrm{S}(n,q)$ は、 Minkowski 空

間 $\mathbb{R}^{n+1,1}$ の向き付けられた $(q+2)$ 次元部分空聞のなす Grassmann 多様体
$\mathrm{G}\mathrm{r}_{n+2,q+\mathit{2}}$ の部分空聞となる。 プリュッカー座標を使うと、次のように表さ

れる。 $x_{i}$ を $\Pi$ の一次独立な $(q+2)$ 個の点、

$x_{1i_{1}}$
. . . $x_{1i_{q+2}}$

$pi_{1}\cdots i_{q+_{\sim}},$ $=$ .$\cdot$
. ... .$\cdot$

.

$x_{(q+2\}i_{1}}\cdots x_{(q+2)i_{\epsilon+2}}$

ラ
$(1\leq i_{1}<\cdots<\mathrm{i}_{q+2}\leq n+2)$

とおくと、外積は $x_{1}\Lambda\cdots\Lambda x_{q+\mathit{2}}=(\cdots,p_{\_{1}}.\ldots i_{q+2}, \cdots)\in \mathbb{R}^{N}\text{、}$ 但し $N=$

$(\begin{array}{l}n+\mathit{2}q+2\end{array})\text{、}$ で与えられる。 Pi $\mathrm{x}\cdots i_{q+}$。は独立ではなく、 Pl\"ucker 関係式

$\sum_{k=1}^{q+3}(-1)^{k}pi_{1}\cdots i_{q+1}j_{k}p_{j_{1}}$”五=..j9+3 $=0$ (7)

を満たす。 $[x_{1}\mathrm{A}\cdots\Lambda x_{q+2}]\in \mathrm{R}P^{N-1}$ は $\Pi$ の基底 $x_{i}$ の取り方によらず、 ま

た逆に $\Pi$ を定める。
$\mathbb{R}^{N}$ の計量については、前節で最後の座標 $x_{i5}$ を含まない小行列式で与え

られる座標の符号が一であったことから、 $N_{1}=(\begin{array}{l}n+1q+1\end{array})N_{2}=.(\begin{array}{l}n+1q+_{\sim}’\end{array})$ として、

$\langle \mathrm{u},$

$u \}_{N_{1},N_{2}}=\sum_{1\leq i_{1}<\cdots<i_{\mathrm{q}+1}\leq n+1}(u_{i_{1}\cdots i_{q+1}n+2})^{2}-\sum_{1\leq i_{1}<\cdots<i_{q+2}\leq n+1}(u_{i_{1}\cdots i_{q+2}})^{2}$

で与え、この計量を持つ $\mathbb{R}^{N}$ を $\mathbb{R}^{N_{1},N_{2}}$ とし、その直交群を $O(N_{1}, N_{2})$ と書く。

$\Lambda_{N_{1},N_{2}}=\{v\in \mathbb{R}^{N_{1},N_{2}}|\langle v, v\rangle_{N_{1},N_{2}}=1\}$ ,

$\Theta(n, q)=\Lambda_{N_{1},N_{\sim}},$ \cap {Pl\"ucker 関係式 (7)}

とおくと、

定理 7.1 $([\mathrm{L}\mathrm{O}2])$ (1) $S^{n}$ の向き付けられた qq球面の集合 $\mathrm{S}(n, q)$ は $\Theta(n, q)$ と

同一視することが出来る。点 $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{q+2}$ を通る qq球面を $\Sigma(x_{1}, \cdots, oe_{q+2})$

とすると、 全単射 $\psi$ : $\mathrm{S}(n, q)arrow\Theta(n, q)$ は

$\psi(\Sigma(x_{1}, \cdots, x_{q+2}))=\frac{x_{1}\Lambda\cdots\Lambda x_{q+2}}{\sqrt{\{x_{1}\Lambda\cdots \mathrm{A}x_{q+2},x_{1}\mathrm{A}\cdots\wedge oe_{q+2}\rangle_{N_{1},N_{2}}}}$

で与えられる。
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(2) $A=(a_{ij})\in O(n+1,1)$ とする。 multi-index $I=(\mathrm{i}_{1}\cdots \mathrm{i}_{q+\mathit{2}}),$ $J=$

$(j_{1}\cdots j_{q+2})$ に対し、

$a_{IJ}=|\begin{array}{llll}a_{i_{1}j_{1}} a_{i_{1}j_{\mathrm{q}+2}}\vdots . \vdots a_{i_{\mathrm{q}+2}j_{1}} \cdots \cdots a_{i_{\mathrm{q}+2}j_{q+}\mathrm{z}}\end{array}|$

とおき、 $A_{*}=(a_{IJ})\in M_{N}(\mathbb{R})$ とおくと、 $A_{*}\in O(N_{1}, N_{2})$ で $(Ax_{1})\Lambda\cdots$ A

$(Ax_{q+2})=A_{*}(x_{1}\mathrm{A}\cdots \mathrm{A}x_{q+\mathit{2}})_{\text{、}}$ よって $\psi(A\Sigma)=A_{*}\psi(\Sigma)$ を満たす。

(3) $\Theta(n, q)$ の次元は $(q+2)(n-q)$ で、 $\mathbb{R}^{N_{1},N_{2}}$ の不定内積 $\langle\cdot, \cdot\rangle_{N_{1},N_{\wedge}}$, を

$\mathrm{O}$. $(n, q)$ に制限したものの符号は $((q+1)(n-q), n-q)$ で与えられる。

証明は、 プリュッカー座標を用いてもよいし、等質空間

SO$(n+1,1)/SO(n-q)\mathrm{x}$ SO(q+l, 1)

と考えてもよいが、 \S 9 で扱うペンシルを用いた $\mathrm{S}(n, q)\underline{\simeq}\Theta(n, q)$ の “正規直

交基底” (サブセクション 9.1 の図 15) を使うと簡単になる。

系 7.2 $S^{3}$ の中の、順序付けられた相異なる 2 点の集合 $\mathrm{S}(3,0)$ は、 プリュッ

カー座標を用いると、 $\Theta(3,0)\subset \mathbb{R}^{4,6}$ で $\dim\Theta(3,0)=6$ で $\langle\cdot, \cdot\rangle_{4,6}|_{\Theta\{3,0)}$ の

符号は $(3, 3)$ となる。

8 無限小非調和比の実部と虚病の意味づけ-壷形的面
積要素

定理 8.1 $([\mathrm{L}\mathrm{O}2])x\in\gamma_{1},$ $y\in\gamma_{2}$ ($\gamma_{1}=\gamma_{2}=K$ のときは $x\neq y$ ) とする。 2

点のペア $(x, y)$ を $S^{0}\subset S^{3}$ と見て $\mathrm{S}(3,0)\cong\Theta(3,0)\subset \mathbb{R}^{4,6}$ の元だと思った

ものを $v(x, y)$ と書く。 $\Theta(3,0)$ の曲面 $\gamma_{1}\mathrm{x}\gamma_{2}=$ {$v(x$ , y)}x67、,y\in 7。の ‘‘虚面

積要素” は、 無限小非調和比の曲部と一致する。

$=2\sqrt{-1}\Re\epsilon\Omega_{CR}$ .

\S 9 で扱うペンシルを用いた $\mathrm{S}(n,q)\underline{\simeq}\Theta(n, q)$ の “正規直交基底” (サブセ

クション 9.1 の図 15) を使うと簡単になる。

系 8.2 $\Re e\Omega_{CR}$ は完全形式で $\text{、}$

$\gamma_{1}\mathrm{x}\gamma_{2}\underline{\simeq}T^{2}$ なので、 $\Theta(3,0)$ の曲面 $\gamma\iota \mathrm{x}\gamma_{2}$

の面積は $0_{\text{。}}$

脚部は global な意味づけが可能だが、虚部は local にしか出来ない。
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定理 8.3 ([LO2]) $l(x, y)$ を $x\in\gamma_{1}$ と $y\in\gamma_{2}$ を $\mathbb{H}^{4}$ の中で結ぶ測地線と

する。 $\Pi_{0}$ を $l(x_{0}, y\mathrm{o})$ と直交する謄の全測地的 3-平面とする。 $(x, y)$ を

$(x_{\mathrm{O}},y\mathrm{o})$ の近傍 $N_{0}$ の点とする。 $l(x,y)$ と $\Pi_{0}$ の交わりを $S(x,y)$ とすると、

$S=$ { $S$ ($x$ , y)}(z初 eyo は $\Pi_{0}$ の曲面になる。 このとき、 $S$ の $S(x_{0},y\mathrm{o})$ にお

ける面積要素は、 $4\Im \mathrm{r}\mathfrak{n}\Omega_{CR}$ に等しい。 ($\Pi 0$ の選び方によらない。)

9 Pencils of codimension 1 spheres

最後に、ペンシルの簡単な解説をしたい。

まずは $\mathrm{S}(2,1)$ のペンシルから始めよう。 $S^{2}$ の定点 $A,$ $E$ を通る円の族 (図

6(黒) $)$ を、 基点 $A,$ $E$ を持つペンシルといい、 それらと直交する円の族 (図

6(灰) $)$ を limit points $A,$ $E$ を持つポンスレ. ペンシルという。 (立体射影に

より、 $\mathbb{R}^{2}$ にうつしたものが図 $7_{\text{。}}$ )

図 6: 図 7:

$S^{n}$ の余次元 1 球面全体の集合 $\mathrm{S}(n, n-1)$ を de Sitter 空間 $\Lambda\subset \mathbb{R}^{\mathrm{n}+1,1}$

と同一視すると、ペンシル $\mathcal{P}$ とは、 de Sitter 空間 $\mathbb{R}^{n+1,1}$ の 2 次元線形部分
空闘 $P$ と五の交わり (またはその連結成分) のことである。 $P$ のタイプによ

り、 3 つの場合がある。

Case 1. $P$ が $\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}-1\mathrm{i}\mathrm{k}\mathrm{e}_{\mathrm{O}}$

$\mathcal{P}$ 上の $\sigma_{1}=\varphi(E_{1})$ と $\sigma_{2}=\varphi(\Sigma_{\mathit{2}})$ の間の弧長 $\rho$ は $\Sigma_{1}$ と $\Sigma_{2}$ の間の角 $\theta$

と等しく $($図 8, $9)_{\text{、}}\cos p=\langle\sigma_{1}, \sigma_{2}\rangle$ を満たす。
$\sigma\in \mathcal{P}$ ならば $\Sigma=\varphi^{-\mathrm{x}}(\sigma)$ は base sphere (or circle, points) $F=P^{l}\cap S_{\infty}^{n}$

を含む。 $\mathbb{H}^{n+1}(\partial W^{+1}=S^{n})$ で考えると、 $\Delta_{i}$ を $\partial\Delta_{\dot{*}}=$ 昂を満たす鰹$+1$ の

全測地的 nn平面、 $\prime \mathrm{r}\subset\Delta_{i}$ を $\partial’\mathrm{r}=\Gamma$ を満たす $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{I}^{n+1}$ の全測地的 (n–1)R平面
とすると、 $\mathcal{P}$ に属する球面は丁の同りに $\Delta$ を回転させたものと $\partial \mathbb{H}^{n+1}=S^{n}$

との交わりとして得られる。

Case 3. $P$ が of mixed $\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{e}_{\mathrm{O}}$

2 直線 $P\cap V$ を $l_{1}\cup l_{2}$ と表すと、 $l_{i^{[perp]}}=l_{i\circ}$ {qヵエ} $=(l_{1}\cup l_{2})\cap S_{\infty}^{n}$ を $\mathcal{P}$

の limit points と呼ぶ $($図$10)_{\text{。}}$

$\gamma$ を $q_{\infty}$ と $q$-。を結ぶ欝+1 の測地線、 $w_{i}=\gamma\cap\Delta_{i}$ とおく (図 12) と、
$\Delta_{i}[perp]\gamma\circ \mathcal{P}$ 上の $\sigma_{1}=\varphi(\Sigma_{1})$ と $\sigma_{2}=\varphi(Z_{2})$ の間の “虚弧長”(P の接ベクト
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図 8: 図 9:

図 10:
図 11:
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ノレは time-like) の絶対値 $\rho$ 1ま $w_{1}$ と $w_{2}$ の間の距離と等しく、 $\cosh\rho=\langle\sigma_{1},$ $\sigma_{2}\}$

を満たす。

図 12: $\{.9\rho_{l}\iota \mathrm{n}\langle r(l_{\sim},)\}\}^{[perp]}$

図 13;

9.1 ペンシルを用いた $\mathrm{S}(1,0),$ $\mathrm{S}(3,0)$ の正規直交基底

9.1.1 $\mathrm{S}(1,0)$

$S^{1}$ はミンコフスキー空間飛 2,1 の光錘の上半分の無限遠点の集合と同一視

し、 $S^{1}$ の (順序付けられた) 2 点の集合 $\mathrm{S}(1,0)$ は $\mathbb{R}^{2,1}$ の de Sitter 空間
五と同一視する。五は 2 次元でその符号は $(1, 1)_{0}\Lambda\ni x$ を図 14 の左端の 2
点とする。 $x$ を通る、 互いに直交するペンシル (すなわち、原点を通り互い

に直交する $\mathbb{R}^{2,1}$ の平面と $\Lambda$ の交わり) は、 次のように得られる。 この 2 点

を通る齪の測地線を $\gamma$ とし、 その上に点 $W$ をとる。 この点の周りに測地線

を回転させ、 $S^{1}=$ �呼との交わりを考えれば、 $\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\Leftrightarrow \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{k}\mathrm{e}$ なペンシルを得る

(図 14 の左から二番目) 。 また、 この点 $W$ を通り $\gamma$ と直交する測地線と直交

する測地線と $S^{1}=$ �睡との交わりを考えれば、 time-like なペンシルを得る
(図 14 の右端) 。 それぞれのペンシルの単位ベクトルをとれば、それが $Toe\Lambda$

の正規直交基底となる。

図 14:
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9.1.2 $\mathrm{S}(3,0)$

$\mathrm{S}(3,0)$ の正規直交基底 (図 15)。上段が space-like, 下段が $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}-1\mathrm{i}\mathrm{k}\mathrm{e}_{\mathrm{o}}$ (立体

射影により $\mathbb{R}^{3}$ の絵にした。) $\mathrm{S}(3,0)\ni S^{0}$ に対して、その 2点を通る、互いに

直交する 3 つの円をとる。 それぞれの円で、上で与えた $\mathrm{S}(1_{2}0)$ の space-like
ペンシルと time-like ペンシルを考え、その単位接ベクトルをとればよい。

図 15: $\mathrm{S}(3,0)$ の正規直交基底
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