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1 はじめに

半正定値計画問題とは, 線型計画問題を対称行列空間に拡張した最適化問題である. 半正
定値計画問題は, 主双対内点法と呼ばれるアルゴリズムを用いて多項式時問で解くことがで
き, ソフトウェアも充実している $[13, 15]$ .
この半正定値計画問題の応用例として, 半正定値計画緩和がある. それは, 与えられた最適

化問題を半正定値計画問題に変形して, 最適化問題の下界値を求める手法である. この半正
定値計画緩和に関して様々な研究がなされているが, 近年, Lasserre に [8] や Parrilo[ll] よっ

て多項式最適化問題に対して半正定値計画緩和を利用する手法が提案された. この手法は,

理論的には, 多項式最適化問題の大域的最適値や最適解を得ることができる.
多項式最適化問題とは, $n$ 変数の実多項式 $f_{0},$ $fj(j=1, \ldots, m)$ で記述される以下の最適

化問題のことである ;

最小化 $f_{0}(x)$ 制約 $f_{j}(x)\geq 0(j=1, \ldots, m),$ $x\in \mathbb{R}^{n}$ (1)

多項式最適化問題は, 組合せ最適化問題や 2 次計画問題など様々な最適化問題を記述するこ
とができる.

Lasserre による半正定値計画緩和は, 理論的には強力な手法であるが, 実際変数の数が 15
を越えると, 得られる半正定値計画問題が大規模なものになり解くことが困難になる.
本稿では, まず, Lasserre による半正定値計画緩和を紹介し, 疎性をもった多項式最適化問

題に対して, 疎性を利用することで Lasserre の手法では解けないサイズの最適化問題を高速
に解けることを述べる. なお, 本稿は [14] に基づいている.

2 準備

この節では, 多項式や多項式の 2 三和 (Sums of Squares) について述べる.

まず, $\mathbb{R}[x]$ を $x=(x_{1,\}}\ldots x_{n})^{T}$ で定義される多項式の集合とする. 変数 $x$ と非負整数ベ

クトル $a=(a_{1}, \ldots, a_{n})^{T}$ に対して, 単項式 $x_{1}^{a_{1}}x_{2}^{a_{2}}\cdots x_{n}^{a_{n}}$ を $x^{a}$ と書く. これにより, 多項式

$f$ {?}ま, 単項式 $x^{a}$ とその単項式に対する係数 c。を用いて,

$f(x)= \sum c_{a}x^{a}$

$a\in \mathcal{F}$
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と書くことができる. ここで, $\mathcal{F}=\{a\in \mathbb{Z}_{+}^{n}|\mathrm{c}_{a}\neq 0\}$ であり, 多項式 $f$ のサポートと呼ぶ,

さらに, $f$ の次数は $\deg(f)=\max\{\sum_{i=1}^{n-}a_{i}.|a\in \mathcal{F}\}$ である.

次に, 多項式の 2 乗和に関して述べる. まず, $P$ を全ての $x\in \mathbb{R}^{n}$ で非負の値をとる多項式

の集合とし, $\Sigma$ を次の様に定める ;

$\Sigma=\{p\in \mathbb{R}[x]|p(x)=\sum_{k=1}^{K}q_{k}(oe)^{2},q_{k}\in \mathbb{R}[x]\}$ .

これらの集合には, $\Sigma\subsetneq P$ という関係が成立することが知られている [12]. また, 任意の正

の整数 $r$ に対して, $\Sigma_{r}=\{p\in\Sigma|\deg(p)\leq 2r\}$ と定めると, $\Sigma_{r}\subseteq\Sigma$ であることがわかる. こ

の $\Sigma_{T}$ の要素に関して次の命題が成立することが知られている [11]:

補題 21 正の整数 $r$ と変数 $x$ に対して,

$u_{r}(x):=(1,x_{1}, \ldots,x_{n},x_{1}^{2}, x_{1}x_{2}, \ldots,x_{n}^{2}, \ldots, x_{n}^{r})^{T}$

と定める, $u_{r}(x)$ は次数 $r$ 以下の全ての単項式で構成されている. この時, $p\in\Sigma_{r}$ であるこ

とと, 次の恒等式を満たす半正定値対称行列 $V$ が存在することは同値である :

$p(x)=u_{r}(x)^{T}Vu_{r}(x)$ $(\forall x\in \mathbb{R}^{n})$ .

3 制約式のない多項式最適化問題に対する半正定値計画緩和
この節では, 制約式がない多項式最適化問題に対する半正定値計画緩和と, [7] で提案され

ている工夫について述べる.
制約式のない多項式最適化問題とは以下の最適化問題である :

最小化 $f(x)$ 制約 $oe\in \mathbb{R}^{n}$ . (2)

$f$ が奇数の次数の場合, 最小値は一 $\infty$ になるので, $\deg(f)=2r$ の場合を考える. また次数が

偶数でも $f(x1, x2)=x1x2$ の様に最小値が一 $\infty$ になる場合があるので, この最小化問題 (2)

の最小値 $f^{*}$ が有限値であると仮定する. この時, $f^{*}$ が最小値であると言うことから, 以下の

最大化問題の最大値と $f^{*}$ が一致する :

最大化 $p$ 制約 $f(x)-p\geq 0$ $(\forall x\in \mathbb{R}^{n})$ . (3)

次に, (3) に着目する. この最適化問題の決定変数は $p$ であり, 制約式は, 「どの $x$ を選ん

でも不等式 $f(x)-p\geq 0$ を満たす $p$ が実行可能解」 , ということを意味している. これは,

$f(x)-p$ を oe の多項式で $p$ を定数とみなしたときに, 「$f(x)-p$が $\mathbb{R}^{n}$ で非負の値をとる多

項式になる $p$ が実行可能解」 と見ることができる. つまり, (3) は以下の最適化問題と等価に
なる :

最大化 $p$ 制約 $f(x)-p\in P$ . (4)

この最適化問題の $P$ を $\Sigma_{r}$ で置き換えて以下の最大化問題を得る :

最大化 $p$ 制約 $f(x)-p\in\Sigma_{r}$ . (5)
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なお, $\Sigma_{r}\subsetneq P$ であるから, 最大値に関して

((2) の最小値) $=$ ((4) め最大値) $\geq$ ((5) の最大値) (6)

となっている. ここで, 最適化問題 (5) に着目する. 補 $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{-}\mathrm{e}$ 21 を利用すると, 以下のように書

き換えることができる :

最大化 $p$ 制約 $f(x)-p=u_{r}(x)^{T}Vu_{r}(x)$ $(\forall x\in \mathbb{R}^{n})$ , $V[succeq] O$ . (7)

ここで, $V[succeq] O$ は $V$ が半正定値行列であることを意味する. 最適化問題 (7) の制約式にあ

る等式は $x$ に関する恒等式なので, 両辺を比較することで, $V$ に関する線形方程式を得るこ

とができる. そこで比較するために, 恒等式の右辺を変形すると,

$u_{r}(x)^{T}Vu_{r}(x)-$ $=$ $\mathrm{D}(Vu_{r}(.x)u_{r}(x))=E_{0}+$ $\sum$ $\mathrm{R}\cdot(VE_{a})$

$a\epsilon A_{2\mathrm{r}}\backslash \{0\}$

と書くことができる. ここで, $E0$ は $(1, 1)$ 成分が 1 で残りが 0 の正方行列で, E。も同様に

定数行列であり, $A_{r}= \{a\in \mathbb{Z}_{+}^{n}|\sum_{j=1}^{n}aj\leq r\}$ である.

例 3.1 $n=2,$ $r=2$ の場合, $u_{2}(x1x2)=(1, x1, x2, x_{1}^{2}, x1x2, x^{2})^{T}2$ であり,

$u_{r}(x)u_{r}(x)^{T}=\{$

1
$x_{1}$

$x_{2}x_{1}^{2}$

$x_{1}x_{2}x_{1}x_{2}^{2}x^{2}x_{1}x_{1}^{3}1x_{1}x_{2}x_{1}^{2}x_{2}x_{2}x_{2}^{2}x_{1}^{2}x_{2}x_{1}^{3}x_{2}x^{2}x_{1}^{3}x_{1}^{4}1x_{1}^{2}x_{2}x_{1}x_{2}x1x_{2}^{2}x_{1}^{3}x_{2}x_{2}^{2}x_{2}^{2}x_{1}x_{2}^{2}x_{1}^{2}x_{2}^{2}x_{1}x_{2}^{3}x_{2}^{2}x_{2}^{3}x_{2}^{4}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$x_{1}x_{2}x_{1}^{2}x_{1}^{2}x_{2}x_{1}x_{2}^{2}x_{2}^{3}x_{1}^{2}x_{2}^{2}x_{1}x_{2}^{3}$

1 $x_{1}$ $x_{2}$
$x_{1}^{2}$ $x_{1}x_{2}$

$x_{2}^{2}$

$x_{1}$

$x_{2}$

$x_{1}^{2}$ $x_{1}x_{2}$

$x_{1}x_{2}$
$x_{2}^{2}$

$x_{1}^{3}$ $x_{1}^{2}x_{2}$ $x_{1}x_{2}^{2}$

$x_{1}^{2}x_{2}$ $x_{1}x_{2}^{2}$ $x_{2}^{3}$

$x_{1}^{2}$

$x_{1}x_{2}$

$\iota$

$x_{1}^{2}$

$x_{1}^{3}$ $x_{1}^{2}x_{2}$

$x_{1}^{2}x_{2}$ $x_{1}x_{2}^{2}$

$x_{1}x_{2}^{2}$ $x_{2}^{3}$

$x_{1}^{4}$ $x_{1}^{3}x_{2}$ $x_{1}^{2}x_{2}^{2}$

$x_{1}^{3}x_{2}$ $x_{2}^{2}x_{2}^{2}$ $x_{1}x_{2}^{3}$

$x_{1}^{2}x_{2}^{2}$ $x_{1}x_{2}^{3}$ $x_{2}^{4}$

となる. これより, 例えば,

$E_{(1,1)}=$
’

となる.
は 0, 1 である.

したがって, 恒等式の両辺を比較することで, 以下の最適化問題を得る :

最大化 $p$ 制約
$-p=\mathrm{T}\mathrm{r}(VE_{0})$ , $c_{a}=\mathrm{T}\mathrm{r}(VE_{a})$ , $a\in A_{2r}\backslash \{0\}$ ,

(8)
$V[succeq] O$ .

この最適化問題 (8) は, 半正定値計画問題になっており, 主双対内点法を適用することで, こ

の問題 (8) の最大値を得ることができる. 補題 2.1 を利ffl $\mathfrak{s}._{-}-\Re=$後の変形は等価な変形なの

-p, (6) の関係から,
((2) の最 7J、値) $\geq$ ( (8) の最大 $\{\mathrm{g}\llcorner$ )



4

となる. このことから, (8) を解くことで, (2) の最小値の下限を求めることができる.
しかしながら, 半正定値計画問題 (8) における変数 $V$ は, $(\begin{array}{l}n+rr\end{array})\mathrm{x}(\begin{array}{l}n+rr\end{array})$の対称行列であり,

等式制約は, $(\begin{array}{l}n+2rn\end{array})$ あるので一や $r$ が大きくなると, (8) のサイズが大規模になり, 実用上,

最適値を求めることが困難になる.
この困難を克服するために, [7] では, $f$ の単項式の数, すなわち, $f$ のサポート $\mathcal{F}$ の要素数

が $A_{2r}$ の要素と比べて少ない多項式に対して, 得られる半正定値計画問題の規模を小さくす
る手法が提案されている. この手法は, $\mathcal{F}$ の情報から, $f(x)-p$ を多項式に 2 乗和にするの

に必要のない単項式を凶, から除くものである. そのようにして得られる単項式の集合を $\mathcal{G}^{*}$

とすると,
$f(x)-v=u_{r}(x:\mathcal{G}^{*})^{T}Vu_{r}(x:\mathcal{G}^{*})$

の両辺を比較することで, 得られる半正定値計画問題の規模が小さくなるのである. ここで,

$u_{r}(x:\mathcal{G}^{*})$ は縦ベクトルで, $\mathcal{G}^{*}=\{a_{1}, \ldots, a_{K}\}$ とすると, $u_{r}(x.:\mathcal{G}^{*})=(x^{a_{1}}, \ldots, x^{a_{K}})^{T}$ で

ある. この議論により, $\mathcal{G}^{*}$ という集合より大きく単項式の集合をとる必要がないことが分
かる.

しかしながら, [7] でも言及されそいるように, この手法では必ずしも半正定値計画問題の
サイズを小さくできるわけではない. 例えば, $f(x)= \sum_{i=1}^{n}x_{i}^{2r}$ の様な多項式を最小化する

場合, $\mathcal{G}^{*}=A_{r}$ となり, 得られる半正定値計画問題の規模は変わらない.

4 疎性を利用した半正定値計画緩和

前節では, (2) から得られる半正定値計画問題が大規模になることを述べた. この節では,

扱っている多項式 $f$ の構造を利用して, 得られる半正定値計画問題を小さくすることについ
て述べる.

$n$ 変数多項式 $f$ に対して, 以下の様に行列 $S\in \mathbb{R}^{n\mathrm{x}n}$ を構成する :

$S_{ij}=.\{$

$\star$ $0=i)$ ,
$\star$ a\in Fに対して $a_{i}\geq 1$ かつ $aj\geq 1$ ,
0 それ以外.

$\star$ は非ゼロ要素であることを表している. この行列 $S$ が疎行列のとき, $f$ を疎な多項式と呼

ぶことにする.

列 4.1 $f(x)= \sum_{i=1}^{n-1}(x_{i}^{4}+2x:x_{i+1}^{2}-x_{i+1}^{2})$ の場合, $S$ は,

12

$S=n321\{$

$\star$ $\star$

$\star$ $\star$

$\star$

3 $n$

$.\star\star.$

. $\cdot.\star.\cdot.\cdot$

$\star\star)$

となる.
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次に, この $S$ に対して, グラフ理論の結果を利用する. そのために, $S$ から無向グラフ $G=$

$(V, E)$ を以下の様に構成する :

頂点集合 $V$ $=$ $\{1, 2, \ldots, n\}$ ,

辺集合 $E$ $=$ $\{(\mathrm{i},j)|i,j\in V, S_{ij}=\star\}$ .

この様にできた無向グラフ $G$ に対して, 極大クリーク集合族 $\mathrm{C}=\{G_{1}, \ldots, C_{\ell}\}$ を取り出す.

これらのクリーク $C_{k}\subseteq V$ $(k^{\wedge}=1, \ldots, p)$ に対して $A_{r}^{C_{k}}=$ { $a\in$ ノレ $|a_{i}=0$ , $\forall i\not\in C_{k}$ } と

定めて,

$f(x)-p= \sum_{k=1}^{\ell}u_{r}(x:A_{r}^{C_{k}})^{T}V_{k}u_{r}(x:A_{r}^{C_{k}})$

という恒等式を構成する. 今, $C_{k}$ をクリークとしているので, 必ず任意の $a\in \mathcal{F}$ に対して

$x^{a}$ が $A_{2r}^{C_{k}}$ に属している. したがって, $f$ の単項式 $x^{a}$ は必ず, 恒等式の右辺にも現れる. こ

の恒等式に対して, 両辺を比較することで以下の半正定値計画問題を得ることができる :

最大化 $p$ 制約 $\{$

$c_{a}= \sum_{k=1}^{\ell}\mathrm{T}\mathrm{r}(V_{k}E_{k,a})$ , $a\in\cup^{l}A_{2r}^{C_{k}}\backslash \{0\}k=1$
’

. $p$

$-p= \sum_{k=1}\mathrm{T}\mathrm{r}(V_{k}E_{k,0})$
, $V_{1)}\ldots,$ $V_{\ell}[succeq] O$

(9)

なお, $E_{k,a}$ は, 行列 $u_{r}(x:A_{r}^{C_{k}})u_{r}(x:A_{r}^{C_{k}})^{T}$ の $x^{a}$ に対応する hf\epsilon ‘\Re 行列であり, 0 と 1 で構

成されている.

例 4.2 $f(x)= \sum_{i=1}^{n-1}(x_{i}^{4}+2x_{i}x_{i+1}^{2}-x_{i+1}^{2})$ に対して, 例 41 で求めた $S$ より, $\text{ク}$ り一 $\text{ク}$ $C_{k}$

は
$C_{k}=\{k, k+1\}$ , $(k=1, \ldots, n-1)$

となる. したがって, $\deg(f)=4$ なので $r=2$ となり,

$u_{r}(x:A_{r}^{C_{k}})=u_{2}(x:A_{2}^{C_{\mathrm{k}}})=(1,x_{k}, x_{k+1},x_{k}^{2},x_{k}x_{k+1}, x_{k+1}^{2})^{T}$

となる. このことから, 得られる半正定値計画問題 (9) の変数行列 $V_{k}$ のサイズ}よ 6 $\mathrm{x}6$ で

あり,

$k=1\mathrm{U}^{l}A_{2r}^{C_{\mathrm{k}}}=\{0,x_{1_{1}}\ldots, x_{n}, x_{1}^{2}, x_{2}^{2}, \ldots, x_{n}^{2}, x_{1}x_{2}, x_{2}x_{3}, \ldots, x_{k}x_{k+1}, \ldots, x_{n-1}x_{n}\}$

なので, 等式の数は, $3n$ となり, 工夫せずに得られる半正定値計画問題 (8) の規模と比べる

と, 問題の規模が減少していることが分かる.

しかしながら, 要素数が最大のクリークを見つけるのでさえ $\mathrm{N}\mathrm{P}$ 困難なので, 極大クリ –

クを全て見つけて, 恒等式を構成することが難しいことが分かる. そこで, 無向グラフ $G$ 力\

ら辺を付け足すことでコーダルグラフを作り, そのコーダルグラフから極大クリーク族を



$\mathrm{e}$

見つけるようにする. これは, コーダルグラフから容易に極大クリーク族を見つけることが
できるからである [3].
なお, 無向グラフ $G$ に辺を付け足すとあるが, これに関しても, 付け足す辺の数を最小に

することは $\mathrm{N}\mathrm{P}$完全であることが知られているので, コレスキー分解を利用している. 詳細

は, $[4, 14]$ を見て欲しい.
上の例 42 で示しているように, 極大クリーク族を利用することで得られる半正定値計画

問題 (9) の規模が小さくなっていることが分かるが, 一方, この様に規模を小さくすることは,

$\Sigma_{2r}’=\{g\in\Sigma_{2r}|g(x)=\sum_{k=1}^{l}g_{k}(x)^{2}.$ ’
$g_{k}$のサポートは $A_{r}^{C_{k}}\}$

とおけば, (5) において, $\Sigma_{2}r$ の代わりに $\Sigma_{2r}’$ を用いていることになる. したがって,

$\Sigma_{2r}’\subset\Sigma$ が成立するので,

((9) の最大値) $\leq$ ((8) の最大値) \leq ((2)-の最小値)

となる. つまり, 元の最小化問題 (2) の下界値を求める半正定値計画問題 (8) よりも悪い下

界値を得る可能性があるということである.

5 制約式のある多項式最適化問題に対する半正定値計画緩和
この節では, まず, (1) に対してどのように準正定値計画緩和 [8] を適用するかを [6] に基づ

いて議論する. 次に, 前節で提案した手法をどの様に用いるかについて述べ, 最後に, 得られ

る半面定値計画問題の双対問題に着目する.

5.1 半正定値計画緩和について

制約式がある場合は, 制約式がない最適化問題に変形して前節で説明した手法で半正定値
計画問題を導く. そこで, (1) に対して, 一般化 Lagrange 関数 $L(x, \psi)$ を定義する. 任意の

$oe\in \mathbb{R}^{n},$ $\psi\in\Sigma^{m}$ に対して,

$L(x, \psi)=f_{0}(x)-\sum_{j=1}^{m}f_{j}(x)\psi_{j}(x)$

ここで $\Sigma^{m}$ は前節で定義した多項式の集合 $\Sigma$ の $m$ 個の直積である. $\mathbb{R}^{m}$ の非負領域 $\mathbb{R}_{+}^{m}$ は,
$\Sigma^{m}$ の部分集合なので, $\psi$ として $\mathbb{R}_{+}^{m}$ の要素を選べば, $L(x, \psi)$ は, 最適化の分野で良く用い
られる Lagrange 関数に対応している.

$\psi$ を固定して, この一般化 Lagralzge 関数を最小化する以下の最適化問題を考える :

最小化 $L(x, \psi)$ 制約 $x\in \mathbb{R}^{n}$ .

この最小化問題の最小値を $p^{*}(\psi)$ とすると, 任意の $\psi\in\Sigma^{m}$ に対して,

$p^{*}(\psi)\leq$ ((1) の最小{直),



7

が成立する. このことから, 以下の不等式が成立することが分かる :

$\psi_{\in\Sigma^{m}x\in \mathbb{R}}^{\max \mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}_{n}L(x,\psi)}$

$=$
$\psi\in\Sigma^{m}\max p^{*}(\psi)\leq$

((1) の最小値). (10)

実は, [6] では, $\psi$ として, (1) の実行可能領域に対する罰金関数を選ぶことで, (10) における

不等号は等式に置き換わることを示している.
以上の議論より, (10) の左辺の最適化問題に, 半正定値計画緩和を施すことで (1) の下界

値または最小値を得ることができる.
次に, (10) の左辺の最適化問題に対する半正定値計画緩和について述べる. まず, $\psi$ を固

定して以下の最適化問題を考える :

最小化 $L(x, \psi)$ 制約 $oe\in \mathbb{R}^{n}$ .
この最適化問題は, 次の最適化問題と同じ最適値をとる :

最大化 $p$ 制約 $L(oe, \psi)-p\geq 0$ , $(\forall x\in \mathbb{R}^{n})$ .

この最適化問題において変数は $p$ のみで, 制約は, 「どの $x$ を選んでも不等式を満たす $p$ が

実行可能解」 , ということを意味している.
この最適化問題の制約に着目すると, これは, $\psi$ が固定されているので , $x$ に関する多項式

$L(x, \psi)-p$が全ての $x$ で非負の値をとる, とみなすことができる. つまり, $L(x, \psi)-p\in P$

である. 今, ここで, $P$ をより狭い集合 $\Sigma$ に置き換え, 次の最適化問題を得る :

最大化 $p$ 制約 $L(x, \psi)-p\in\Sigma$ .

ここで, $\psi$ を動かせば,

最大化 $p$ 制約 $L(x, \psi)-p\in\Sigma$ , $\psi=(\psi_{1}, \ldots, \psi_{m})\in\Sigma^{m}$ .

となる. ここで 補題 21 を利用するためには, $\Sigma$ や $\Sigma^{m}$ の要素に対して次数を制限しなくて

はならない. そのため, $L(x, \psi)-p$ の次数が $2r$ であると制限する. これにより, $2r$ になる

ように $\psi_{i}$ の次数を制限できる. なお, この Hま, $r\geq\lceil_{1}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}\{\deg(f_{j})\}/2\rceil$ を満たす整数であれ

ば自由にとることができる. . $L(x, \psi)-p$ の次 .- が $2r$ になるように, $\psi_{j}$ の次数を $r_{j}$ と制限し

て, 補題 21 を適用すれば, この最適化問題は, 以下のようになる :

最大化 $p$ 制約
$L(x, \psi)-p=u_{r}(x)^{T}Wu_{r}(x)$ , $(\forall x\in \mathbb{R}^{n}),$ $W[succeq] O$

$\psi_{j}(x)=u_{r_{j}}(x)^{T}V_{j}u_{r_{j}}(x)$, $(j=1, \ldots, m,\forall x\in \mathbb{R}^{n}),$ $V_{j}[succeq] O$

この最適化問題において, $\psi_{j}$ を $L(oe, \psi)$ に代入すれば,

最大化 $p$ 市 1約
$f(x)- \sum_{i=1}^{m}f_{j}(x)u_{r_{j}}(x)^{T}V_{j}u_{r_{j}}(x)-p=u_{r}(x)^{T}Wu_{r}(x)\}$ $(\forall x\in \mathbb{R}^{n})$

1, $V_{j}[succeq] O$ .
(11)

を得る. なお, この最適化問題では, $W,$ $V\mathrm{i},p$が変数である. この最適化問題の制約は $x$ に

関する恒等式なので, 両辺を比較すると, $W,$ $Vj,p$ に関する線型方程式を得る, したがって,

(1) の半正定値計画緩和を施すことによって, 以下の半正定値計画問題を得る :

最大化 $p$ 制約 $\{$

$W,$ $Vj,p$ に関する線形方程式系,
$W$ , 7よ。

(12)



$\epsilon$

この最適化問題は, $r$ を 1 つ定めることで, 半正定値計画問題 (12) を 1 つ構成することがで

きる. この半正定値計画問題を得るために, 72 を $\Sigma$ に, $\Sigma$ を $\Sigma_{r}$ や $\Sigma_{r_{j}}$ という部分集合に置き

換えたので, (12) の最大値を $p_{r},$ (1) の最小値を $p^{*}$ とおくと,

$p_{r}\leq p^{*}$ $(\forall r)$

という不等式が成立する. また, $\Sigma_{r}\subset\Sigma_{r+1}$ という関係が成立するので,

$p_{r}\leq p_{r+1}$ $(\forall r)$

が成立することがわかる. 実は, [8] では, ある仮定を満たすとき, 次の式が成り立つことが示
されている :

Jリミm巳 $p_{r}=p^{*}$

また, [8] ではいくつかのテスト問題 [2] に対して $r=2,3$ で最適値が得られていることを紹
介している.
このように, 二二定値計画緩和は, 理論的には非常に強力であるが, 一方で, 変数の数が 15

を越えると得られる二丁定値計画問題が大規模になり解くのに非常に時間がかかるので, 大
規模な多項式最適化問題 (1) に対しては, 半正定値計画緩和がうまく働かないことが想像で
きる, そこで, 前節で提案した, 習性を利用した半正定値計画緩和を適用して, 高速に最 $/\mathrm{J}\backslash$値

やその下界値が求められることを次節で述べる.

52 疎性を利用した半白定値計画緩和

この節では, 疎性を持った多項式最適化問題 (1) に対して, 疎性を利用することで, 半正定

値計画緩和で得られる二二定値計画問題よりサイズの小さい半正定値計画問題を導けること
を述べる. なお, この節の詳細は [6] にある.

半正定値計画問題のサイズが大きくなった理由は, $u_{T}(x)$ の要素数が多くなり, $W,$ $V_{j}$ のサ

イズが大きくなるからである. そこでまず, $\Sigma_{r_{j}}$ の部分集合 $\overline{\Sigma_{r_{j}}}$ を以下の様に定義し, $\psi_{j}\in\Sigma_{r_{j}}$

を $\psi_{j}\in\overline{\Sigma_{r_{j}}.}$ に置き換えて門門定値計画問題を導く :

$\overline{\Sigma_{r_{j}}}.=\{p\in\Sigma_{r}|p=\sum_{k=1}^{K}q\kappa.(x)^{2},$ $q_{k}$のサポート ま $A_{r_{j}}^{F_{f}}\}$

ここで, $Fj$ は, $fj$ のサポート $\mathcal{F}j$ に対して, $Fj=$ { $k|$ ある $a\in \mathcal{F}_{j}$に対して $a_{k}\geq 1$ } と定めた
添字集合である. 例えば, $f_{1}(x)=1-x_{1}^{2}-x_{2}x_{5}$ ならば,

$\mathcal{F}_{1}=\{(0,0,0,0,0), (2,0,0,0,0), (0,1,0,0,1)\}$

であるから, $F_{1}=\{1,2,5\}$ である. このように制限することで, $V_{j}$ のサイズを小さくするこ

とができる. しかし, $L(x, \psi)-p$ に対するこの $F_{j}$ ような添字集合は? $\{1, 2, \ldots,n\}$ となるの

で同様に $W$ のサイズを小さくすることはできない. そこで 疎性を利用してサイズを小さ
くする方法を述べる. まず, (1) に対する行列 $S$ を以下の様に定義する :

$S_{ij}=\{$

$\star$

$\star$

$\star$

0

$\mathrm{i}=j$ ,
$a\in F_{0}$ {こ対して $a_{i},$ $a_{j}\geq 1$ ,
ある \ell }こ対して $i,$ $j\in F_{f}$ ,
それ以外.
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この様に定義された $S$ が疎行列のとき, (1) は疎であると呼ぶことにする.
この $S$ に対して無向グラフ $G$ を構成し, 極大クリーク族を $C=\{C_{1}, \ldots, C_{l}\}$ とする. こ

れを用いて, (11) に現れる恒等式を, 以下の恒等式に置き換える :

$f_{0}(x)- \sum_{j=1}^{m}f_{j}(oe)u_{r_{j}}(x:A_{r_{j}}^{F_{j}})^{T}V_{j}u_{r_{j}}(x:A_{r_{j}}^{Fg})-p=\sum_{k=1}^{\ell}u_{r}(x:A_{r}^{C_{k}})^{T}W_{k}u_{r}(x:A_{J}^{C_{\mathrm{k}}})$ , $(\forall x\in \mathbb{R}^{n})$

この両辺を比較することで, 行列 $W_{k},$ $V_{j}$ と $p$ に関する線形方程式系を得ることができる,

以上より, 得られる半正定値計画問題は 7

最大化 $p$ 制約 $\{$

$Wk,$ $Vj,P\sigma \mathit{3}$線型$x$程式鼠
$W_{k},$ $V_{j}[succeq] O$

(13)

となる.

この駅亭定値計画問題 (13) を導くために, $\Sigma_{r}$ の部分集合 $\Sigma_{r_{j}}$ や極大クリーク族 $C$ を用い

て半正定値計画問題を構成しているので, 平帯定値計画問題 (13) の最大値を $\tilde{Pr}$ とすると, 任

意の Hこ対して,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\leq\overline{p_{r+1}}$ や $\tilde{Pr}\leq p_{r}\leq p^{*}$

が成立するが,
$\lim_{rarrow\infty}\tilde{p_{r}}=p^{*}$

が成立することは, わからない.

53 半正定値計画緩和で導かれる問題の双対問題

半正定値計画問題 (12) や (13) の双対問題が, 妥当不等式や線形化という技術を利用する
ことで導出されることを以下で述べる.
まず, 多項式最適化問$\text{題}$ (1) に対して, 妥当不等式を追加する. 妥当不等式とは, $\mathbb{R}^{n}$ 全体また

は考えている実行可 $\mathfrak{F}\rceil\Re 1\mathrm{J}_{-}\Re \text{全体で成立する_{}\overline{J\mathrm{L}}\epsilon \text{な不等式であり}}$, 例えば $u_{r}(x)u_{r}(x)^{T}[succeq] O$

は全ての $x\in \mathbb{R}^{n}$ で成立するので, 妥当不等式である. さらに, $f_{j}(x)\geq 0$ を満たす x\leftarrow ま,

$f_{j}(x)u_{r_{j}}(x)u_{r_{j}}(x)^{T}[succeq] O$ も $.\text{満}\backslash \backslash$たすので, 妥当不等式であるそこで, これらを ffl-x\mbox{\boldmath $\tau$} 適化

問題 (1) に追加する. これにより得られる最適化問題は以下の様になる :

最小化 $f_{0}(x)$ 制約 $\{$

$f_{j}(x)u_{r_{j}}(x)u_{r_{j}}(x)^{T}[succeq] O$ , $(j=1, . . . , m)$

$u_{\tau}.(x)u_{r}(x)^{T}[succeq] O$

この最適化問題の実行可能領域は (1) と同じなので, この最適化問題の最小値と, (1) の最 $/l\backslash$

値は一致している. なお, $r_{j}$ は, $fj(x)u_{r_{j}}(x)u_{r_{j}}(x)^{T}[succeq] O$ に現れる単項式の最大次数が $2r$

以下になるように, $rj$ を定める.

次に, 単項式 $x^{a}$ を y。と置き換える. これを線形化と呼ぶ. 例えば, ur(x)ur(x)7\sim ま,

$u_{r}(x)u_{r}(x)^{T}=E_{0}+$ $\sum$ $E_{a}x^{a}$

$a\in A_{2r}\backslash \{0\}$
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なので, 線形化すると,

$E_{0}+ \cdot\sum_{a\in A_{2r}\backslash \{0\}}E_{a}y_{a}$

となる. 同様に, $f \mathrm{o}(x)=\sum_{a\in \mathcal{F}0}c_{a}x^{a}$ に対しては, $\sum_{a\in \mathcal{F}0}c_{a\frac{\{}{}a}$である. (5.3) に対して線

形化することよって, 以下の最適化問題を得る :

最小化 $\sum \mathrm{c}_{a}y_{q}$ 制約 $\{$

$a\in \mathcal{F}0$

$D_{j,0}+ \sum_{a\in A_{2r}\backslash \{0\}}D_{j,a}y_{a}[succeq] O$ , $(j=1, \ldots, m)$

$E_{0}+ \sum_{a\in A_{2r}\backslash \{\mathrm{O}\}}E_{a}y_{a}[succeq] O$ , $x^{a}=ya$ ’
$(\forall a\in A_{2r})$

(14)

ここで, $D_{j,0}$ や,Dj,。は, $f_{j}(x)u_{r_{j}}(x)u_{r_{j}}(x)^{T}$ を線形化して得られる定数行列である.
最後に, xa=y。という制約を除くことで, (12) の双対問題を導くことができる.
また, $u_{r}(x)u_{r}(x)^{T}[succeq] O$ を $u_{r}(x:A_{r}^{C_{k}})u_{r}(x:A_{r}^{C_{k}})^{T}[succeq] O$, $(k=1, \ldots,\ell)$ で置き換え,

. $f_{j}(x)u_{r_{j}}(x)u_{r_{j}}(x)^{T}[succeq] O$ を $fj(x)u_{r}(x:A_{r_{j}}^{F_{j}})u_{r}(x:A_{r_{j}}^{F_{j}})^{T}[succeq] O$で置き $\text{換}\dot{\lambda}$ることで, 線形

化することで得られる半正定値計画問題は, 半正定値計画問題 (13) の双対問題になっている.

6 数値実験

この節では, テスト問題 [5] に対して Lasserre によって提案された半正定値計画緩和と, 疎
性を利用した半年定値計画緩和をそれぞれ適用することで, これらの計算効率を比較する.

そのために, まず, 得られた最適値の精度や (12) や (13) の最適解からどの様に (1) の最適解

の候補を取り出す方法を述べる. 次に, 数値実験の結果を述べる. なお, 詳細は [14] を見て欲
しい.

6.1 得られた最適値の精度について

まず, どのように, (12) や (13) の最適解から (1) の最適解の候補を取り出すかについて述
べる. (1) の目的関数 $f\mathrm{o}(x)$ に対して, 十分小さい $\epsilon>0$ に対して, $||p||1\leq\epsilon$ を満たす $p\in \mathbb{R}^{n}$

を用いて, $f\mathrm{o}(x)+p^{T}x$ と
$\circ$

置き換えて, 半語定値計画緩和を適用する. これにより, (1) の最

適解が一意になり, 得られた半正定値計画問題の最適解 $y^{*}$ に対して $\tilde{x}=$ $(y_{e_{1}}^{*}$ , . .. , $y_{e_{n}}^{*})^{T}$ と

すると, $\tilde{x}$ は, $f\mathrm{o}(x)+p^{T}x$ を目的関数とする (1) の最適解の候補となり, $fo(\overline{x})+p^{T}\overline{x}$ と半

正定値計画問題の最適値が等しければ, $\overline{x}$ を $f_{0}(x)-+p^{T}.x$ を目的関数とする (1) の最適解と

みなすことができる [14].
次に, このベクトル $\overline{x}$ を $f_{0},$ $f_{j}$ に対して以下のように定める :

$\frac{|f_{0}(\overline{x})+p^{T}\tilde{x}-\backslash +!\mathrm{j}\mathrm{E}\text{定}\{_{\overline{\llcorner}}^{\mathrm{g}_{\not\subset}^{\underline{arrow}}\mp \mathrm{R}}\prime\cup\#\circ 5\text{題}\mathrm{f}\text{の_{}\acute{\mathrm{f}\mathrm{l}}\grave{\mathrm{J}}\mathrm{E}1_{\mathrm{L}}^{\mathrm{g}}|}^{\Xi}}{\max 1,|f_{0}(\tilde{x})+p^{T}\tilde{x}|}$

$\epsilon_{\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{j}}$
$=$

$\overline{\mathrm{m}^{1},}$

$\epsilon_{\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}}$ $=$
$\min_{1\leq j\leq m}\{f_{j}(\tilde{x})\}$

また, もし (1) が等式制約 $h_{k}(x)=0$ $(k=1, \ldots s)\}$ を持っていれば,

$\epsilon_{\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}}$ $=$ $\min\{fj(\overline{x}) (j=1, \ldots, m), -|h_{k}(\overline{x})| (k ; 1, ..., s)\}$
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とする. この時, $\epsilon_{\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{j}}$
と $\epsilon \mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{a}s$ が十分 0 に近ければ, $\overline{x}$ は目的関数を $f_{0}(oe)+p^{T}x$ として (1) の

最適解と認識することができる. ここで, $p$ は十分ノルムが小さくなるようにとっているの

で, あは (1) の最適解に近い, 近似解と見ることができる.

62 数値実験の結果

この数値実験では, $||p||_{1}<1.0*10^{-5}$ とした. また, よりよい近似解を得るために, $F_{i}$ で

はなく, $Fj$ を含むようなクリーク $C_{i_{1}},$
$\ldots,$

$C_{\mathrm{i}_{q}}$ を用いて, $\mathrm{u}_{k=1}^{q}C_{i_{k}}$ を利用して,

$\overline{\Sigma_{r_{j}}}=\{p\in\Sigma_{r}|p=\sum_{\ell=1}^{K}ql(x)^{2},$ $q\ell$のサポートは Ar\cup ipk${}_{=1}C_{k_{\mathrm{j}}}\}$

とした.

さらに, [7] で議論されている手法と, ズケーリングを行って, 数値的不安定をできるだけ
起こさないようにしている [14].
次に制約式がない場合 (2) と制約式がある場合 (1) に分けて数値実験の結果を述べること
にする. なお利用した計算機の CPU は $2.4\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z}$ AMD Opteron でメモリーが 8OGB である.

また, 半正定値計画問題を解くために, SeDuMi L05[13] を利用している.

63 制約式がない場合

テスト問題として, 以下の関数を利用した :. Broyden tl.idiagonal 関数 [9]

$f_{0}(x)$ $=$ $((3-2x_{1})x_{1}-2x_{2}+1)^{2}+ \sum_{i=2}^{n-1}((3-2x_{i})x_{i}-x_{i-1}-2x_{i+1}+1)^{2}$

$+((3-2x_{n})x_{n}-x_{n-1}+1)^{2}$ .

. chained Wood 関数 [1]:

$f_{0}(x)$ $=$ $1+ \sum_{i\in J}(100(x_{i+1}-x_{i}^{2})^{2}+(1-x_{i})^{2}+90(x_{i+3}-x_{i+2}^{2})^{2}+(1-x_{i+2})^{2}$

$+10(x_{i+1}+x_{i+3}-2)^{2}+0.1(x_{i+1}-x_{i+3})^{2})$ ,

ただし, $J=\{1,3,5, \ldots, n-3\}$ で $n$ は 4 の倍数.

. generalized Rosenbrock 関数 [10]:

$f_{0}(x)=1+ \sum_{i=2}^{n}\{100(x_{i}-x_{i-1}^{2})^{2}+(1-x_{i})^{2}\}$ .

これらの関数に対して半正定値計画問題を適用した結果を以下の表 1 にまとめる. なお, 表

中の cl.str は, 行列 $S$ から得られるクリークの $\lambda \mathrm{g}_{\grave{\mathrm{J}}}\mathrm{g}$ を表し, 例えば, 4 $*3_{-}+5*2l\mathrm{h}$ , 要素数 4

のクリークが 3 と, 要素数 5 のクリークが 2 つ生成されたことを意味している. 表 1 から分

かる通り, 高速に (2) の最適値が得られていることがみてとれる.
また, 次の関数を利用して, 疎性を利用しない半正定値計画緩和と比較する :
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表 1: テスト問題に対する結果

. chained singular 関数 [1]:

$f_{0}(x)$ $=$ $\sum_{i\in J}((x_{i}+10x_{i+1})^{2}+5(x_{i+2}-x_{i+3})^{2}+(x_{i+1}-2x_{i+2})^{4}+10(x_{i}-10x_{i+3})^{4})$

ただし, $J=\{1,3,5, \ldots, n-3\}$ で n\sim よ 4 の倍数.. Broyden banded 関数 [9]:

$f_{0}(x)= \sum_{i=1}^{n}(x_{i}(2+5x_{i}^{2})+1-\sum_{j\in J_{i}}(1+x_{j})x_{j})2$

ただし, $J_{i}= \{j|j\neq i, \max(1, \mathrm{i}-5)\leq j\leq\min(n, i+1)\}$.
数値実験は以下の表 2 のようになった. 表 2 において, $\epsilon_{\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{j}}$ は, 疎性を利用する半正定値計画

表 2: chained singular 関数と Broyden banded 関数に対する結果

緩和による最適値の精度を表しており, (9) の列は, 疎性を利用する半正定値計画緩和による
CPU蒔間を表している. また, (8) の列は, 疎性を利用しない半正定値計画緩和による CPU
時間表している. この表から, 疎性を利用することで, 非常に高速に精度の良い最適値が得
られることが分かる.

64 制約式がある場合

テスト問題として, [5] にある問題の中から数問を選んで, 疎性を利用する半正定値計画緩
和と利用しない半正定値計画緩和を適用した.
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表 3:[5] にある問題に対する結果

なお, 表中で h.ac は, $1.0*10^{-9}$ より小さな値であることを意味している. また, $\epsilon_{\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}}’$ は,

(1\succ こ対して, スケーリングした最適化問題に対する $\epsilon_{\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}}$ の値である. 表 3 では, (12) の列が

疎性を利用しない半正定値計画緩和の, (13) の列が疎性を利用する半正定値計画緩和の結果
である. 疎性を利用する場合, 多くの問題を高速に解いているが, $\mathrm{e}\mathrm{x}5_{-}2_{-}2_{-}2$-casel の様に, 疎

性を利用しない方が高速に求められる場合もあるのがわかる.

7 おわりに

本稿では, まず, Lasserre によって提案された, 多項式最適化問題に対する半正定値計画緩
和と, 疎性を利用して高速に解く手法を提案した. 数値実験をまとめた表を見ても分かるよ
うに, 疎性のある多項式最適化問題に対しては, 疎性を利用することで数倍から数十倍高速
に解くことができた.
今後の課題は, 収束性の証明や, 等式が入っている場合に, 得られる最適解の精度が悪い場

合があるので, その改善する必要がある. また, 提案した疎性を持たない場合の工夫も考え
る必要がある.
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