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埼玉大学理学部数学科 太田 雅人 (Masahito Ohta)

Department of Mathematics, Faculty of Science
Saitama University

本稿は, Mathieu Colin(Universite’Bordeaux I) との共同研究 [3] に基づく.

\S 1. 序

本稿では, derivative nonlinear Schr\"odinger equation (DNLS):

$i\partial_{t}u+\partial_{x}^{2}u+i\partial_{x}(|u|^{2}u)=0$ , $(t, x)\in \mathbb{R}\mathrm{x}\mathbb{R}$ (1)

の孤立波解の安定性について考える. DNLS はプラズマ物理などに現れ
る (たとえば [13, 14]). また, 完全可積分系であることも知られている (た

とえば $[10, 11])$ が, 本稿では, その観点は用いない. DNLS に対する初期

値問題は, ソボレフ空間 $H^{1}(\mathbb{R})$ において時間局所的に適切である. また,

初期データ $u_{0}\in H^{1}(\mathbb{R})$ が $||u_{0}||_{L^{2}}^{2}<2\pi$ をみたせば, DNLS の解は時間大
域的に存在することが知られている $([7, \mathrm{S}, 9,19])$ が, $||u_{0}||_{L^{2}}^{2}\geq 2\pi$ のとき

有限時間で爆発する解が存在するかどうかは未解決である, 本稿には必

要ないが, DNLS に対する初期値問題の $H^{s}(\mathbb{R})$ における適切性は $s<1$

のときにも調べられている ([1, 21, 22]).

さて, DNLS(1) は, $u_{\omega,\mathrm{c}}(t, x)$

$= \phi_{\omega,\mathrm{c}}(x-ct)\exp\{\mathrm{i}\omega t+\mathrm{i}\frac{c}{2}(x-ct)-\frac{3}{4}\dot{\iota}$ $I_{-\infty}^{x-ct}|\phi_{\omega,c}(\eta)|^{2}d\eta\}$ (2)

数理解析研究所講究録 1464巻 2006年 8-19



9

という形の孤立波解をもつことが知られている. ここで, $(\omega, c)\in \mathbb{R}^{2}$ ,
$c^{2}<$伽で

$\phi_{\omega,c}(x)=\{$ $\frac{\sqrt{\omega}}{4\omega-c^{2}}\{\cosh(\sqrt{4\omega-c^{2}}x)-$ $\frac{c}{2\sqrt{\omega}}\}]-1/2$ . (3)

また, $\phi_{\omega,c}$ は

$- \partial_{x}^{2}\phi+(\omega-\frac{c^{2}}{4})\phi+\frac{c}{2}|\phi|^{2}\phi-\frac{3}{16}|\phi|^{4}\phi=0$ , $x\in \mathbb{R}$ (4)

の正値解であることに注意する. ここで, 本稿の主結果を述べる.

定理 1 $c^{2}<4\omega$ をみたす任意の $(\omega, c)\in \mathbb{R}^{2}$ に対して, DNLS (1) の孤

立波解 $u_{u)c},(t)$ は軌道安定である. すなわち, 任意の $\epsilon>0$ に対して, 次の

性質をみたす $\delta>0$ が存在する : $u_{0}\in H^{1}(\mathbb{R})$ が $||u_{0}-u_{\omega,c}(0)||_{H^{1}}<\delta$ を

みたすならば, $u(0)=u_{0}$ なる DNLS (1) の解 $u(t)$ は時間大域的に存在し

$\sup_{t\geq 0}\inf_{(\theta,y\mathbb{R}^{2}}||u(t)-e^{i\theta}u_{\omega,c}$ ( $t,$ $\cdot$ 十 $y$ ) $||_{H^{1}}<\in$ .

注 I Guo and Wu [6] は, $c<0$ かつ $c^{2}<4\omega$ のとき, $u_{=c}(t)$ の軌道

安定性を示しているが, $c\geq 0$ の場合は考察されていない.
$\lfloor$

「$6$] の証明は,

Grillakis, Shatah and Strauss[5] の一般論と線形化作用素のスペクトル

解析に基づいているが, 軌道安定性の十分条件を与える定理 ([6, Theorem

2]) の証明は明確に書かれていない. 本稿の目的は, 孤立波に関連する変

分法を用いて, 定理 1 を示すことである. その証明では, 線形化作用素の

スペクトル解析は用いない.

注 2 $w_{\omega,c}(t, x)=e^{i(\omega-c^{2}/4)t}\phi_{\omega,\mathrm{c}}(x)$ は

$i \partial_{l}w+\partial_{x}^{2}w-\frac{c}{2}|w|^{2}w+\frac{3}{16}|w|^{4}w=0$

の孤立波解である. $w_{\omega,c}(t)$ は, $c<0$ のとき, 任意の $\omega>c^{2}/4$ に対して軌

道安定であり, $c\geq 0$ のとき, 任意の $\omega>c^{2}/4$ に対して軌道不安定である

([17]). 実際

$||\phi_{\omega,\mathrm{c}}||_{L^{2}}^{2}=\mathrm{S}\tan^{-1}\sqrt{\frac{2\sqrt{\omega}+c}{2\sqrt{\omega}-c}}$
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より, $\omega\mapsto||\phi_{\omega,\mathrm{c}}||_{L^{2}}^{2}$ は, $c<0$ のとき狭義単調増加, $c>0$ のとき狭義単調

減少だから, Grillakis, Shatah and Strauss [5] の一般論より, $c\neq 0$ のと

きの軌道安定性・不安定性が従う, また\sim $\geq 0$ のときは, 軌道不安定性よ

り強く, $w_{\omega,c}(t)$ は爆発不安定であることが知られている $([23, 1\mathrm{S}])$ .
注 3 すでに述べたように, 初期データ $u_{0}\in H^{1}(\mathbb{R})$ が $||u_{0}||_{L^{2}}^{2}<2\pi=$

$||\phi_{\omega,0}||_{L^{2}}^{2}$ をみたせば, DNLS (1) の解は時間大域的に存在することが知ら

れているが, $||u_{0}||_{L^{2}}^{2}\geq 2\pi$ のとき有限時間で爆発する解が存在するかどう

かは未解決である任意の $t\in \mathbb{R}$ に対して, $||u_{\omega,c}(t)||_{L^{2}}^{2}=||\phi_{\omega,c}||_{L^{2}}^{2}$ であ

り, $c<0$ のとき $||\phi_{\omega,\mathrm{c}}||_{L^{2}}^{2}<2\pi$. また, $c>0$ のとき $2\pi<||\phi_{\omega,c}||_{L^{2}}^{2}<4\pi$

である. 定理 1 より, $c\geq 0$ のときも DNLS (1) の孤立焼物 $u_{\omega,c}(t)$ は軌

道安定だから, その近傍から出発した解は時間大域的に存在することが分

かる.

以下, 定理 1 の証明の概略を述べるが, 詳細については [3] を参照して

いただきたい. $\sigma-$

\S 2. Gauge 変換

後の都合上, DNLS (1) を一般化した形の方程式

$\mathrm{i}\partial_{t}u+\partial_{x}^{2}u+i\lambda|u|^{2}\partial_{x}u+\mathrm{i}\mu u^{2}\partial_{x}\overline{u}\text{十}a|u|^{2}u+b|u|^{4}u=0$ (5)

について考える. ここで, $\lambda,$
$\mu,$ $a,$ $b\in \mathbb{R}$ . DNLS (1) は, (5) において

$\lambda=2,$ $\mu=1,$ $a=b=0$ とした場合である.
$\nu\in \mathbb{R}$ に対して, 非線形の gauge 変換 $G_{\nu}$ : $H^{1}(\mathbb{R})arrow H^{1}(\mathbb{R})$ を

$G_{\nu}(u)(x)=u(x) \exp(\nu i\int_{-\infty}^{x}|u(\eta)|^{2}d\eta)$ (6)

と定義する. このとき, $v(t)=G_{\nu}(u(t))$ により, (5) は係数は異なるが, 同
じ形の方程式

$\mathrm{i}\overline{\sigma}tv+\partial_{x}^{2}v+\mathrm{i}\tilde{\lambda}|v|^{2}\partial_{x}v$ 十 i\mu \tilde v2\partial xv- 十 $a|v|^{2}v$ 十 $\tilde{b}|v|^{4}v=0$ (7)

に変換される. ここで,

$\tilde{\lambda}=\lambda-2\nu$, $\tilde{\mu}=\mu-2_{l/}$, $\tilde{b}=b$ 十 $\nu(\nu+\frac{\lambda}{2}-\frac{3}{2}\mu)$
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Gauge 変換 (6) は, 微分型非線形 Schr\"odinger 方程式 (5) に対して広く用

いられ (たとえば [7, 8, 9, 19, 21, 22]), その目的に応じて, 変換後の方程

式 (7) の係数が都合がよくなるようにパラメータ $\nu$ が選ばれる.

ここでは, まず, $v(t)=G_{1/2}(u(t))$ により, DNLS (1) を

$\mathrm{i}\partial_{t}v+\delta|v+\mathrm{i}|v|^{2}\partial_{x}v=0$ (8)

に変換する. このとき, エネルギー $E$ を

$E(v)= \frac{1}{2}||\partial_{x}v||_{2}^{2}+\frac{1}{4}{\rm Im}\int_{\mathbb{R}}]v|^{2}\overline{v}\partial_{x}vdx$

と定めると, (8) はハミルトン形 $\partial_{t}v=$ -iE’(のに書け, 孤立波解の安定

性を議論するのに都合がよい. また, 電荷 $Q$ と運動量 $P$ を

$Q(v)= \frac{1}{2}||v||_{2}^{2}$ , $P(v)=- \frac{1}{2}{\rm Im}\int_{\mathbb{R}}\overline{v}\partial_{x}vdx$

と定めると, $E,$ $Q$ , P- は (8) の保存量であることが分る.

次に, (8) の $v(t, x)=e^{i\omega t}\varphi(x-ct)$ という形の孤立波解について考え

る. ここで, $(\omega, c)\in \mathbb{R}^{2}$ で, $\varphi\in H^{1}(\mathbb{R})$ は

$-\partial_{x}^{2}\varphi+\omega\varphi+\mathrm{i}c\partial_{x}\varphi-\mathrm{i}|\varphi|^{2}\partial_{x}\varphi=0$, $x\in \mathbb{R}$ (9)

の非自明な解である. また, 汎関数 $S_{\omega,\mathrm{c}}$ : $H^{1}(\mathbb{R})arrow \mathbb{R}$ を

$S_{\omega,c}(v)=E(v)$ 十 $\omega Q(v)$ 十 $cP(v)$

$=$ $\frac{1}{2}||\partial_{x}v||_{2}^{2}\text{十}\frac{\omega}{2}||v||_{2}^{2}-\frac{c}{2}{\rm Im}\int_{\mathbb{R}}\overline{v}\partial_{x}vdx\text{十}\frac{1}{4}{\rm Im} f_{\mathbb{R}}|v|^{2}\overline{v}\partial_{x}v.dx$

と定めると, (9) は $S_{\omega,c}’(\varphi)=0$ とかける. よって, $S_{\omega,c}$ の非自明な臨界点

全体を \mbox{\boldmath $\varphi$},。とおくと, $\varphi\in \mathcal{G}_{\omega,c}$ ならば, $e^{i\omega t}\varphi(x-ct)$ は (8) の孤立波解で

ある. ここで, (9) の解の構造を調べるために, (9) を

$\phi(x)=G_{1/4}(\varphi)(x)\exp(-\frac{c}{2}\mathrm{i}x)$ (10)

により

$-\partial_{x}^{2}\phi$ 十 $( \omega-\frac{c^{2}}{4})\phi$ 十 $\frac{1}{2}$ ${\rm Im}( \overline{\phi}\partial_{x}\phi)\phi+\frac{c}{2}|\phi|^{2}\phi-\frac{3}{16}|\phi|^{4}\phi=0$ (11)
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に変換する. $c^{2}<4\omega$ のとき, (3) で与えられる $\phi_{\omega,c}$ は (4) の正野望だか

ら, $\phi_{\omega,c}$ は (11) の解でもある. よって,

$\varphi_{\omega,c}(x)=\phi_{\omega,c}(x)\exp(\frac{c}{2}\mathrm{i}x-\frac{\mathrm{i}}{4}\int_{-\infty}^{x}|\phi_{\omega,\mathrm{c}}(\eta)|^{2}d\eta)$ (12)

は (9) をみたす. よって, $v_{\omega,c}(t, x):=e^{\dot{0}\omega t}\varphi_{\omega,c}(x-ct)$ は (8) の孤立波罫

であり, (2) で与えられる $u_{\omega,c}(t)=G_{-1/2}(v_{\omega,c}(t))$ は DNLS (1) の孤立波

解であることが確かめられた.

注 上の議論では, 実数値解に対しては, (4) と (11) が同値であることを

用いたが, 一般に, (11) の解 $\phi\in H^{1}(\mathbb{R})$ は (4) をみたす. 実際 $f={\rm Re}\phi$ ,
$g={\rm Im}\phi$ ,

$A( \phi)=(\omega-\frac{c^{2}}{4})+\frac{1}{2}{\rm Im}(\overline{\phi}\partial_{x}\phi)$ 十 $\frac{c}{2}|\phi|^{2}-\frac{3}{16}|\phi|^{4}$

とおくと, $A(\phi)$ は実数値関数だから, $f”=A(\phi)f,$ $g”=A(\phi)g$ をみたす.

また, ${\rm Im}(\overline{\phi}\partial_{x}\phi)=fg’-f’g$ だから, $\partial_{x}{\rm Im}(\overline{\phi}\partial_{x}\phi)=fg’’-f’’g=0$ . さら
に, $\phi\in H^{1}(\mathbb{R})$ だから, ${\rm Im}(\overline{\phi}\partial_{x}\phi)\equiv 0$ となり, $\phi$ は (4) をみたすことが示
された 8

$H^{1}(\mathbb{R})$ に属する (4) の非自明な解は, 平行移動と偏角の違いを除いて
一意的だから, 上の議論と合わせて, 次の命題を得る.

命題 2 $c^{2}<4\omega$ のとき

$\mathcal{G}_{\omega,\mathrm{c}}=$ { $e^{i\theta}\varphi_{\omega,c}$ (. 十 $y$ ) : $(\theta,$ $y)\in \mathbb{R}^{2}$ }.

$G_{\nu}$ ; $H^{1}(\mathbb{R})arrow H^{1}(\mathbb{R})$ は同相写像だから, (1) の孤立官倉 $u_{\omega,c}(t)=$

$G_{-1/2}(v_{\omega,c}(t))$ の安定性は, (8) の孤立波面 $v_{\omega,\mathrm{c}}(t)$ の安定性に帰着される.

\S 3. $v_{\omega,c}(t)$ の安定性

この節では, (8) の孤立波解 $v_{\omega_{1}c}(t, x)=e^{i\omega t}\varphi_{\omega,c}$ (x-ct) の軌道安定性につ
いて考える. 以下, $c^{2}<4\omega$ なる $(\omega, c)\in \mathbb{R}^{2}$ に対して, $d(\omega, c)=S_{\omega,c}(\varphi_{\omega,c})$

とおく. この関数 $d(\omega, c)$ を用いて, 軌道安定性の十分条件を与える.
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定理 3 $c_{0}^{2}<4\omega_{0}$ とする. $\langle$ $d’(\omega_{0}, c_{0}),$ $\xi\}\neq 0$ かつ $\langle d’’(\omega_{0}, c_{0})\xi, \xi\rangle>0$ を

みたす $\xi\in \mathbb{R}^{2}$ が存在するならば, (8) の孤立波解 $v_{u\prime 0,\mathrm{c}_{0}}$
$(t)$ は軌道安定で

ある.

ここで, $S_{\omega,c}’(\varphi_{\omega,c})=0$ より, 0, $d(\omega, c)=Q(\varphi_{\omega,c})>0,$ $\partial_{c}d(\omega, c)=$

$P(\varphi_{\omega,c})$ に注意する. 定理 3 の系として, 次の十分条件を得る.

系 4 $c_{0}^{2}<$ 沖 0 とする. $\det[d’’(\omega_{0}, c_{0})]<0$ または $\partial_{\omega}^{2}d(\omega_{0}, c_{0})>0$ なら

ば, (8) の孤立波解 $v_{\omega_{0},\mathrm{c}\mathrm{o}}(t)$ は軌道安定である.

$v,,c(t)$ の軌道安定性は系 4 と次の補題 5から従う. 特に, $c<0$ のときは

$\ovalbox{\tt\small REJECT} d(\omega, c)>0$ より, 軌道安定性が分かるが, $c\geq 0$ のときは $\partial_{\omega}^{2}d(\omega, c)\leq 0$

だから, これだけでは , 軌道安定性は分からないことに注意する.

補題 5 $c^{2}<4\omega$ をみたす任意の $(\omega, c)$ に対して,

$Q(\varphi_{\omega,c})=4\tan^{-1}\sqrt{\frac{2\sqrt{\omega}\text{十}c}{2\sqrt{\omega}-c}}$ , $P(\varphi_{\omega,c})=\sqrt{4\omega-c^{2}}$ ,

$\det[d’’(\omega, c)]=-\frac{1}{\omega}<0$ .

補題 5 は, $\varphi$ の具体的な表示 (12), (3) を用いて, 初等的計算により示さ

れる. 定理 3の証明については, 次節以降でその概略を述べる.

\S 4. \mbox{\boldmath $\varphi$}\mbox{\boldmath $\omega$},。の変分的特徴付け

定理 3の証明では, \mbox{\boldmath $\varphi$}\mbox{\boldmath $\omega$},。の変分的特徴付けが重要な役割を果たす. 以下,
$c^{2}<4\omega$ とし, $u\in H^{1}(\mathbb{R})$ に対して

$L_{\omega,\mathrm{c}}(u)=|| \partial_{x}u||_{2}^{2}+\omega||u||_{2}^{2}-c{\rm Im}\int_{\mathbb{R}}\overline{u}\partial_{x}udx$,

$N(u)=-{\rm Im} \int_{\mathbb{R}}|u|^{2}\overline{u}\partial_{x}udx$,

$K_{\omega,\mathrm{c}}(u)=L_{\omega,c}(u)-N(u)$

とおく. このとき,

$S_{\omega,c}(u)= \frac{1}{2}L_{\omega,c}(u)-\frac{1}{4}N(u)$
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であり, $K_{\omega,c}(u)=\partial_{\lambda}S_{\omega,c}(\lambda u)|_{A=1}$ に注意する. また, $v\in \mathcal{G}_{\omega,c}$ ならば

$S_{\omega,c}’(v)=0$ だから, $K_{\omega,c}(v)=0$ をみたすことに注意する. そこで, 次の

制約条件付き最小化問題

$\mu(\omega, c)=\inf\{S_{\omega,c}(u) : u\in H^{1}(\mathbb{R})\backslash \{\mathrm{O}\}, K_{\omega,\mathrm{c}}(u)=0\}$ . (13)

を考え, その最小化元全体を

$\mathcal{M}_{\omega,c}=\{\varphi\in H^{1}(\mathbb{R})\backslash \{0\} : S_{\omega,c}(\varphi)=\mu(\omega, c), K_{\omega,\mathrm{c}}(\varphi)=0\}$

とおく. このとき, 次の命題が成り立つ.

命題 6 $\{u_{n}\}\subset H^{1}(\mathbb{R})$ が $S_{\omega,c}(u_{n})arrow\mu(\omega, c))K_{\omega,c}(u_{n})arrow 0$ をみたすな

らば, $\{y_{n}\}\subset \mathbb{R},$ $v\in \mathcal{M}_{\omega,c}$ が存在して, $\{u_{n}(\cdot-y_{n})\}$ は $v$ に $H^{1}(\mathbb{R})$ で強

収束する部分列をもつ.

命題 6 の証明は, 変分法の標準的な方法で示されるので省略するが, 最

小化列のコンパクト性については, Thohhch, Lieb and Loss [4], Lieb [12],
Br\’ezis and Lieb [2] による次の補題 7, 8を用いる. 補題 7, 8 を用いた同様
の議論は, たとえば $[15, 18]$ などで用いられている.

補題 7 $\{f_{n}\}$ を $H^{1}(\mathbb{R})$ の有界列とし, $\lim\sup_{narrow\infty}||f_{n}||_{p}>0$ をみたす

$p\in(2, \infty)$ の存在を仮定する. このとき, $\{y_{n}\}\subset \mathbb{R},$ $f\in H^{1}(\mathbb{R})\backslash \{0\}$ が

存在して, {あ $(\cdot+y_{n})$ } は $f$ に $H^{1}(\mathbb{R})$ で弱収束する部分列をもつ.

補題 8 $1\leq p<\infty$ とし, $\{f_{n}\}$ は $L^{p}(\mathbb{R})$ の有界列とする. このとき,
$f_{n}arrow f\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . in $\mathbb{R}$ ならば, $||f_{n}||_{p}^{p}$ $-||f_{n}-f||_{p}^{\mathrm{p}}-||f||_{p}^{\mathrm{p}}arrow 0$ .
次の命題により, (12) で与えられる (9) の解 $\varphi_{\omega,c}$ は (13) の最小化元と

して特徴付けられる 4

命題 9 $c^{2}<4\omega$ に対して, $\mathcal{M}_{1d,\mathrm{C}}=\mathcal{G}_{\omega,c}$. 特に, $d(\omega, c)=\mu(\omega, c)$ .

証明 まず, $\mathcal{M}_{\omega,c}\subset$ \mbox{\boldmath $\varphi$},。を示す. $\varphi\in \mathcal{M}_{\omega,c}$ とすると, Lagrange 乗数
$\lambda\in \mathbb{R}$ が存在して, $S_{\omega,c}’(\varphi)=\lambda K_{\omega,c}’(\varphi)$ . このとき,

$0=K_{\omega,\mathrm{c}}(\varphi)=\langle S_{\omega,c}’(\varphi), \varphi\rangle=\lambda\langle K_{\omega,c}’(\varphi), \varphi\rangle$.
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また, $K_{\omega,c}(\varphi)=0$ より, $\langle K_{\omega,c}’(\varphi), \varphi\rangle=2L_{\omega,c}(\varphi)-4N(\varphi)=-2L_{\omega,\mathrm{c}}(\varphi)$

で, $L_{ld,\mathrm{C}}(\varphi)>0$ だから, $\lambda=0$ . よって, $\varphi\in \mathcal{G}_{\omega,c}$ . 故に, $\lambda 4_{\omega,c}\subset \mathcal{G}_{\omega,\mathrm{c}}$ . 逆

の包含関係は, 命題 2 より従う. 口

\S 5. 定理 3 の証明

\S 4 で与えた孤立波解の変分的特徴づけと Shatah [20] の論法に基づき,

定理 3 を証明の概略を述べる ([16] も参照). Shatah [20] では, 非線形

Klein-Gordon 方程式の定在波解 $e^{i\omega t}\phi_{\omega}(x)$ の安定性が議論されている.

これは 1パラメータ $\omega$ に対する結果であり, 本稿では, 2パラメータ $(\omega, c)$

をもつ場合を考察していることに注意する.

まず, $c^{2}<4\omega$ に対して

$A_{\omega,c}^{+}=\{v\in H^{1}(\mathbb{R})\backslash \{0\} : S_{\omega,\mathrm{c}}(v)<d(\omega, c), K_{\omega,c}(v)>0\}$,

護-。$=\{v\in H^{1}(\mathbb{R})\backslash \{0\} : S_{\omega,c}(v)<d(\omega, c), K_{\omega,\mathrm{c}}(v)<0\}$ ,
$\omega,c$

$B_{\omega,c}^{+}=\{v\in H^{1}(\mathbb{R})\backslash \{0\} : S_{\omega,c}(v)<d(\omega, c), N(v)<4d(\omega, c)\}$ ,

$B_{\omega,c}^{-}$ $=\{v\in H^{1}(\mathbb{R})\backslash \{0\} : S_{\omega_{:}c}(v)<d(\omega, c), N(v)>4d(\omega, c)\}$ ,

とおくと, $S_{\omega,c}$ が (8) の保存量であること及び $d(\omega, c)=\mu(\omega, c)$ など変分

的特徴づけから, $A_{\omega,c}^{+}=\mathcal{B}_{\omega,c}^{+},$ $A_{\omega,c}^{-}=B_{\omega,c}^{-}$ であり, $B_{\omega,c}^{\pm}$ は (8) の流れに関

して不変な集合である, すなわち, B\mbox{\boldmath $\omega$}\pm ,。から出発した (8) の解は存在する

限り, $B_{\omega,c}^{\pm}$ に属することが分かる.

次に, $\xi=(\xi_{1}, \xi_{2})\in \mathbb{R}^{2}$ を定理 3 に現れるベクトルとし, $\tau=0$ の近傍

で, 関数 $h(\tau)=d((\omega_{07}c_{0})+\tau\xi)$ を考える, このとき, 定理 3 の仮定より,

$h’(0)=\langle d’(\omega_{0}, c_{0}), \xi\rangle\neq 0,$ $h”(0)=\langle d’’(\omega_{0}, c_{0})\xi, \xi\rangle>0$ . 一般性を失うこと

なく, $h’(0)>0$ としてよい. このとき, $\epsilon_{0}>0$ が存在して, $|\tau|<\epsilon_{0}$ なら

ば, $h’(\tau)>0,$ $h”(\tau)>0$ . 定理 3の証明の鍵となるのは, 次の補題である.

補題 10 任意の $\epsilon\in(0, \epsilon_{0})$ に対して, $\mathit{5}>0$ が存在して, $u_{0}\in H^{1}(\mathbb{R})$

が $||u_{0}-\varphi_{\omega_{0},c\mathrm{o}}||_{H^{1}}<\delta$ をみたすならば, $u_{0}$ を初期データとする (8) の解

$u(t)$ は存在する限り, $4h(-\epsilon)<N(u(t))<4h(\epsilon)$ をみたす.
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証明 $h$ は単調増加だから, $h(-\epsilon)<h(0)<h(\epsilon)$ . また, $K_{\omega_{0},c_{\text{。}}}(\varphi_{\omega_{0},c_{0}})=$

$0$ より, $4h(0)=4d(\omega_{0}, c_{0})=4S_{\omega_{0},c_{0}}(\varphi_{\omega_{0},c_{0}})=N(\varphi_{\omega_{0},c_{0}})$ . よって, $||u_{0}-$

\mbox{\boldmath $\varphi$}。。, $c$計 $H^{1}<\delta$ ならば, $4h(0)=N(u_{0})$ 十 $O(\delta)$ より, 十分小さい $\delta$ に対し

て $4h(-\epsilon)<N(u_{0})<4h(\epsilon)$ . さらに, $h(\pm\epsilon)=d((\omega_{0}, c_{0})\pm\epsilon\xi)$ 及び $B^{\pm}$

$\omega 0,c_{0}$

が (8) の流れに関して不変であることから, $||u_{0}-\varphi_{\omega_{0},c0}||_{H^{1}}<\delta$ ならば

$S_{\langle\omega_{0},c_{0})\pm\epsilon\xi(u_{0})}<h(\pm\epsilon)$ であることを示せばよい. $\xi=(\xi_{1}, \xi_{2})$ とおくと,
$\partial_{\omega}d(\omega, c)=Q(\varphi_{\omega,c}),$ $\partial_{c}d(\omega, c)=P(\varphi_{\mathrm{t}d,\mathrm{C}})$ だから,

$S_{(\omega_{0},c_{0})\pm\epsilon\xi(u_{0})=s_{(\omega_{0},c\mathrm{o})\pm\epsilon\xi(\varphi_{\omega_{0},c_{0}})}}$ 十 $O(\delta)$

$=S_{\omega_{0},c_{0}}(\varphi_{\omega_{0},c0})\pm\epsilon\{\xi_{1}Q(\varphi_{\omega 0,c0})+\xi_{2}P(\varphi_{\omega 0,c0})\}+O(\delta)$

$=h(0)\pm\epsilon h’(0)+O(\delta)$ .

一方, Taylor 展開により, $\tau_{1}=\tau_{1}(\epsilon)\in(-\in 0, \in 0)$ が存在して,

$h( \pm\epsilon)=h(0)\pm\epsilon h’(0)+\frac{\epsilon^{2}}{2}h’’(\tau_{1})$ .

ここで, $h”(\tau_{1})>0$ だから, $\delta$ を十分小さくとれば, $g_{(\omega_{0},\mathrm{c}_{0})\pm\epsilon\xi(u_{0})}<h(\pm\epsilon)$

が成り立つ. 口

以上の準備の下で, 定理 3 を証明する.
定理 3 の証明 背理法で示す. (8) の孤立波解 $v_{\omega_{0},c_{0}}(t)$ が軌道安定でな
いと仮定する. このとき, 定数 $\epsilon_{1}>0,$ (8) の解の列 $\{u_{n}\}$ 及び時間の列
$\{t_{n}\}\subset(0, \infty)$ が存在して,

$u_{n}(0)arrow\varphi_{\omega_{0},c_{0}}$ in $H^{1}(\mathbb{R})$ , (14)

$\inf$ $||u_{n}(t_{n})-e^{i\theta}\varphi_{\omega_{0},c_{0}}(\cdot+y)||_{H^{1}}\geq\epsilon_{1}$ . (15)
$\{\theta,y)\in \mathbb{R}^{2}$

このとき, $S_{\omega_{0},c_{0}}$ は (8) の保存量だから, (14) より,

$S_{\omega_{0},c_{0}}(u_{n}(t_{n}))=S_{\omega_{0},c_{0}}(u_{n}(0))arrow S_{\omega_{0\prime}c_{0}}(\varphi_{\omega_{0},\mathrm{c}_{0}})=d(\omega_{0}, c_{0})$ . (16)

また, (14) と補題 10 より, $N(u_{n}(t_{n}))arrow 4d(\omega_{0}, c_{0})$ だから,

$K_{\omega_{0},c\mathrm{o}}(u_{n}(t_{n}))=2S_{\omega_{0},\mathrm{c}_{0}}(u_{n}(t_{n}))- \frac{1}{2}N(u_{n}(t_{n}))arrow 0$ . (17)
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(16), (17) と命題 6 より, 列 $\{y_{n}\}\subset \mathbb{R}$ と $v\in \mathcal{M}_{\omega_{0},\mathrm{c}_{0}}$ が存在して, $\{u_{n}(t_{n},$ $\cdot+$

$y_{n})\}$ は $v$ に $H^{1}(\mathbb{R})$ で収束する部分列をもつ. その部分列を同じ文字で

表すと, 命題 2 と命題 9 より,

$\inf_{(\theta,y)\in \mathrm{R}^{2}}||u_{n}(t_{n})-e^{i\theta}\varphi_{\omega_{0},c_{0}}(\cdot+y)||_{H^{1}}arrow 0$

となるが, これは (15) に矛盾する. 故に, (8) の孤立波解 $v_{\omega_{0},c_{0}}(t)$ は軌道

安定である. 口
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