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1, はじめに
RAID とはハードディスクドライブの処理速度と安全性を高める技術である. この

技術は, ネットワーク構築やサーバなど, 高い信頼性と性能が要求されるコンピュ–

タでは不可欠な存在となっている. RAID は基本的に, ディスクの読み込み・書き込
みを複数のディスクで並列に行うことにより処理速度を高め, 記憶すべきデータを格
納した information disk の他にディスクの破損箇所の発見・修復のための check disk
と呼ばれる冗長性を持たせたディスクを用いることによって安全性を高めている. し

かし, 安全性を高めるためといって check disk を多くすると, 追加のコストが増えて
しまう. そこで, 安全性と追加コストのバランスを考えることが重要になってくる.

RAID のアクセスコストを低減するため, Cohen 黒 (2001, 文献 [6])によって

cluttered ordering という概念が導入された. これは, RAID の information disk と

check disk を完全グラフの辺と頂点に対応させて information disk の順序付けを考察
する, というものである. また, Mueller 等 (2005, 文献 [8])は, 二次元の RAID を完
全二部グラフに対応させることで数理モデル化を行った.
本稿では Mueller 等の研究をさらに発展させ, 効率的な RAID を構築するため, 完

全二部グラフの cluttered ordering の構成法について報告する.

2. 完全二部グラフを用いた二次元 RAID の数理モデル化
information disk には保存したいデータを分割 $\text{し}$て格納し, check disk には

information disk 内のデータが破損した場合に復旧するための冗長データを格納する.
そして今, $.\mathrm{n}$個の information disk と $\mathrm{c}$ 個の check disk があるとする. 本稿で扱う二
次元 RAID では, information disk, check disk を縦横の二次元に配列するので,

information disk の個数 $\mathrm{n}=\mathrm{m}\underline{1}\cross \mathrm{m}_{2}$ に対し, check disk の個数は $\mathrm{c}=\mathrm{m}1[perp]_{\mathrm{I}\mathrm{m}_{2}}$ となる.

本稿では $\mathrm{m}_{1}=\mathrm{m}2$ (=m)の場合を扱う.
図 1 では 9 個の information disk を縦 3行・横 3列の二次元に配列しているので,

対応する check disk は縦方向に 3個・横方向に 3 個の計 6個となる.

図 1. 二次元の RAID
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この二次元 RAID を完全二部グラフで表現することで数理モデル化を行う.
RAID の check disk を頂点, information disk を辺とみなすことで, RAID を完全
グラフで表現することができる. $\mathrm{n}(=\mathrm{m} 2)$個の information disk . c(=2m)個の check
disk を持つ二次元の RAID は, 上下に $\mathrm{m}$ 個ずつ計 $\mathrm{c}=2\mathrm{m}$個の頂点. $\mathrm{n}=\mathrm{m}2$本の辺を

持つ完全二部グラフ $\mathrm{K}_{\mathrm{m},1\mathrm{I}1}$ に対応する.
先に図 1 で示した二次元の RAID は, 図 2 のように完全二部グラフ $\mathrm{K}_{3,3}$で表現でき

る.

図 2. 図 1 に対応する完全二部グラフ

information disk 内のデータが破損した場合には, 次のように check disk を用いて
復旧する. $\mathrm{n}$ 個の information disk と $\mathrm{c}$ 個の check disk を持つ RAID に対し, これら

の関係を 0, 1 を成分にもつ $\mathrm{c}\rangle\langle$
$(\mathrm{n}+\mathrm{c})$ 行列 $\mathrm{H}=[\mathrm{P}|\mathrm{I}]$ で表す. この行列 $\mathrm{H}$ はパリティ検

査行列と呼ばれる (文献 [2]) . ただし, I は単位行列であり, $\mathrm{P}$ は $\mathrm{c}$ 行 $\mathrm{n}$ 列の{0, 1} $\}$行

列である. パリティ検査行列 $\mathrm{H}$ の最初の $\mathrm{n}$ 列は information disk に対応し, 後半の $\mathrm{c}$

列は chech disk に対応している. パリティ検査行列 $\mathrm{H}$ の 1 つの行に現れる
infornation disk の内容の排他的論理和が計算され, その行に対応する check disk に
書き込まれている. そして, 1 つのディスクが壊れても復旧できるように, パリティ
検査行列 $\mathrm{H}$ の列は mod 2 で線形独立になっている. パリティ検査行列の詳細につい
ては, 文献 [2]および [7]を紹介する.

3. Gluttered Order $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$

あるグラフ $\mathrm{G}=$($\mathrm{V}$, E)について, $\mathrm{c}=|\mathrm{V}|,$ $\mathrm{E}=\{\mathrm{e}_{0}, \mathrm{e}_{1},\cdots, \mathrm{e}_{\mathrm{n}- 1}\}$ とし, $\mathrm{n}$ より小さい正の整数
$\mathrm{d}$ を考える. また, {0, 1, $\cdots$ , n-l} 上の置換 $\pi$ に対して $\mathrm{V}_{\mathrm{i}}^{\pi,\mathrm{d}}$ を「 $\{\mathrm{e}_{\pi(\mathrm{i})}, \mathrm{e}_{\pi(\mathrm{i}1)}\mathrm{T}|, \cdots, \mathrm{e}_{\pi(\mathrm{i}+\mathrm{d}\dot{*}1)}\}$の

各辺に含まれる点の集合」 とする (インデックスは $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{n}$ で計算し, $0\leq \mathrm{i}\leq \mathrm{n}- 1$ である) .
ここで, $\mathrm{d}$ 本の辺を持つ部分グラフのアクセスコストをその部分グラフの頂点数で

測る. するとアクセスコストの上限は $\max_{\mathrm{i}}|\mathrm{V}_{\mathrm{i}}^{\pi,\mathrm{d}}|$ で与えられる. このとき, $\max_{\mathrm{i}}|\mathrm{V}_{\mathrm{i}}^{\pi,\mathrm{d}}|=\mathrm{f}$

となる辺の順序付けを $(\mathrm{d},\mathrm{f})$-cluttered ordering と呼ぶ.
完全二部グラフ $\mathrm{K}_{3,3}$の $(3,4)$ -cluttered ordering を図 3 に示す.

図 3. $\mathrm{K}_{3,3}$ の $(3,4)$ -cluttered ordering
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4, 二部グラフにおける $\mathrm{C}$ Iuttered Order $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$

完全グラフにおける cluttered ordering の構成法は Cohen 等 (文献 [5]および [61)
によって与えられた. また, Steiner triple system での cluttered ordering の構成法
は Cohen 等 (文献 [4])によって与えられた.
本稿では, 二次元 RAID に自然に対応するように, Mueller.等 (文献 [8]) によって
与えられた完全二部グラフの cluttered ordering の構成法について述べる. そのため
に, wrapped $\Delta-$ labelling と $(\mathrm{d},\mathrm{f})\cdot \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ という 2 つの概念を導入する.

4. 1 . wrapped $\Delta-\mathrm{I}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{e}||i\mathrm{n}\mathrm{g}$

二部グラフ $\mathrm{H}=(\mathrm{U}, \mathrm{E})$について $\mathrm{U}=\mathrm{V}\cup \mathrm{W},$ $\mathrm{d}=|\mathrm{E}|$ とする. このとき, 写像 $\delta$ : $\mathrm{U}arrow \mathrm{Z}_{\mathrm{d}}\cross \mathrm{Z}_{2}$

が以下の二つの条件を満たすとき, この写像 $\delta$ のことを $\mathrm{H}$ の $\Delta$ . labelling と呼ぶ.

1: $\delta(\mathrm{V})\subset \mathrm{Z}_{\mathrm{d}^{\mathrm{X}}}\{0\},$ $\delta(\mathrm{W})\subset \mathrm{Z}_{\mathrm{d}}\cross\{1\}$ を満たす.
2: $\mathrm{Z}_{\mathrm{d}}$の各要素が $\{\delta(\mathrm{v})-\delta(\mathrm{w})|\mathrm{v}\in \mathrm{V}, \mathrm{w}\in \mathrm{W}, (\mathrm{v}, \mathrm{w})\in \mathrm{E}\}$ に一つずつ存在する.

$\Delta- \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\delta$ は, 二部グラフ $\mathrm{H}$ の頂点を $\mathrm{Z}_{\mathrm{d}}$ の各要素でラベル付けしている. 一般
に, 頂点のラベル付けば, グラフをその部分グラフに分解するツールとしてよく知ら
れている. グラフの分解の詳細については, 文献 [1]を紹介する.
更に $\mathrm{U}$ の部分集合 $\mathrm{X},$ $\mathrm{Y}$ に対し y $\mathrm{Z}_{\mathrm{d}}\cross \mathrm{Z}_{2}$において

$\delta(\mathrm{Y})=\delta(\mathrm{X})+(\mathrm{k}, 0)$ , $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(\mathrm{k}, \mathrm{d})=1$

を満たす整数 $\mathrm{k}$ が存在するとき, この $\Delta$ . labelling $\delta$ のことを $\mathrm{H}$ の wrapped $\Delta-$

labelling と呼ぶ.

$\bullet$

$\bullet$

図 4. $\mathrm{K}_{3,3}$ の wrapped $\Delta- \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$

4. 2. $(\mathrm{d}, \uparrow)$ –Illovelllent
次に $(\mathrm{d},\mathrm{f})$ -movement について述べる.
同型な二つの二部グラフ $\mathrm{H}=(\mathrm{U}, \mathrm{E}),$ $\mathrm{H}’=(\mathrm{U}’, \mathrm{E}’)$ について

$\mathrm{U}=\mathrm{V}\mathrm{U}\mathrm{W},$ $\mathrm{U}’=\mathrm{V}’\cup \mathrm{W}’,$ $|\mathrm{V}|=|\mathrm{V}’|,$ $|\mathrm{W}|=|\mathrm{W}’|$ ,
$\mathrm{E}=\{\mathrm{e}_{0}, \mathrm{e}_{1}, \cdots, \mathrm{e}_{\mathrm{d}- 1}\},$

$\mathrm{E}’=$ { $\mathrm{e}’ \mathrm{c},$ $\mathrm{e}’ \mathrm{l},$

$\cdots,$ e’d-l}
とする. また, {0, 1, $\cdots$ , d-l}上の置換 $\pi$ を用いて, 完全二部グラフ $\mathrm{G}$ を

$\mathrm{H}_{0}:=\mathrm{H}$ , $\mathrm{H}_{\mathrm{i}}:=(\mathrm{U}_{\mathrm{i}}, \mathrm{E}_{\mathrm{i}})$ , $1\leq \mathrm{i}\leq \mathrm{d}$

と, $\mathrm{d}+1$ 個の部分グラフに分割する. 但し
$\mathrm{E}_{\mathrm{i}}:=(\mathrm{E}_{\mathrm{i}- 1}\backslash \{\mathrm{e}_{\pi(\mathrm{i}- 1)}\})\cup\{\mathrm{e}’\pi\langle \mathrm{d}+\mathrm{i}- 1)\}$
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$\mathrm{U}_{\mathrm{i}}$ は $\mathrm{E}_{\mathrm{i}}$の翼下に含まれる頂点の集合
とする. このとき, 恥 $=\mathrm{H}$ ’となり, $\max_{0_{\lrcorner}}<\cdot-\triangleleft|\mathrm{U}_{\mathrm{i}}|=\mathrm{f}$ならば, $\pi$ を $\mathrm{H}$ から $\mathrm{H}$

‘への $(\mathrm{d},\mathrm{f})$ .

movement と呼ぶ.

図 5. $(3,4)\cdot$movement

4. 3. $\mathrm{C}$ [uttered Order $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ の存在定理
wrapped $\Delta-$ labelling と $(\mathrm{d},\mathrm{f})$-movement を用いることにより, 完全二部グラフにお
ける $(\mathrm{d},\mathrm{f})$ -cluttered ordering の存在に関して, 次の定理が得られる.

定理 1(文献 [8]) 同型な二部グラフ $\mathrm{H},$ $\mathrm{H}$ ’に対し, wrapped $\Delta-$ labelling と $(\mathrm{d},\mathrm{f})$ .
movement が存在するならば, 完全二部グラフ KA,d’こおいて $(\mathrm{d},\mathrm{f},)$ -cluttered ordering
が存在する.

5, 完全二部グラフの Cluttered Order $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ の構成
本章では, 自然数 $\mathrm{h},$ $\mathrm{t}$ をパラメータとして, 次で与えられる特別な二部グラフ $\mathrm{H}(\mathrm{h},\cdot \mathrm{t})$

$=(\mathrm{U}, \mathrm{E})$について考察する.
まず頂点集合 $\mathrm{U}=\mathrm{V}\cup \mathrm{W}$ を, 次のように各 h(t+l)個の頂点を持つ 2つの部分集合 $\mathrm{V}$,

$\mathrm{W}$ に分ける.
$\mathrm{V}:=\{\mathrm{v}_{\mathrm{i}}|0\leq \mathrm{i}<\mathrm{h}(\mathrm{t}+1)\}$ ,
$\mathrm{W}:=\{\mathrm{w}_{\mathrm{i}}|0\leq \mathrm{i}<\mathrm{h}(\mathrm{t}+1)\}$ ,

よって頂点の個数は $|\mathrm{U}|=2\mathrm{h}(\mathrm{t}+1)$ となる.

$\mathrm{v}_{0},\mathrm{v}_{1},$ $\cdots,\mathrm{v}_{\mathrm{h}- 1}$, $\mathrm{v}_{\mathrm{h}},\cdots,$ $\mathrm{v}_{2\mathrm{h}- 1}$, $\mathrm{v}_{\mathrm{t}\mathrm{h},(\mathrm{t}+1)\mathrm{h}1}\ldots!^{\mathrm{V}}\wedge$

$\mathrm{w}_{0},\mathrm{w}_{1},\cdots,\mathrm{w}_{\mathrm{h}\sim 1}$ , $\mathrm{w}_{\mathrm{h}},$ $\cdots,\mathrm{w}_{2\mathrm{b}- 1}$ , $\cdot$ ..
$\mathrm{w}_{\mathrm{t}\mathrm{h}},\cdots,\mathrm{w}_{(\mathfrak{t}+1)\mathrm{h}- 1}$

図 6. 二部グラフ H(h;t)の頂点集合

次に三戸合を, 次のように $\mathrm{t}$ 個の部分集合 Es(0\leq s<t)に分割する. 更に, 部分集合 $\mathrm{E}_{\mathrm{s}}$

は, それぞれ, $\mathrm{E}_{\mathrm{s}}’,$ $\mathrm{E}_{\mathrm{s}}$”, Es5”の 3つの部分集合に分けられる.
$\mathrm{E}_{\mathrm{s}}’:=\{\{\mathrm{V}\mathrm{i}, \mathrm{W}\mathrm{j}\}|\mathrm{s}\cross \mathrm{h}\leq \mathrm{i}\mathrm{j}<\mathrm{s}\cross \mathrm{h}+\mathrm{h}\}$,

$\mathrm{E}_{\mathrm{s}}$

”
$:=\{\{\mathrm{v}_{\mathrm{i}}, \mathrm{w}_{\mathrm{h}+\mathrm{j}}\}|\mathrm{s}\cross \mathrm{h}<\lrcorner.\leq \mathrm{i}<\mathrm{s}\cross \mathrm{h}+\mathrm{h}\}$,
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$\mathrm{E}_{\mathrm{s}}$

”’
$:=$ $\{ \{\mathrm{v}_{\mathrm{h}+\mathrm{i}}, \mathrm{w}_{\mathrm{j}}\}|\mathrm{s}\cross \mathrm{h}\leq \mathrm{i}<\lrcorner.<\mathrm{s}\}<\mathrm{h}+\mathrm{h}\}$,

$\mathrm{E}_{\mathrm{s}}:=\mathrm{E}_{\mathrm{s}}’\cup \mathrm{E}_{\mathrm{s}}$
”

$\cup \mathrm{E}_{\mathrm{s}}$

”’
$0\leq \mathrm{s}<\mathrm{t}$

$\mathrm{E}:=\bigcup_{0\leq \mathrm{s}\leq \mathrm{t}\cdot 1}\mathrm{E}_{\mathrm{s}}$

よって辺の本数は|E| $=\mathrm{t}\cross(\mathrm{h}^{2}+\mathrm{h}(\mathrm{h}+1)/2+\mathrm{h}(\mathrm{h}+1)/2)=\mathrm{t}\mathrm{h}(2\mathrm{h}+1)$となる. 下の図 7 は, $\mathrm{h}=3$ ,
$\mathrm{t}=1$ の場合の二部グラフ H(3;\sim )の辺集合の分割を表している.

$\mathrm{v}_{0}$

$\bullet$ $\bullet$ $\bullet \mathrm{v}_{5}$

$\mathrm{B}_{0}$

’

$\mathrm{w}_{0}$

$\bullet$ $\bullet$ $\bullet \mathrm{w}_{5}$

図 7. 二部グラフ H(3;1)の辺集合の分割

ここで, 二部グラフ H(h;t)に関して, 次の定理により $(\mathrm{d},\mathrm{f})$ -movement の存在が保証
される.

定理 2(文献 [8]). 自然数 $\mathrm{h},$ $\mathrm{t}$ (但し $\mathrm{t}\geq 2$ ) に対し,
$\mathrm{d}=\mathrm{h}(2\mathrm{h}+1),$

$\mathrm{f}=4\mathrm{h}$ とすれば, 二部グラフ $\mathrm{H}(\mathrm{h};\mathrm{t})$に関して Eoから $\mathrm{E}_{\mathrm{t}- 1}$ への $(\mathrm{d},\mathrm{f})$-movement
が存在する.

従って, H(h;t)に関して, 同型な二部グラフへの wrapped $\Delta$ . labelling の構成法を
与えれば, 定理 1 および定理 2 より, 対応する完全二部グラフにおける cluttered
ordering が与えられる. このことより, 次の定理が得られる.

定理 3(文献 [8]) 自然数 $\mathrm{h},$
$\mathrm{t}$ に対して, 二部グラフ $\mathrm{H}(\mathrm{h};\mathrm{t})$の任意の wrapped $\Delta$ .

labelling から, 完全二部グラフ Km,。の $(\mathrm{d},\mathrm{f})$ -cluttered ordering が得られる. このとき
のパラメータの値は, $\mathrm{m}-\neg \mathrm{h}(\wedge\angle \mathrm{h}.+1),$ $\mathrm{d}=\mathrm{h}(2\mathrm{h}+1),$ $\mathrm{f}=4\mathrm{h}$ となる.

Mueller 等 (文献 [8])は, $\mathrm{H}(1,\cdot \mathrm{t})\cdot \mathrm{H}(2;\mathrm{t})\cdot \mathrm{H}(\mathrm{h};1)$ に対して, それぞれに同型な二部グ
ラフへの wrapped $\Delta-$ labelling の構成法を与えた. 本稿では, $\mathrm{H}(1,\cdot \mathrm{t})\cdot \mathrm{H}(2,\cdot \mathrm{t})$ の

wrapped $\Delta-$ labelling の構成法を紹介するとともに, さらに研究を発展させ, $\mathrm{H}(3,\cdot \mathrm{t})$

に関して, 同型な二部グラフへの wrapped $\Delta- \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$の構成法を与える. また, –

般の H(h;t)に関しても予想を与える.

5. 1. H(\sim ;t)の wrapped $\Delta-\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{e}||\mathrm{I}^{t}\mathrm{n}\mathrm{g}$ の構成
本節では, 任意の自然数 $\mathrm{t}$ に対して, H(l;t)の wrapped $\Delta\cdot$ labelling の構成法を与

える.
二部グラフ $\mathrm{H}(1;\mathrm{t})=(\mathrm{U}, \mathrm{E})$は, 2(t+l)個の頂点と $3\mathrm{t}$本の辺を持つ. 自然数 $\mathrm{t}$ が与えられ

た時, 頂点集合 $\mathrm{U}=\mathrm{V}\cup \mathrm{W}$ 上の写像 $\delta$ : $\mathrm{U}arrow \mathrm{Z}_{3\mathrm{t}}\cross \mathrm{Z}_{2}$ を次のように定める.
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$\delta(\mathrm{v}_{\mathrm{i}})=\{\begin{array}{l}\mathfrak{g}.\mathrm{t},0)0\leq \mathrm{j}\leq \mathrm{t}- \mathrm{l}\zeta \mathrm{o}\text{時}(\not\in+1,0)\mathrm{j}=\mathrm{t}\emptyset ff_{\tau}\doteqdot\end{array}$

$\delta(\mathrm{w}_{\mathrm{i}})=\{(0^{\cdot}(\mathrm{t}- 1),1)\mathrm{s}^{2}+1,1)$ \mp 7時
但し, 写像 $\delta$ による像の第 1 成分は, $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3\mathrm{t}$ で計算された整数である.
ここで, 上で定めた $\delta$ の差のリスト $\Delta(\mathrm{E})$を計算すると以下のようになる.

$\Delta(\bigcup_{0\leq \mathrm{S}\leq\iota- 1}\mathrm{E}\mathrm{j}’)=$ {jt-j(t-l) $|0\leq \mathrm{j}\leq \mathrm{t}- 1$ } $=$ ($0,1,2,$ $\cdots,$ t-l),
$\Delta(\bigcup_{0\leq \mathrm{s}\leq \mathrm{t}- 2}\mathrm{E}_{\mathrm{j}}" )=\mathfrak{b}.\mathrm{t}- l\mathrm{j}+1$ )$(\mathrm{t}- 1)|0<arrow \mathrm{i}\leq \mathrm{t}- 2\}$

$=$($2\mathrm{t}+1,2\mathrm{t}+2,$ $\cdots,$ 3t-l),
$\Delta(\bigcup_{0\leq \mathrm{s}\leq \mathrm{t}- 2}\mathrm{E}_{\mathrm{j}}$

”’
$)=\{(\mathrm{j}+1)\mathrm{t}- \mathrm{j}(\mathrm{t}- 1)|0\leq \mathrm{j}\leq \mathrm{t}- 2\}$

$=$($\mathrm{t},$ $\mathrm{t}+1,$
$\cdots,$ 2t-2),

$\Delta(\mathrm{E}_{\mathrm{t}- 1} "\cup \mathrm{B}_{\mathrm{t}- 1}"’)=$ {(t-l)t-(\not\in +l), $\not\in+1-(\mathrm{t}- 1)^{2}$ } $=(2\mathrm{t}- 1,2\mathfrak{l})$ ,
$\Delta(\mathrm{E})=\Delta(\bigcup_{0\leq \mathrm{s}\leq \mathrm{t}\cdot 1}\mathrm{E}_{\mathrm{j}}’)\cup\Delta(0\leq \mathrm{s}\leq \mathrm{t}\cdot 2\mathrm{E}_{\mathrm{j}}" )$

$\cup\Delta(\bigcup_{0\leq \mathrm{s}\leq \mathrm{t}- 2_{\sim}}\mathrm{E}_{\mathrm{i}}"’ )\cup\Delta(\mathrm{E}_{\mathrm{t}- 1} "\cup \mathrm{E}_{\mathrm{t}- 1}"’)$

$=$ ($0,1,2,$ $\cdots,$ 3t-l)

以上のように, $\mathrm{Z}_{3\mathrm{t}}$のすべての要素は, $\Delta(\mathrm{E})$にちようど 1 度ずつ現れることがわかる.
また, 任意の $\mathrm{t}$ に関して, $\mathrm{k}-\urcorner^{2}+1$ とおけば, $\mathrm{k}$ は $3\mathrm{t}$ と互いに素である. よって明ら

かに上で定めた写像 $\delta$ は, 4.1 節で定めた wrapped $\Delta$ -labelling の条件を満たしてい
る. 従って, この写像 $\delta$ を HO:yの wrapped $\Delta-$ labelling と定めれば, 定理 3 を適用
することにより, 次の結果が得られる.

定理 4(文献 [8]). 任意の自然数 $\mathrm{t}$ に対し, パラメータの値が $\mathrm{d}=3,$ $\mathrm{f}=4$ となるような完
全二部グラフ $\mathrm{K}_{3\mathrm{t},3\mathrm{t}}$ の $(\mathrm{d},\mathrm{f})$ -cluttered ordering が存在する.

定理 5(文献 [8]). 任意の自然数 $\mathrm{t}$ に対し, パラメータの値が $\mathrm{d}=3\mathrm{s}+\mathrm{r},$ F–2(S+1)+r $(\mathrm{s}>0$ ,
$\mathrm{r}=0,1,2)$となるような完全二部グラフ $\mathrm{K}_{3\mathrm{t},3\mathrm{t}}$ の $(\mathrm{d},\mathrm{f})\cdot \mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{d}$ordering が存在する.

図 8. $\mathrm{H}(1;6),$ $|\mathrm{E}|=18,$ $|\mathrm{V}|=12,$ $\mathrm{k}=1$ の wrapped $\Delta$ -labelling

5. 2. H(2;yの wrapped $\Delta-|\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{l}|\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$の構成
本節では, 任意の自然数 $\mathrm{t}$ に対して, H(2;t)の wrapped $\Delta$ . labelling の構成法を与え
る.

二部グラフ $\mathrm{H}(2;\mathrm{t})=$($\mathrm{U}$ , E)は, 4(t+l)個の頂点と 1Ot 本の辺を持つ. 自然数 $\mathrm{t}$ が与えら
れた時, Iabelling $\delta$ は, 頂点集合 $\mathrm{U}=\mathrm{V}\cup \mathrm{W}$ 上の写像 $\delta:\mathrm{U}arrow \mathrm{Z}_{10\mathrm{t}}\cross \mathrm{Z}_{2}$である.
上部の頂点集合 $\mathrm{V}=\{\mathrm{v}_{0}, \mathrm{v}_{1},\cdots, \mathrm{v}_{2\mathrm{t}+1}\}$ を写像 6 によって写した像 $(\mathrm{x}, 0)$ の第一成分 $\mathrm{x}$ は,
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下記のような $2\mathrm{t}+2$個の整数の数列になるとする.

$\mathrm{c}_{0},$ $\mathrm{c}_{0}+\mathrm{a},$ $\mathrm{c}_{1},$
$\mathrm{c}_{1}+\mathrm{a},$ $\cdots,$ $\mathrm{c}\mathrm{j},$

$\mathrm{c}\mathrm{j}+\mathrm{a},$ $\cdots,$ $\mathrm{c}_{\mathrm{t}- 1},$
$\mathrm{c}_{\mathrm{t}\sim 1}+\mathrm{a},$ $\mathrm{c}_{0}+\mathrm{k},$ $\mathrm{c}_{0}+\mathrm{k}+\mathrm{a}$

同様に, 下部の頂点集合 $\mathrm{W}=\{\mathrm{w}_{0}, \mathrm{w}_{1},\cdots, \mathrm{w}_{2\mathrm{t}+1}\}$ を写像 6 によって写した像の第一成分
は, 下記のような $2\mathrm{f}+2$個の整数の数列になるとする.

$\mathrm{d}_{0},$ $\mathrm{d}_{0}+\mathrm{b},$ $\mathrm{d}_{1},$ $\mathrm{d}_{1}+\mathrm{b},$ $\cdots$ , $\mathrm{d}_{\mathrm{j}},$ $\mathrm{d}_{\mathrm{j}}+\mathrm{b},$
$\cdots$ , $\mathrm{d}_{\mathrm{t}- 1},$ $\mathrm{d}_{\mathrm{t}- 1}+\mathrm{b},$ $\mathrm{d}_{0}+\mathrm{k},$ $\mathrm{d}_{0}+\mathrm{k}+\mathrm{b}$

ここで, $\mathrm{a},$
$\mathrm{b},$

$\mathrm{c}_{\mathrm{j}},$

$\mathrm{d}_{\mathrm{j}},$

$\mathrm{k}$ の値を,
$\mathrm{a}:^{=}6\mathrm{t}- 1$ , $\mathrm{c}\mathrm{j}:^{=}2\mathrm{j}\mathrm{t}$, $\mathrm{t}\mathrm{i}=0,1,$ $\cdots$ , t-l)

$\mathrm{b}:^{=}6\mathrm{t}- 2$ , $\mathrm{d}_{\mathrm{j}}:^{=}2\mathrm{j}(\mathrm{t}- 1)$, ($\mathrm{i}=0,1,$ $\cdots$ , t-l)
$\mathrm{k}:=2t+1$

と定める. すると $\mathrm{z}_{\iota 0\mathrm{t}}$ のすべての要素は, $\Delta(\mathrm{E})$にちようど 1 度ずつ現れる (文献 [8]).

よってこの写像 $\delta$ は wrapped $\Delta$-labelling の条件を満たしている. 従って, この写像
6 を H(2;t)の wrapped $\Delta-$ labelling と定めれば, 定理 3 を適用することにより, 次の
結果が得られる.

定理 6(文献 [8]). 任意の自然数 $\mathrm{t}$ に対して, パラメータの値が $\mathrm{d}=10$, F-8 となるよう
な完全二部グラフ $\mathrm{K}_{10\mathrm{t},10\mathrm{t}}$の $(\mathrm{d},\mathrm{f})$-cluttered ordering が存在する.

定理 7(文献 [8]). 任意の自然数 $\mathrm{t}$ に対して, パラメータの値が $\mathrm{d}=\mathrm{l}\mathrm{O}\mathrm{s}+\mathrm{r}$,
$\mathrm{f}=4(\mathrm{s}+1)+\min(\mathrm{r}, 4)(\mathrm{s}>0, \mathrm{r}=0,1,2, \cdots, 9)$ となるような完全二部グラフ $\mathrm{K}_{10\mathrm{t},10\mathrm{t}}$ の $(\mathrm{d},\mathrm{f})-$

cluttered ordering が存在する.

定理 7 より, $\mathrm{K}_{3030}$

‘
の cluttered ordering として, $(30, 16)\cdot$cluttered ordering を得

ることができる. これは, 定理 5 で得られる $(30, 22)$-cluttered ordering よりも 「良

い」 cluttered ordering である.

5. 3 H(3;t)の $\mathrm{c}$ luttered order $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ の構成
本節では, 任意の自然数 $\mathrm{t}$ に対して, H(3;t)の wrapped $\Delta\vee$ labelling の構成法を与え
る.
二部グラフ $\mathrm{H}(3;\mathrm{t})=$($\mathrm{U}$, E)は, 6(t+l)個の頂点と $21\mathrm{t}$ 本の辺を持つ. 自然数 $\mathrm{t}$ が与えら

れた時, labelling $\delta$ は, 頂点集合 $\mathrm{U}=\mathrm{V}\cup \mathrm{W}$ 上の写像 $6:\mathrm{U}arrow \mathrm{Z}_{21\mathrm{t}}\cross \mathrm{Z}_{2}$である.

上部の頂点集合 $\mathrm{V}=\{\mathrm{v}_{0}, \mathrm{v}_{1}, \cdots, \mathrm{v}_{3\mathrm{t}+2}\}$ を写像 $\delta$ によって写した像 $(\mathrm{x}, 0)$ の第一成分 $\mathrm{x}$ は,

下記のような $3\mathrm{t}+3$ 個の整数の数列になるとする.

$\mathrm{c}_{0},$
$\mathrm{c}_{0}+\mathrm{a},$ $\mathrm{c}_{0}+2\mathrm{a},$

$\mathrm{c}_{1},$
$\mathrm{c}_{1}+\mathrm{a},$ $\mathrm{c}_{1}+2\mathrm{a},$ $\cdots,$ $\mathrm{c}_{\mathrm{j}},$

$\mathrm{c}_{\mathrm{j}}+\mathrm{a},$ $\mathrm{c}_{\mathrm{j}}+2\mathrm{a},$
$\cdots$ ,

$\mathrm{c}_{\mathrm{t}- 1},$
$\mathrm{c}_{\mathrm{t}- 1}+\mathrm{a},$ $\mathrm{c}_{\mathrm{t}- 1}+2\mathrm{a},$ $\mathrm{c}_{0}+\mathrm{k},$ $\mathrm{c}_{0}+\mathrm{k}+\mathrm{a},$ $\mathrm{c}_{\mathit{0}}+\mathrm{k}+2\mathrm{a}$

同様に, 下部の頂点集合 $\mathrm{W}=\{\mathrm{w}_{0}, \mathrm{w}_{1}, \cdots, \mathrm{w}_{3\mathrm{t}+2}\}$を写像 6 によって写した像の第一成分
は, 下記のような $3\mathrm{t}+3$ 個の整数の数列になるとする.

$\mathrm{d}_{0},$ $\mathrm{d}_{0}+\mathrm{b},$ $\mathrm{d}_{0}+2\mathrm{b},$ $\mathrm{d}_{1},$ $\mathrm{d}_{1}+\mathrm{b},$ $\mathrm{d}_{1}+2\mathrm{b},$
$\cdots,$ $\mathrm{d}\mathrm{j},$ $\mathrm{d}\mathrm{j}+\mathrm{b},$ $\mathrm{d}\mathrm{j}+2\mathrm{b},$

$\cdots$ ,
$\mathrm{d}_{\mathrm{t}- 1},$ $\mathrm{d}_{\mathrm{t}- 1}+\mathrm{b},$ $\mathrm{d}_{\mathrm{t}\cdot 1}+2\mathrm{b},$ $\mathrm{d}_{0}+\mathrm{k},$ $\mathrm{d}_{0}+\mathrm{k}+\mathrm{b},$ $\mathrm{d}_{0}+\mathrm{k}+2\mathrm{b}$
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ここで, $\mathrm{a},$
$\mathrm{b},$

$\mathrm{c}_{0},$
$\mathrm{c}\mathrm{j}$ , da, $\mathrm{d}_{\mathrm{j}},$

$\mathrm{k}$ の値を,
$\mathrm{a}:=15\mathrm{t}- 1$ , $\mathrm{c}_{0}:=0$ , $\mathrm{c}_{\mathrm{i}}:=3\mathrm{j}\mathrm{t}$, $\mathrm{Q}^{\cdot}=1,2,$ $\cdots,$ t-l)
$\mathrm{b}:=15\mathrm{t}- 2$ , $\mathrm{d}0:=0$ , $\mathrm{d}_{i}:=3\mathrm{j}(\mathrm{t}- 1)-$ ($\mathrm{i}^{=}1,2,$ $\cdots,$ f-l)
$\mathrm{k}:=3\mathrm{t}^{2}+1$

と定める.
ここで $\Delta(\mathrm{E})$を計算すると下記のようになる.

$\Delta(\mathrm{E}_{0}’)=(\mathrm{c}_{0^{-}}\mathrm{d}_{0}, \mathrm{c}_{0^{-}}\mathrm{d}_{0}+(\mathrm{a}- \mathrm{b}),$ $\mathrm{c}_{0^{-}}\mathrm{d}_{0}+(2\mathrm{a}- 2\mathrm{b}),$ $\mathrm{c}_{0}- \mathrm{d}_{0}+\mathrm{a},$ $\mathrm{c}_{00}- \mathrm{d}+2\mathrm{a},$ $\mathrm{C}0- \mathrm{d}_{0^{-}}\mathrm{b},$ $\mathrm{c}_{0^{-}}\mathrm{d}_{0^{-}}2\mathrm{b},$ $\mathrm{c}_{0^{-}}\mathrm{d}_{0}+(2\mathrm{a}- \mathrm{b})$,
$\mathrm{c}_{0}- \mathrm{d}_{0}+(\mathrm{a}- 2\mathrm{b}))$

$=$($0,1,2,1$ 5t-l, 9t-2, $6\mathrm{t}+2,12\mathrm{f}+4,15l,$ $6\mathrm{t}+3$ )
$\Delta(\mathrm{E}_{\mathrm{i}}’)=(\mathrm{c}\mathrm{j}^{-}\mathrm{d}\mathrm{j}, \mathrm{c}\mathrm{j}- \mathrm{d}\mathrm{j}+(\mathrm{a}- \mathrm{b}),$ $\mathrm{c}\mathrm{j}- \mathrm{d}\mathrm{j}+(2\mathrm{a}- 2\mathrm{b}),$ $\mathrm{c}\mathrm{j}- \mathrm{d}\mathrm{j}+\mathrm{a},$ $\mathrm{c}\mathrm{j}- \mathrm{d}\mathrm{j}+2\mathrm{a},$ $\mathrm{c}\mathrm{j}- \mathrm{d}\mathrm{j}^{-}\mathrm{b},$ $\mathrm{c}\mathrm{j}- \mathrm{d}\mathrm{j}^{-}2\mathrm{b},$ $\mathrm{c}\mathrm{j}^{-}\mathrm{d}\mathrm{j}+(2\mathrm{a}- \mathrm{b})$ ,

$\mathrm{c}_{\mathrm{j}}- \mathrm{d}_{\mathrm{j}}+(\mathrm{a}- 2\mathrm{b}))$

$=$( $3\mathrm{j},$ $3\mathrm{j}+1,3\mathrm{j}+2,3\mathrm{j}+1$ 5t-l, $3\mathrm{j}+9\mathrm{t}- 2,3\mathrm{j}+6\mathrm{t}+2,3\mathrm{j}+12\mathrm{t}+4,3\mathrm{j}+15\mathrm{t},$ $3\mathrm{j}+6\mathrm{t}+3$ )
各 $\mathrm{j}$ の値は 1, 2, $\cdots$ , t-l

$\Delta(\mathrm{E}_{\mathrm{j}- 1}$

”
$)=(\mathrm{c}_{\mathrm{j}- 1}- \mathrm{d}_{\mathrm{j}}, \mathrm{c}_{\mathrm{j}- 1}- \mathrm{d}_{\mathrm{j}}+\mathrm{a}, \mathrm{c}_{\mathrm{j}\cdot 1}- \mathrm{d}_{\mathrm{j}}+2\mathrm{a}, \mathrm{c}_{\mathrm{j}\cdot 1\mathrm{j}}- \mathrm{d}+(\mathrm{a}- \mathrm{b}), \mathrm{c}\mathrm{j}- 1- \mathrm{d}\mathrm{j}+(2\mathrm{a}- \mathrm{b}), \mathrm{c}\mathrm{j}- \mathrm{I}- \mathrm{d}\mathrm{j}+(2\mathrm{a}- 2\mathrm{b}))$

$=(3\mathrm{j}+18\mathrm{t}, 3\mathrm{j}+12\mathrm{t}- 1,3\mathrm{j}+6\mathrm{t}- 2,3\mathrm{j}+18\mathrm{t}+1,3\mathrm{j}+12\mathrm{t}, 3\mathrm{j}+18\mathrm{t}+2)$

各 $\mathrm{j}$ の値は 1, 2, $\cdots$ , t-l
$\Delta(\mathrm{E}_{\mathrm{j}- 1}$

”’
$)=(\mathrm{c}_{\mathrm{j}}- \mathrm{d}_{\mathrm{j}- 1}, \mathrm{c}_{\dot{\rfloor}}- \mathrm{d}_{\mathrm{j}- 1^{-}}\mathrm{b}, \mathrm{c}_{\mathrm{j}}- \mathrm{d}_{\mathrm{j}- 1^{-}}2\mathrm{b}, \mathrm{c}\mathrm{j}^{-}\mathrm{d}\mathrm{j} - 1+(\mathrm{a}- \mathrm{b}), \mathrm{c}\mathrm{j}^{-}\mathrm{d}\mathrm{j}\cdot 1+(\mathrm{a}- 2\mathrm{b}), \mathrm{c}\mathrm{j}^{-}\mathrm{d}\mathrm{j}\cdot 1+(2\mathrm{a}- 2\mathrm{b}))$

$=$($3\mathrm{j}+3\mathrm{t}- 3,3\mathrm{j}+9\mathrm{t}- 1,3\mathrm{j}+15\mathrm{t}+1,3\mathrm{j}+3$ t-2, $3\mathrm{j}+9\mathrm{t},$ $3\mathrm{j}+3$t-l)
各 $\mathrm{j}$ の値は 1, 2, $\cdots$ , t-l

$\Delta(\mathrm{E}_{\mathrm{t}- 1}$

”
$)=(\mathrm{c}_{\mathrm{t}- 1}- \mathrm{d}_{0^{-}}\mathrm{k}, \mathrm{c}_{\mathrm{t}- 1}- \mathrm{d}_{0}+(\mathrm{a}- \mathrm{k}),$ $\mathrm{c}_{\mathrm{t}- 1}- \mathrm{d}_{0}+(2\mathrm{a}- \mathrm{k}),$ $\mathrm{c}_{\mathrm{t}\wedge!}- \mathrm{d}_{0}+(\mathrm{a}- \mathrm{b}- \mathrm{k}),$ $\mathrm{c}_{\mathrm{t}- 1}- \mathrm{d}_{0}+(2\mathrm{a}- \mathrm{b}- \mathrm{k})$ ,

$\mathrm{c}_{\mathrm{t}- 1}- \mathrm{d}_{0}+(2\mathrm{a}- 2\mathrm{b}- \mathrm{k}))$

$=$( $18\mathrm{t}arrow 1,$ 12t-2, 6t-3, 1 $8\mathrm{t},$ 12t-l, 1 $8\mathrm{t}+1$ )
$\Delta(\mathrm{E}_{\mathrm{t}- 1}$

”’
$)=(\mathrm{c}_{0}+\mathrm{k}- \mathrm{d}_{\mathrm{t}- 1}, \mathrm{c}_{0}+\mathrm{k}- \mathrm{d}_{\mathrm{t}- 1^{-}}\mathrm{b}, \mathrm{c}_{0}+\mathrm{k}- \mathrm{d}_{\mathrm{t}- 1^{-}}2\mathrm{b}, \mathrm{c}_{0}+\mathrm{a}+\mathrm{k}- \mathrm{d}_{\mathrm{t}- 1^{-}}\mathrm{b}, \mathrm{c}_{0}+\mathrm{a}+\mathrm{k}- \mathrm{d}_{\mathrm{t}- 1^{-}}2\mathrm{b}, \mathrm{c}_{0}+2\mathrm{a}+\mathrm{k}- \mathrm{d}_{\mathrm{t}- 1^{-}}2\mathrm{b})$

$=$( $6\mathrm{t}- 2,12\mathrm{t},$ $18\mathrm{t}+2,$ 6t-l, $12\mathrm{t}+1,6\mathrm{t}$)

また, 上記の $\Delta(\mathrm{E})$に各 $\mathrm{j}$ の値を代入してまとめると,
(1) \Delta (EO’)より, (0, 1, 2)
(2) $\Delta(\mathrm{E}_{\mathrm{j}}’)$ より, { $3\mathrm{j},$ $3\mathrm{j}+1,3\mathrm{j}+2|\mathrm{j}=1,2,$ $\cdots$ , t-l} $=$ ($3,$ $\cdots,$ 3t-l)
(3) $\Delta(\mathrm{E}_{\mathrm{j}- 1}$

”’
$)$より, $\{3\mathrm{j}+3\mathrm{t}^{-}3,3\mathrm{j}+3\mathrm{t}^{\sim}2,3\mathrm{j}+3\mathrm{t}^{-}1|\mathrm{j}=1,\cdots,\mathrm{t}\prime 1\}$

$=(3\mathrm{t}, \cdots, 6\mathrm{t}^{-}4)$

となり, 以下同様に
(4) ($6\mathrm{t}^{-}3,6\mathrm{t}\cdot 2,$ 6t-l, $6\mathrm{t}$)
(5) $\{3\mathrm{j}+6\mathrm{t}+3,3\mathrm{j}+6\mathrm{t}^{-}2,3\mathrm{j}+6\mathrm{t}+2|\mathrm{j}=1, \cdots, \mathrm{t}^{-}1\}\cup\{6\mathrm{t}+2,6\mathrm{t}+3,9\mathrm{t}^{-}2\}$

$=(6\mathrm{t}+1, \cdots, 9\mathrm{t})$

(6) $\{3\mathrm{j}+9\mathrm{t}, 3\mathrm{j}+9\mathrm{t}\cdot 2,3\mathrm{j}+9\mathrm{t}^{-}1|\mathrm{j}=1, \cdots, \mathrm{t}.1\}=(9\mathrm{t}+1, \cdots, 12\mathrm{t}^{-}3)$

(7) $(12\mathrm{t}^{-}2,12\mathrm{t}.1,12\mathrm{t}, 12\mathrm{t}+1)$

(8) { $3\mathrm{j}+12\mathrm{t},$ $3\mathrm{j}+12\mathrm{t}+4_{2}3\mathrm{j}+12\mathrm{t}^{-}1|\mathrm{j}=1,$ $\cdots,$
$\mathrm{t}\cdot 1)\cup$ { $12\mathrm{t}+4,$ 15t 1, $15\mathrm{t}$}

$=(12\mathrm{t}+2, \cdots, 15\mathrm{t}+1)$

(9) $\{3\mathrm{j}+15\mathrm{t}, 3\mathrm{j}+15\mathrm{t}+1,3\mathrm{j}+15\mathrm{t}^{-}1|\mathrm{j}=1, \cdots, \mathrm{t}^{-}1\}$

$=(15\mathrm{t}+2, \cdots, 18\mathrm{t}.2)$

(10) (18t-l, $18\mathrm{t},$ $18\mathrm{t}+1,18\mathrm{t}+2$)
(11) $\{3\mathrm{j}+18\mathrm{t}, 3\mathrm{j}+18\mathrm{t}+1,3\mathrm{j}+18\mathrm{t}+2|\mathrm{j}=1, \cdots, \mathrm{t}^{-}1\}$

$=$ ( $18\mathrm{t}+3,$ $\cdots,$ 21t 1)

となる. 上記のように $\mathrm{z}_{21\mathrm{t}}$ のすべての要素は, $\Delta(\mathrm{E})$にちようど 1 度ずつ現れることが
わかる.
また, 任意の $\mathrm{t}$ に関して $\mathrm{k}=3\mathrm{t}^{2}+1$ は $21\mathrm{t}$ と互いに素である. よって明らかに写像 6 は
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wrapped $\Delta$ -labelling の条件を満たしている. 従って, この写像 $\delta$ を $\mathrm{H}(3;\mathrm{t})$ の

wrapped $\Delta- \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ と定め, 定理 3 を適用することにより, 次の結果が得られる.

定理 8 任意の自然数 $\mathrm{t}$ に対して, パラメータの値が $\mathrm{d}=21,$ $\vdash-12$ となるような完全二
部グラフ $\mathrm{K}_{21\mathrm{t},2\mathrm{I}\mathrm{t}}$ の ($\mathrm{d},\partial\cdot$ cluttered ordering が存在する.

定理 9 任意の自然数 $\mathrm{t}$ に対して, パラメータの値が $\mathrm{d}=2\mathrm{l}\mathrm{s}\dagger \mathrm{r},$ $\triangleright-6(\mathrm{s}+1)+\min(\mathrm{r}, 6)(\mathrm{s}>0$ ,
「$-0,1,2,$ $\cdots,$ $20$)となるような完全二部グラフ $\mathrm{K}_{21\mathrm{t},21\mathrm{t}}$ の $(\mathrm{d},\mathrm{f})$ -cluttered ordering が存在す
る.

図 9. $\mathrm{H}(3;1),$ $|\mathrm{E}|=21,$ $|\mathrm{V}|=12,$ $\mathrm{k}=4$ の wrapped $\Delta\sim \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$

5, 4 H(h;t)の wrapped $\Delta-\mathrm{I}$ abel $|\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ の構成
本節では, 任意の自然数 $\mathrm{h},$ $\mathrm{t}$ に対して, H(h;yの wrapped $\Delta-$ labelling の構成法を
与える. 二部グラフ $\mathrm{H}(\mathrm{h};\mathrm{t})=(\mathrm{U},\mathrm{E})$は, 2h(t+l)個の頂点と th(2h+1)本の辺を持つ 4 自
然数 $\mathrm{h},$ $\mathrm{t}$ が与えられた時, labelling $\delta$ は, 頂点集合 $\mathrm{U}=\mathrm{V}\cup \mathrm{W}$ 上の写像 $\delta$ : $\mathrm{U}arrow$

$\mathrm{Z}_{\mathrm{t}\mathrm{h}(.\mathrm{h}+1)}9\cross \mathrm{Z}_{2}$ である.
上部の頂点集合 $\mathrm{V}=\{\mathrm{v}0, \mathrm{V}1, \cdots, \mathrm{V}\mathrm{h}(\mathrm{t}+1\}\cdot 1\}$を写像 $\delta$ によって写した像の第 1 成分は,

下記のような h(t+l)個の整数の数列になるとする.
$\mathrm{c}\mathrm{o},$

$\mathrm{c}\mathrm{o}+\mathrm{a},$ $\mathrm{c}\mathrm{o}+2\mathrm{a},$
$\cdots,$

$\mathrm{c}\mathrm{o}+(\mathrm{h}- 1)\mathrm{a},$
$\mathrm{c}_{1},$ $\mathrm{c}_{1}+\mathrm{a},$ $\mathrm{c}_{1}+2\mathrm{a},$ $\cdots,$

$\mathrm{c}_{1}+(\mathrm{h}- 1)\mathrm{a},$ $\cdots$ ,
$\mathrm{c}_{\mathrm{j}},$

$\mathrm{c}_{\mathrm{j}}+\mathrm{a},$ $\mathrm{c}_{\mathrm{j}}+2\mathrm{a},\cdots,$
$\mathrm{c}_{\mathrm{j}}+(\mathrm{h}^{-}1)\mathrm{a},$

$\cdots,$ $\mathrm{c}\mathrm{t}\cdot 1,$
$\mathrm{c}_{\mathrm{t}\cdot 1}+\mathrm{a},$ $\mathrm{c}\mathrm{t}\cdot 1+2\mathrm{a},$

$\cdots,$
$\mathrm{c}_{\mathrm{t}\cdot 1}+(\mathrm{h}- 1)\mathrm{a}$ ,

$\mathrm{c}\mathrm{o}+\kappa,$ $\mathrm{c}\mathrm{o}+\mathrm{a}+\kappa,$ $\mathrm{c}\mathrm{o}+2\mathrm{a}+\kappa,$ $\cdots,$
$\mathrm{c}\mathrm{o}+(\mathrm{h}^{\sim}1)\mathrm{a}+\kappa$

同様に, 下部の頂点集合 $\mathrm{W}=\{\mathrm{w}‘\},$
$\mathrm{W}1,$ $\cdots,$

$\mathrm{W}\mathrm{h}(\mathrm{t}+1)- 1\}$を写像 $\delta$ によって写した像の第

1 成分は, 下記のような h(t+o個の整数の数列になるとする.

do, $\mathrm{d}\mathrm{o}+\mathrm{b},$ $\mathrm{d}\mathrm{o}+2\mathrm{b},$
$\cdots,$

$\mathrm{d}\mathrm{o}+(\mathrm{h}- 1)\mathrm{b},$ $\mathrm{d}_{1},$ $\mathrm{d}_{1}+\mathrm{b},$ $\mathrm{d}_{1}+2\mathrm{b},$
$\cdots,$

$\mathrm{d}_{1}+(\mathrm{h}\cdot 1)\mathrm{b},$ $\cdots$ ,
$\mathrm{d}\mathrm{j},$ $\mathrm{d}\mathrm{j}+\mathrm{b},$ $\mathrm{d}\mathrm{j}+2\mathrm{b}_{i}\cdots,$ $\mathrm{d}\mathrm{j}+(\mathrm{h}- 1)\mathrm{b},$

$\cdots,$
$\mathrm{d}_{\mathrm{t}\cdot 1},$ $\mathrm{d}\mathrm{t}- 1+\mathrm{b},$ $\mathrm{d}_{\mathrm{t}- 1}+2\mathrm{b},$

$\cdots,$
$\mathrm{d}_{\mathrm{t}\cdot 1}+(\mathrm{h}- 1)\mathrm{b}$ ,

$\mathrm{d}_{0}+\kappa,$ $\mathrm{d}\mathrm{o}+\mathrm{b}+\kappa,$ $\mathrm{d}\mathrm{o}+2\mathrm{b}+\kappa,$
$\cdots,$ do\dagger (h-l)b+\kappa

ここで, $\mathrm{a},$
$\mathrm{b},$

$\mathrm{C}\mathrm{j},$

$\mathrm{d}_{\mathrm{j}},$ $\downarrow\sigma$ の値を,
$\mathrm{a}:=\mathrm{h}(2\mathrm{h}- 1)\mathrm{t}- 1$ , $\mathrm{a}\mathrm{j}:=\mathrm{h}\mathrm{j}\mathrm{t}$ , $\mathrm{j}=0,1,2,$ $\cdots,$

$\mathrm{t}-1$ ,
$\mathrm{b}:=\mathrm{h}(2\mathrm{h}- 1)\mathrm{t}^{\sim}2$ , $\mathrm{d}_{\mathrm{j}}:=\mathrm{h}\mathrm{j}(\mathrm{t}\cdot 1),$ $\mathrm{j}=0,1,2,$ $\cdots,$

$\mathrm{t}-1$ ,
$\kappa:=\mathrm{h}\mathrm{t}^{2}+1$

と定める.
この写像 $\delta$ が, 4.1 飾で定めた wrapped $\Delta- \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ の条件を満たしていることは

まだ証明できていないが, この写像 $\delta$ を H(h;t)の wrapped $\Delta- \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$の候補とみな

そう. 定理 3 を適用することにより, 次の結果が得られる.

予想 1. 任意の自然数 $\mathrm{t}$ に対して, パラメータの値が $\mathrm{d}\neg-\mathrm{h}(2\mathrm{h}+1),$ $\mathrm{P}-2\mathrm{h}(\mathrm{t}+1)$となるよう

な完全二部グラフ Kth(2h+1),th(2h+1)の (d,f)-c1uttered ordering が存在する.
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予想 2 任意の自然数 $\mathrm{h},$ $\mathrm{t}$ に対して, $f=\mathrm{t}\mathrm{h}(2\mathrm{h}+1)$ とおくと, 完全二部グラフ

Kth(2h+1),th(2h+1)の $(\mathrm{d},\mathrm{f})$ -cluttered ordering が存在する. このとき, パラメータの値は $\mathrm{d}=$

th(2h+1)+r $=f+\mathrm{r},$ $\mathrm{f}=2\mathrm{h}(\mathrm{t}+1)+\min(\mathrm{r}, 2\mathrm{h})$ ( $\mathrm{r}$ は $0\leqq \mathrm{r}<\mathrm{h}(2\mathrm{h}+1)$ を満たす自然数) となる.

6. おわりに
いくつかの完全二部グラフの系列について, wrapped $\Delta$-labelIing を構成し, 最適

な cluttered ordering を探索してきた.
一般の完全二部グラフや多次元 RAID の最適な cluttered ordering を探索するのが

今後の課題である.
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