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A non-linear construction of $OA(\mathrm{s}^{t},t+1,\mathrm{s},t)\mathrm{s}$ and

classification of $OA(4^{4},5,4,4)\mathrm{s}$ by isomorphism

Shintaro Yagi
School of Fundamental Science and Technology of Keio University

はじめに

$s$個の要素からなる集合 $S$上の $N\mathrm{x}k$ 配列 $A$ について, すべての $N\mathrm{x}t$ の $A$ の部

分配列に $S$ の要素からなる各 $t$-tuple がちょうど $\lambda$ 回ずつ行として現れるとき, $A$

を水準 $s$ , 強さ $t$ , 制約数 $k$ , 指数 $\lambda$ の直交配列といい $OA(\lambda s^{t}, k, s, t)$ と記す.
本報告では、 直交配列と呼ばれる組合せ構造について非線形な形の関数表現に

よる $OA(s^{t}, t+1, s, t)$ の構成法と $OA(4^{t}, t+1,4, t)t\geq 2,3,4$ の同型分類について
述べる.
現在までに知られている結果としては $s=2$ のとき任意の $\lambda$ について Seiden,

Zemach (1966) は $OA(2^{t}\lambda, t+1,2, t)$ の同型分類を行った. また, Fujii, Namikawa,
Yamamoto (1989) は $OA(2^{d+1}, d+2_{2}2, d)$ と $OA(2^{d+2}, d+3,2, d)$ についての同型分
類を行っており, Yumiba, Hyodo, Yam amoto (i997) は saturated $OA(6\cdot 2^{2},23,2,2)$

から構成されるすべての $OA(6\cdot 2^{2},6,2,2)$ を同型分類した. 一方, $s=3$ について

は, Hedayat, Stufken, Su は $OA(3^{t}, t+1, s, t)$ はすべて同型であることを示した.
さらに Hedayat, Seiden, Stufken (1997) はすべての $OA(2\cdot 3^{3},5,3,3)$ の同型分類に
成功した.
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1 直交配列に関する基本定義と定理
準備として直交配列に関する基本的な定義と定理を紹介する.

定義 1. $s$個の要素からなる集合 $S$上で $N\cross k$配列 $A$ の各 $N\mathrm{x}t$部分配列に $S$ の要
素からなる各 $t$ -tupleがちょうど $\lambda$ 回ずつ行として現れるとき, $A$ を水準 $s$ , 強さ $t$ ,
制約数 $k$ , 指数 $\lambda$ の直交配列 (orthogonal army) といい $OA(\lambda s_{\grave{\mathit{1}}}^{t}k, s, t)$ と表記する.

例 1. 水準 2, 強さ 3, 制約数 4, 指数 1 の $4\cross 8$直交配列 $OA(8,4,2,3)$ は以下のと

おりである. (スペースの関係上ここから先は直交配列を転置して $k\mathrm{x}N$ の形で書
くものとする.)

0 0 0 0 1111
001 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0 0 1

定義 2. $A$ と $B$ を直交配列とする. このとき $B$ に以下の 3 つの操作を行うことに
よって $A$ と同じ配列を得られるとき $A$ と $B$ は同型 (isomorphism)であるという:

(i)行の置換
(ii)列の置換
(iii) 列内での要素の置換

例 2. 以下の二つの配列 $A,$ $B$ は $OA(16,3,4,2)$ かっ同型である.

0000 1111 2222 3333 0000 1111 3333 2222
$A=$ 0123 0123 0123 0123 $B=$ 0123 1032 2301 3210

0123 1032 2301 3210 0123 0123 0123 0123

なぜなら, 直交配列 $B$ の第 1 行の水準 2 と 3 の置換と, 第 2行と第 3行の置換に

よって直交配列 $A$ が得られる為である.

ここからは $OA(s^{t}, k, s_{\backslash }t)$ について $k=t+1$ , $\lambda=1$ についてのみ限定して考

える.
$s$ を素数とし, 位数 $s$ の有限体を $GF(s)$ と書く. このとき $s$.個の要素からなる集

合 $S$ は一般性を失うことなく $S=GF(s)$ と仮定することができる. またこのとき
$S$ 上での置換は $GF(s)$ 上での多項式によって表現でき, $S=GF(s)$ 上の置換の集

合を $\Sigma_{s}$ と表すことにする.
ここで直交配列の関数表現の定義を行う. $GF’(s)^{t}$ から $GF(s)$ へのすべての写像

は各変数の次数が最大で $s-1$ である変数 $t$ の多項式によって表現される. 実際

次数が $s-1$ であり,

$u_{a}(x)=\{$
-1, $x=a$,
0, else.
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である $u_{a}(x)$ に関して

$u_{a}(x)= \prod_{c\in GF(s)c\neq a},(_{X}\text{ー}c)$

$= \frac{x^{s}-x}{x-a}$ ,

としたとき, 任意の写像 $f$ : $\mathrm{G}\mathrm{F}(s)^{t}arrow \mathrm{G}\mathrm{F}(s)$ は以下のように表せる.

$f(x_{1}, \cdots, x_{t})=(-1)^{t}\sum_{(a_{1},\cdots,a_{t})\in \mathrm{G}\mathrm{F}(s)^{t}}f(a_{1}, \cdots, a_{t})u_{a_{1}}(x_{1})\cdots u_{a_{\mathrm{t}}}(x_{t})$
.

これは次数が最大で $s-1$ の $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{t}$ からなる多項式である.

定義 3. 配列 $A$ を $OA(s^{t}, t+1, s, t)$ とし, この直交配列五の行の集合を $R(A)$ とす

る. $A$ の任意の行の要素 $(x_{0)}\cdots, x_{t})$ において

$x_{0}=f(x_{1_{7}}\cdots, x_{t})$

を満たす関数 $f$ : $GF(s)^{t}arrow GF(s)$ を $A$ の explicit な関数表現 (explicit functional
representation) と呼ぶ. また

$R(A)=\{(x_{0}, \cdots, x_{t})|F(x_{0}, \cdots, x_{t})=0, x_{i}\in GF(s)\}$

を満たす $F(\cdot)$ を $A$ の implicit な関数表現 (inpficit functional representation) と

呼ぶ.

注 1. 直交配列 $OA(s^{t},$ $t+1,$ $s$ ,のの explicitな関数表現 $f$ と implicit な関数表現 $F$

には $F(x_{0}, \cdots, x_{t})=x_{0}-f(x_{1\}}\cdots, x_{t})$ という関係が成立する.

例 3. 以下の配列は $OA(4^{2},3,4,2)$ である. ここでは $GF(4)=\{0,1, \alpha, \alpha^{2}\}$ とし,
このとき $\alpha^{2}=\alpha+1$ という関係があるものとする.

$x_{0}$ 0 1 $\alpha$
$\alpha^{2}$ 1 0 $\alpha^{2}$

$\alpha$ $\alpha$
$\alpha^{2}$ 0 1 $\alpha^{2}$

$\alpha$ 1 0
$x_{1}$ 0 0 0 0 1 1 1 1 $\alpha$ $\alpha$ $\alpha$ $\alpha$

$\alpha^{2}$ $\alpha^{2}$ $\alpha^{2}$ $\alpha^{2}$

$x_{2}$ 0 1 $\alpha$
$\alpha^{2}$ 0 1 $\alpha$

$\alpha^{2}$ 0 1 $\alpha$
$\alpha^{2}$

.
0 1 $\alpha$

$\alpha^{2}$

この直交配列は $x_{0}=f(x_{1}., x_{2})=x_{1}+x_{2}+(x_{1}+x_{1}^{2})(x_{2}+x_{2}^{2})$ という explicit な関
数表現を持つ.

定義 4. 関数 $f$ : $GF(s)^{t}arrow GF(s)$ に対して,

$R=\{(x_{0}, \cdots, x_{t})\in GF(s)^{t+1}|x_{0}=f(x_{1}, \cdots, x_{t})\}$ .

とおく . $x_{i}=f^{(i)}(x_{0}, \cdots, x_{i-1}, x_{i+1}, \cdots, x_{t})$ が

$R=\{(x_{0}, \cdots, x_{t})\in GF(s)^{t+1}|x_{i}=f^{(i)}(x_{0}, \cdots, x_{i-1}, x_{i+1}, \cdots, x_{t})\}$

を満たすとき $f$ は逆変換可能 (invertible) と呼ぶ.
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定理 1. 写像 $f$ : $GF(s)^{t}arrow GF(s)$ で以下のことは同等である:

(i) $f$ が逆変換可能である.

(ii) $a_{1},$ $\ldots,$ $a_{i-1},$ $a_{i+1},$ $\ldots,$
$a_{t}$ で任意の $i$ を固定したとき,

$\sigma_{i}(x_{i})=f(a_{1}, \cdots, a_{i-1}, x_{i_{7}}a_{i+1}, \cdots, a_{t})$ は $GF(s)$ 上の置換である.

(iii) $f$ は $OA(s^{t}, t+1, s, t)$の関数表現である.

次の 3 つの例は 3種類の配列と関数表現との関係である.

例 4. $x_{0}=f(x_{1}, x_{2})=\alpha x_{1}+x_{1}^{2}+x_{2}$ という関数表現を持つ直交配列ではない配列
は以下のとおりである.

$x_{0}$ 0 1 $\alpha$

$\alpha^{2}$ $\alpha^{2}$
$\alpha$ 1 0 0 1 $\alpha$

$\alpha^{2}$ $\alpha^{2}$
$\alpha$ 1 0

$x_{1}$ 0 0 0 0 1 1 1 1 $\alpha$ $\alpha$ $\alpha$ $\alpha$
$\alpha^{2}$ $\alpha^{2}$ $\alpha^{2}$ $\alpha^{2}$

$x_{2}$ 0 1 $\alpha$
$\alpha^{2}$ 0 1 $\alpha$

$\alpha^{2}$ 0 1 $\alpha$
$\alpha^{2}$ 0 1 $\alpha$

$\alpha^{2}$

このとき $f$ は逆変換可能ではない. なぜなら $x_{0}=x_{2}.=0$ のとき $x_{1}=0$ または $\alpha$

であるので $x_{1}$ が $x_{2}$ と $x_{0}$ によって表現できないからである.

例 5. 次の配列は $x0=f(x_{1}, x_{2})=x_{1}+x_{2}$ という関数表現をもつ線形な直交配列
である.

01 $cx$
$\alpha^{2}$ 1 0 $\alpha^{2}$

$\alpha$ $\alpha$
$\alpha^{2}$ 0 1 $\alpha^{2}$

$\alpha$ 1 0$x_{0}$

00001 1 1 1 $\alpha$ $\alpha$ $\alpha$ $\alpha$

$\alpha^{2}$ $\alpha^{2}$ $\alpha^{2}$ $\alpha^{2}$

$x_{1}$

$x_{2}$ 0 1 $\alpha$

$\alpha^{2}$ 0 1 $\alpha$
$\alpha^{2}$ 0 1 $\alpha$

$\alpha^{2}$ 0 1 $\alpha$
$\alpha^{2}$

この場合は $x_{2}=x_{1}+x_{0}$であるので $x_{2}$ は $x_{0}$ と $x_{1}$ で表現される。同様に, $x_{1}=x_{0}+x_{2}$

なので $x_{1}$ は $x0$ と $x_{2}$ で表わされる. よって $f$ は逆変換可能であり, 直交配列である.

例 6. 例 3の直交配列は, $x_{0}=f(x_{1}, x_{2})=x_{1}+x_{2}+(x_{1}+x_{1}^{2})(x_{2}+x_{2}^{2})$ という関数

表現を持つ. この場合は $x_{1},$ $x_{2}$ について式を書き換えると以下のようになる.

$x_{1}$ $=$ $f^{(1)}(x_{0}, x_{2})=x_{2}+x_{0}+(x_{2}+x_{2}^{2})(x_{0}+x_{0}^{2})+(x_{2}+x_{2}^{2})$ ,

$x_{2}$ $=$ $f^{(2)}(x_{0}, x_{1})=x_{1}+x_{0}+(x_{1}+x_{1}^{2})(x_{0}+x_{0}^{2})+(x_{1}+x_{1}^{2})$ .

第 1 式は $x_{1}$ が $x_{2}$ と $x_{0}\text{て^{}\backslash }\backslash \text{表}\sim\not\in \text{る}arrow\text{とを},\overline{\mathrm{T}\backslash }\mathrm{t}$,てい $\text{る}$ . 同様に第 2式によって $x_{2}$ は $x_{0}$

と $x_{1}$ で表現される. つ $\text{ま}$ り $fb\mathrm{h}^{\backslash }\text{逆_{}\mathit{4}}\pi_{\mathrm{Z}}.\text{換}7\mathrm{r}\mathrm{I}$ABbbであり, $f$ からつくられる配列は直交
$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{E}\mathrm{F}^{1}\rfloor^{-}T^{\backslash \backslash }\text{あ}$ る.

補助定理 1. $F_{A}$ と $F_{B}$ をそれぞれ直交配列 $A$ と $B$ の impficit な関数表現とする.

このとき $A$ と $B$ が同型であることと $T=\{0,1, \cdots, t\}$ の置換 $\theta$ と $GF(s)$ 上の置

換 $\sigma_{i}$ を用いて $F_{A}(x_{0}, \cdots, x_{t})=F_{B}(\sigma_{0}(x_{\theta(0)}), \cdots, \sigma_{t}(x_{\theta(t)}))$ と表せることは同値で

ある. このような場合単に $F_{A}$ と $F_{B}$ が同型であるという. また直交配列 $A$ と $B$

の explicit な関数表現 $f_{A}$ と $f_{B}$ について $F_{A}(x_{0}, \cdots, x_{t})=x\mathrm{c}-f_{A}(x_{1}, \cdots, xt)$ と

$F_{B}(x_{0}, \cdots, x_{t})=x_{0}-f_{B}(x_{1}, \cdots, x_{i})$ が同型であれば, $f_{A}$ と $f_{B}$ が同型であると

いう.
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$x_{0}=f_{A}(x_{1}, \cdots, x_{t})$ を直交配列 $A$ の関数表現とする. 置換 $\sigma_{0}(x_{0})=x_{0}-f(0, \cdots, 0)$

を用いて得られる関数表現 $f_{\overline{A}}(x_{1}, \cdots, x_{t})=f_{A}(x_{1}, \cdots, x_{t})-f_{A}(0, \cdots, 0)$ をもつ

配列互は $A$ と同型な直交配列になる. 次に, $\sigma_{i}(x_{i})=f_{\overline{A}}(0, \cdots, 0, x_{i}, 0, \cdots, 0)$ と

する. $f_{\overline{A}}$ は直交配列 A- の関数表現なので定理 1 より $\sigma_{i}(0)=0$ と $\sigma_{i}$ は $\mathrm{G}\mathrm{F}(s)$ 上の

置換となる. それゆえに $\sigma_{i}^{-1}(x)$ も $\sigma_{\dot{f}}^{-1}(0)=0$ のような置換である. つまり $\sigma_{i}^{-1}(x)$

は次数が最大で $s-2$ である $h(x)$ を用いて $xh(x)$ のような多項式で表現できる.
そこで $x_{i}$ と $\sigma_{i}^{-1}(x_{i})$ を入れ替えることによって, $f_{\overline{A}}(\sigma_{1}^{-1}(x_{1}), \cdots, \sigma_{t}^{-1}(x_{t}))=x_{1}+$

$\ldots+x_{t}+g(\sigma_{1}^{-1}(x_{1}), \cdots, \sigma_{t}^{-1}(x_{t}))$ を得ることが出来る. それゆえに $f(x_{1}, \cdots, x_{t})$

と $x_{1}+\cdots+x_{t}+g(\sigma_{1}^{-1}(x_{1}), \cdots, \sigma_{t}^{-1}(x_{t}))$ は同型であると言え, それにより以下
の補助定理を得る.

補助定理 2. すべての直交配列の関数表現は

$f(x_{1},$ $\cdots,$ $x_{t})=x_{1}+\cdots$ 十 $x_{t}+g(x\underline{\rceil},$ $\cdots$ , $xt)$ ,

と同型である. このとき $g$ は $g(x_{1)}0\cdots, 0)=\cdots=g(0, \cdots, 0, x_{t})=0$ を満たす多
項式である.

これを直交配列の関数表現の標準形と呼ぶ.

2 $OA(\mathrm{s}^{t}, t+1, \mathrm{s}, t)$ の非線型な構成法

ここでは雰線型な関数表現をもつ直交配列の構成法について紹介する.

補助定理 3. $GF(p^{l})$ 上において, $p$ を素数としたときに,

$r(x)=x+x^{p}+x^{p^{2}}+\cdots+x^{p^{l-1}}$ (1)

とすると,
$r(x)^{p}=r(x^{p})=r(x)$ .

が成り立つ.

以下が主定理である.

定理 2. 素数 $p$ に関して, $l$ を $p$ の倍数とし, また $g(x_{1}, \cdots, x_{t})$ が以下を満たす多
項式とする.

(i) $g$ は各変数 $x_{i}$ について線型である,

(ii) $g$ の各変数の係数は $GF(p)$上の元である,

(iii) $g(x_{1},0\cdots, 0)=\cdots=g(0, \cdots, 0, x_{t})=0$ .
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このとき,

$x_{0}=f(x_{1}, \cdots, x_{t})=x_{1}+\cdots$ 十 $x_{t}+g(r(x_{1}), \cdots, r(x_{t}))$

は $OA(s^{t}, t+1, s, t)$ の関数表現である. ここで $s=p^{l}$ で $r(x)$ は (1) から得られた
ものである.

証明. 定理 1 より $f$ が直交配列の関数表現であることを示すためには $f$ が逆変換
可能であることを示せばよい. 一般性を失うことなく $x_{t}$ が $x_{0},$ $\cdots$ , $x_{t-1}$ で表せる
ことのみを示す. $g$ は各変数に関して線型なので

$g(x_{1}, \ldots, x_{t})=g_{1}(x_{1}, \ldots, x_{t-1})x_{t}+g_{2}(x_{1\}}\cdots, x_{t-1})$ .

と書き直すことが出来る. それゆえに

$f(x_{1}, \cdots , x_{t-1}, x_{0})=f(x_{1}, \cdots, x_{t-1}, f(x_{1}, \cdots, x_{t-1}, x_{t}))$

$=x_{1}+\cdots$ 十 $x_{t-1}+x_{0}+g(r(x_{1}), \cdots, r(x_{t-1})\grave, r(x_{0}))$

$+g_{1}(r(x_{1}),$ $\cdots,$ $r(xt-1))r(x_{0})+g_{2}(r(x_{1}),$ $\cdots,$ $r(xt-1))$
(2)

$=$ $x_{1}+\cdots$ 十 $x_{t-1}+\{x_{1}+\cdots$ 十 $xt+g(r(x_{1}),$ $\cdots,$ $\gamma(Xt))\}$

$+g_{1}$ ( $r(x_{1}),$ $\cdots$ , $r(xt-1)$ ) $r(x_{0})+g_{2}(r(x_{1}),$ $\cdots,$ $r(Xt-1))$

$=$ $2x_{1}+\cdots 2x_{t-1}+x_{b}$

$+g_{1}\neg(r(x_{1}),$ $\cdots,$ $r(xt-1))\{r(x_{0})+r(xt)\}+2g_{2}(r(x_{1}),$ $\cdots,$ $\gamma(Xt-1))$

となる. ここで $r(x_{0})$ に着目して計算を行う. 9 の係数は $\mathrm{G}\mathrm{F}(p)$ 上の値なので,

$g(x_{17}\cdots, x_{t})^{v}.=g(x_{1}^{p}, \cdots, x_{t}^{p})$

となるので, この等式と補助定理 3 より,

$r(x_{0})$ $=$ $x_{0}+x_{0}^{p}+\cdots$ 十 $x_{0}^{p^{t-1}}$

$=$ $f(x_{1}, \cdots, x_{t})+f(x_{1}, \cdots, x_{t})^{p}+\cdots+f(x_{1}, \cdots, x_{t})^{p^{l-1}}$

$=$ $x_{1}+\cdots$ 十 $x_{t}+g(r(x_{1}), \cdots, r(x_{t}))$

$+x_{1}^{p}+\cdots+x_{t}^{p}$ 十 $g(r(x_{1}), \cdots, r(xt))^{p}+\cdots$

$+x_{1}^{p^{l-1}}+\cdots+x_{t}^{p^{l-1}}+g(r(x_{1}), \cdots, r(x_{t}))^{p^{l-1}}$ (3)
$=$ $x_{1}+\cdots$ 十 $x_{t}+g(r(x_{1}), \cdots, r(xt))$

$+x_{1}^{p}+\cdots$ 十 $x_{t}^{p}$ 十 $g(r(x_{1}), \cdots)r(xt))+\cdots$

$+x_{1}^{p^{t-1}}+\cdots$ 十 $x_{t}^{p^{l-1}}$ 十 $g(r(x_{1}), \cdots, r(x_{t}))$

$=$ $r(x_{1})+\cdots+r(x_{t-1})$ 十 $r(xt)$ 十 $lg(r(x_{1}), \cdots, r(xt))$ .
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となる. $l$ は $p$ の倍数であるので,

$r(x_{0})=r(x_{1})+\cdots+r(x_{t-1})+r(x_{t})$ (4)

となる.

$x_{0}=x_{1}+\cdots+x_{t}+g_{1}$ $(r(x_{1}), \ldots , r(x_{t-1}))r(x_{t})+g_{2}(r(x_{1}), \ldots, r(xt-1))$

と等式 (2) (4) によって

$f$ ( $x_{1},$ $\cdots$ , $Xt-1,$ $X0)=2x_{1}+\cdots+2xt-1+Xt$

$+g_{1}(r(x_{1}),$ $\cdots,$ $r(xt-1))\{r(x_{1})+\cdots$ 十 $r(xt-1)+2r(xt)\}$
$+2g_{2}(r(x_{1}),$ $\cdots,$ $r(x_{t-1}))$

$=$ $2x_{1}+\cdots+2x_{t-1}+x_{t}$
(5)

$+g_{1}(r(x_{1}),$ $\cdots,$
$r(x_{t-1})\dot{)}$ { $r(x_{1})+\cdots$ 十 $r(x_{t-1})$ }

$+2$ { $x_{0}-(x_{1}+\cdots$ 十 $x_{t-1}+x_{t}+g_{2}(r(x_{1}),$ $\cdots$ , $r(x_{t-1}))$ }
十 $2g_{2}(r(x_{1}), \cdots, r(x_{t-1}))$

$=$ $2x_{0}-x_{t}+.o_{1}(r(x_{1}), \cdots, r(x_{t-1}))$ { $r(x_{1})+\cdots$ 十 $r(x_{t-1})$ }.

を得る. それゆえに

$x_{t}=-f(x_{1}, \cdots , x_{t-1}, x_{0})+2x_{0}+g_{1}(r(x_{1}), \cdots, r(x_{t-1}))\{r(x_{1})+\cdots+r(x_{t-1})\}$ ,

となる. よって $x_{t}$ が $x_{0},$ $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{t-1}$ によって表されるので $f$ は逆変換可能といえ
る. つまり $f$ は直交配列の関数表現である ロ

3 $t\underline{<}4$での $O\mathrm{A}(4^{t}, t+1,4, t)$ の同型分類について
本節では第 2節で得られた定理 2 から構成された直交配列の同型・非同型分類に
ついて述べる. しかし, 定理 2 の構成法では構成することが出来ない直交配列も
存在するため, そのような直交配列も含めたの同型・非同型分類のアルゴリズム
について述べる.
本節では特に $s=4$ で $t\leq 4$ である $OA(4^{4}, t+1,4, t)$ についてのみ考える.

注 2. 同型分類に関して言及するときは関数表現を用いたほうが容易である. なぜ
なら $t$ が大きくなるにしたがって増大する $s^{t}\mathrm{x}(t+1)$ の行の置換を扱う必要がな
いからである.

補助定理 4. $GF(4)$ 上のすべての置換 $\sigma$ は

$\sigma(x)=a\tau(x)+b$

で表せる. このとき $a(\neq 0),$ $b\in GF(4),$ $\tau(x)=x$ または $x^{2}$ である.
またこの置換の集合 $\Sigma_{4}$ は 4!個の置換 $\sigma(x)$ からなる.



203

証明. $\tau(x)=x$ と $x^{2}$ が $\mathrm{G}\mathrm{F}(4)$ 上の置換であることは容易にわかる. また $\xi(x)=$

$ax+b(a\neq 0, a, b\in GF(4))$ も置換である. ゆえに $\sigma(x)=\xi(\tau(x))=a\tau(x)+b$ は

$\mathrm{G}\mathrm{F}(4)$ 上の置換になり, もし二つの置換 $a\tau(x)+b$ と $a’\tau’(x)+b’$ が等しいときは
$a=a’,$ $b=b’,$ $\tau(x)=\tau’(x)$ とならなければならない. それゆえに $a,$ $b,$ $\tau$ をそれぞ

れ選ぶと, $3\cross 4\cross 2$個選ぶことが出来る. よって示せた. 口

補助定理 4 より以下のことが言える.

補助定理 5. $f(x_{1}, \ldots, x_{t})$ を $OA(4^{t}, t[perp] 1|’ 4, t)$ の関数表現としたとき, $f$ の次数は

各変数について最大で 2 である.

証明. 定理 1 より $\sigma_{i}(x_{i})=f(1, \ldots, 1, x_{i}, 1, \ldots, 1)$ は $\mathrm{G}\mathrm{F}(4)$ 上の置換である. それ

ゆえに $\deg\sigma_{i}(x_{i})\leq 2$ である 口

ここで以下のアルゴリズムを用いて直交配列の同型と非同型の分類を行うこと
とする.

第 $\rceil$ 段階:

Step 1: 標準形を持つすべての直交配列を構成する 6

Step 2: Step 1 で作られた直交配列をすべて関数表現する.

Step 3: 直交配列の 1 番目,) $\ldots t$ 番目の列の置換にあたる, 変数 $x_{1},$ $\ldots$ , xO置換に
関しての同型分類を行い、同じ関数表現を持つものを一つのグループにまと
める.

Step 4: Step 3 で生成された直交配列について $x_{i}=f^{(i)}(x_{1,\dot{)}}\ldots x_{i-1}, x_{0}, x_{i+1}, \ldots, x_{t})$

という別の関数表現を各 $i$ について $x_{i}$ と $x_{0}$ を入れ替えることにより生成す

る. 手順としては定理 2 の証明の過程と同様である. $s=4$ の場合はこの結

果で得られる式は標準形となる.

Step 5: Step 3 と同様に同じ関数表現を持つ直交配列を同一のクラスに分類する. こ

の操作は直交配列の第 0列と第 $i$ 列の置換による同型分類と同値である.

Step 6: 各砺 $\in \mathrm{G}\mathrm{F}(s)$ について $x_{0}-c_{0}=f(x_{\underline{1}}-c_{1}, \ldots, x_{t}-c_{t})$ を計算し別の同型ク

ラスに分類されているものと比較をする. このとき異なるグループ間で同じ
式があればそのグループ同士を一つにまとめる. これは直交配列の列内の要
素の置換と同値である.

第 I段階のあと非線型な直交配列のグループの数は相当数減らすことが出来る.
しかしながらまだ二つのグループを一つにする可能性が残っている.
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表 1: 非同型な $\mathrm{O}\mathrm{A}(4^{2},3,4,2)$ の標準形
No. $g(x_{1}, x_{2})$No. $g(x_{1}, x_{2})$

1
2

none
$r(x_{1})r(x_{2})$

第 $\mathrm{I}\mathrm{I}$ 段階: 各関数表現に関してすべての変数の置換 $\theta$ と要素の置換 $\sigma_{i}$ を行い別の
関数表現と比較を行う. その後すべての非同型な直交配列のクラスを決めること
が出来る.

これらの操作を行うことによって $t=2,3,4$ である $\mathrm{O}\mathrm{A}(4^{t}, t+1,4, t)$ についてす
べてを同型・非同型分類することができた. 結果は表 1, 2, 3, 4 である. これらの
表ではスペースの都合から

$x_{0}=f(x_{1}, \ldots, x_{t})=x_{1}+\cdots+x_{t}+g(x_{1}, \ldots, x_{t})$

の $g(x_{1}, \ldots, x_{t})$ の部分のみを記述する.
$s=4$ で $t=2$ の場合は非同型な直交配列はただ二つのみ存在し, そのうちの一

つは線型の形, もう一方は非線型な形である. それらの関数表現は以下のとおり
である.

$x_{0}$ $=$ $f(x_{1}, x_{2})=x_{1}+x_{2}$ ,

$x_{0}$ $=$ $f(x_{1}, x_{2})=x_{1}+x_{2}+r(x_{1})r(x_{2})$ .

これら二つの関数表現は定理 2 から得られる.
$s=4$ で $t=3$ の場合は 5 つの非同型な直交配列が存在する. このうち 4 つ (線

型な形の関数表現を一つ含む) は定理 2 から構成されるが, 最後の一つは定理 2
から構成することが出来ないので段階 I から段階 $\mathrm{I}\mathrm{I}$ を経ることによって見つけた.
結果は表 2 に記載した.
また $s=4$ で $t=4$ の場合は 31個の非同型な直交配列が存在する. 最初の 18個

(線型な形を一つ含む) は定理 2 から構成され, (表 3参照) 残りの 13個は段階 I か
ら段階 $\mathrm{I}\mathrm{I}$ によって見つけたものである. (表 4参照)
これらの結果より定理 2 はたくさんの非線型で非同型な直交配列を構成するこ

とがわかるが, それだけでは不十分であり定理 2 では作り出せず, 定理 2 から作
り出すものとは非同型な直交配列もほかに存在することが分かる.
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表 3: 定理 2 から構成される非同型 $\mathrm{O}\mathrm{A}(4^{4}5,4,4)\}$ の標準形
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