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On the complete relative cohomology of Frobenius extensions
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1. 序

$K$ を可換環とし、 A が Frobenius $K$-algebra であるとき、 [4] にあるよう
$l^{_{\text{、}}}$.complete cohomology $\mathrm{H}^{r}(\Lambda, -)$ $(r\in \mathrm{Z})$ が定義される。 これにつ 1 ‘ては [4] や
$[6],[7]$ などで研究されているが、少し一般化して、 A がその部分環の Frobenius
extension の場合はどうなるだろうか ? この小文ではその場合について [5] で得ら
れた結果を報告したい。

2.Complete relative cohomology

$K$ を $\urcorner \mathrm{F}1$換環、 A を $K$-algebra, $\Gamma$ をその subalgebra とし、 環の拡大$\Lambda/\Gamma$ が

Frobenius extension とする。 $P$ を enveloping algebra $\Lambda\otimes_{K}\Lambda^{o}$ とし、 自然な準

同型写像 $\mathrm{F}\otimes_{K}\Gamma^{o}arrow\Lambda\otimes_{K}\mathrm{A}^{o}$ の像を $S$ とおくと、 $S$ は $P$ の部分環になり、環

の拡大 $P/S$ は Frobenius extension になる。 A を左 PS加群と見て、 [2] で紹介さ

れている A の complete $(P, S)$ -resolution

. $..arrow X_{s}arrow X_{s-1}d_{s}arrow\cdotsarrow X_{0}arrow X_{-1}arrow d_{1}d_{0}d_{-1}\ldotsarrow X_{-s}arrow X_{-(s+1)}d_{-\epsilon}arrow\ldots$

$\epsilon[searrow]$ $\nearrow\eta$

A

をとる ($\epsilon$ は全射, $\eta$ は単射の準同型写像である。 $\Lambda$ の complete $(P, S)$ -resolution
とはこのような形の各左 Ps面諭 $X_{r}(r\in Z)$ が $(P, S)$-projective な $(P, S)$ -exact
sequence のことである)

。
$M$ を左 $P$-加群として、この complete $(P, S)$ -resolution

より chain complex

. $..arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(_{P}X_{1,P}M)arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(_{P}X_{0,P}M)d_{1}^{*}do^{*d_{-1}^{*}}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(_{P}X_{-1,P}M)arrow\cdots$

を得る。 ただし、 $f\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(_{P}X_{r-1,P}M)$ に対して、 $d_{r}^{*}(f)=f\circ d_{r}$ である。 こ

の chain complex より complete relative cohomology group を

$\mathrm{H}^{r}(\mathrm{A}, \Gamma, M)=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}d_{r+1}^{*}/{\rm Im} d_{r}^{*}$
$(r\in \mathrm{Z})$

により定義する。環 $\mathrm{A}$ の中心を $Z(\Lambda)$ とおくと、 $\mathrm{H}\circ \mathrm{m}(_{P}X_{r’ P}M)$ 力\leq Z $(\Lambda)-$加群

だから、 $\mathrm{H}^{r}(\Lambda, \Gamma, M)$ も z(\Lambda )-加群である。
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環の拡大 $\Lambda/\Gamma$ は Frobenius extension なので、dual projective pair と呼ばれる
A の元 $r_{1},$ $\ldots,$ $r_{n},$ $l_{1},$

$\ldots,$
$l_{n}$ と恥 obenius homomorphism と呼ばれる両側 $\Gamma- \text{準}\backslash \backslash$同

型写像 $h\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathrm{r}\Lambda_{\Gamma,\mathrm{I}^{\backslash }}\Gamma_{\mathrm{I}^{\backslash }})$ が存在し、任意の $x\in \mathrm{A}$ に対して、 $x= \sum_{i=1}^{n}h(xr_{i})l_{i}=$

$\sum_{i=1}^{n}r_{\dot{x}}h(l_{i}x)$ となるが、 このとき、 次が成り立つ。

$x \in\Lambda\},M^{\Gamma}\acute{j\mathrm{E}}\text{理}1([5])=’\{m\in M|xm=mx\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{a}11x\{\not\equiv_{\Delta\backslash }^{\Leftrightarrow \mathit{0})\text{左}P-X\mathrm{I}\text{群^{}\backslash }Ml\acute{-}\mathfrak{F}\backslash \text{し^{}-}T_{\text{、}}}\Xi:\in\Gamma\},N_{\mathrm{A}/\Gamma}(M)=\{\sum_{i=1}^{n}r_{i}ml_{i}|m\in M^{\Lambda}=\{m\in M|xm=mx\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{a}11$

$M^{\Gamma}\}$ とおくとき. 同 $\pi_{\mathrm{r}^{1\mathrm{J}}}$

$\mathrm{H}^{0}(\Lambda, \Gamma, M)\simeq M^{\Lambda}/N_{\Lambda/\Gamma}(M)$

が成り立つ。

この定理の証明は具体的な A の complete $(P, S)$ -resolution から $\mathrm{H}^{0}(\Lambda, \Gamma, M)$

を構成することによって直ちに証明される。

2.Cup 積

[6] において、Frobenius algebra の complete cohomology Iこ cup 積が定義され
ているが、Frobenius extension の complete relative cohomology xこついても次の
ように定義される。

定義 1 ([5]) $A,$ $B$ を任意の左 PA加群とし、 $r,$ $s$ を任意の整数とする。任意の元
$\alpha\in \mathrm{H}^{r}(\Lambda, \Gamma, A),$ $\beta\in \mathrm{H}^{s}(\Lambda, \Gamma, B)$ に対して、元 $\alpha\cup\beta\in \mathrm{H}^{r+s}(\Lambda, \Gamma, A\otimes\Lambda B)$ が存
在し、 次の条件 $(\mathrm{i})\sim(\mathrm{i}\mathrm{v})$ を満たすとき、 $\cup$ を cup 積と言う。

(i) $\cup$ は Z(A)Z準同型写像
$\mathrm{H}^{r}(\Lambda, \Gamma, A)\otimes_{Z(\Lambda)}\mathrm{H}^{s}(\Lambda, \Gamma, B)\mathrm{H}^{r+s}(\Lambda, \Gamma, A\otimes_{\Lambda}B)\bigcup_{arrow}$

を引き起こす。

(ii) $0arrow A_{1}arrow A_{2}arrow A_{3}arrow 0$ を $(P, S)$ -exact sequence とする。 左 $P$-加群 $B$ に

対して、 $0arrow A_{1}\otimes\Lambda Barrow A_{2}\otimes\Lambda Barrow A_{3}\otimes\Lambda Barrow \mathrm{O}$ が $(P, S)$ -exact ならば任意
の $\alpha\in \mathrm{H}^{r}$ ( $\Lambda,$ $\Gamma$ , A3), $\beta\in \mathrm{H}^{s}(\Lambda, \Gamma, B)$ に対して、 $\partial(\alpha\cup\beta)=\partial(\alpha)\cup\beta$ が成り立
つ。 ただし、 $\partial$ は con ecting homomorphism を表すものとする。

(iii) $0arrow B_{1}arrow B_{2}arrow B_{3}arrow 0$ を $(P, S)$ -exact sequence とする。 左 Poe加群 $A$ に

対して、 $0arrow A\otimes \mathrm{A}B1arrow A\otimes\Lambda B2arrow A\otimes_{\Lambda}B_{3}arrow 0$ が $(P, S)$ -exact ならば任意
の $\alpha\in \mathrm{H}^{r}(\Lambda, \Gamma, A),$ $\beta\in \mathrm{H}^{s}(\Lambda, \Gamma, B_{3})$ に対して、 $\partial(\alpha\cup\beta)=(-1)^{r}\alpha\cup\partial(\beta)$ が成
り立つ。 ただし、 $\partial$ は connecting homomorphism を表すものとする。
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(iv) 図式
$\cup$

$\mathrm{H}^{0}(\Lambda, \Gamma, A)\otimes_{Z(\Lambda)}\mathrm{H}^{0}(\Lambda, \Gamma, B)t\downarrow$

–
$\mathrm{H}^{0}(\Lambda, \Gamma,A\iota\downarrow\otimes_{\Lambda}B)$

$A^{\Lambda}/N_{\Lambda/\Gamma}(A)\otimes_{Z(\Lambda)}B^{\Lambda}/N_{\Lambda/\Gamma}(B)arrow(A\otimes_{\Lambda}B)^{\Lambda}/N_{\Lambda/\Gamma}(A\otimes_{\Lambda}B)$

は可換である。 ここで、縦方向の同型写像は定理 1 の同型写像であり、最下行の
準同型写像は

$(a+N_{\Lambda/\Gamma}(A))\otimes(b+N_{\Lambda/\Gamma}(B))arrow a\otimes b+N_{\Lambda/\mathrm{I}^{\backslash }}(A\otimes_{\Lambda}B)$

によって与えられる。

[5] では、 [1, p.140] と同様 (こ A の complete $(P, S)$-resolution $X$ (こ diagonal
approximation $\triangle$ : $Xarrow X\otimes\Lambda X$ が存在することを帰納法で示し、それを使って
cup 積の存在を示している。 そして、 この cup 積は次の性質を持つ。

定理 2([5](anti-commutativity)) $M$ を左 $P$-端群とするとき、任意の $\alpha\in \mathrm{H}^{r}(\Lambda,$ $\Gamma$ ,
$\Lambda),$ $\beta\in \mathrm{H}^{s}(\Lambda, \Gamma, M)$ に対して、 $\alpha\cup\beta=(-1)^{rs}\beta\cup\alpha$ が成り立つ。

定理 3 $([5](\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}))A,$ $B,$ $C$ を左 PC加群とするとき、任意の $\alpha\in \mathrm{H}^{r}(\Lambda,$
$\Gamma$ ,

$A),$ $\beta\in \mathrm{H}^{s}(\Lambda, \Gamma, B),$ $\gamma\in \mathrm{H}^{s}(\Lambda, \Gamma, C)$ に対して、 $(\alpha\cup\beta)\cup\gamma=\alpha\cup(\beta\cup\gamma)$ が成
り立つ。

これらの定義・定理によって直和 $\oplus_{r\in \mathrm{Z}}\mathrm{H}^{r}(\Lambda, \Gamma, \Lambda)$ は環になる。

3.Complete relative cohomology の準同型写像

この章以降では前 2章のように A が可換環 $K$ 上の algebra, $\Gamma$ がその subalgebra
で、 環の拡大 $\Lambda/\Gamma$ が Frobenius extension である前提に加えて、環の拡大 $\Gamma/K$

も Frobenius extension であると仮定する。 $\Lambda/\Gamma,$ $\Gamma/K$ が恥 obenius extension
であるので、 $\Lambda/K$ も簸 obenius extension である。 よって、左 PR加群 $M$ に対

して、 $\mathrm{H}^{r}(\Lambda, K, M)$ が A の complete $(P, K)$-resolution $Y$ より得られる。 また、
左 SS加群 $M$ に対して、 $\mathrm{H}^{r}(\Gamma, K, M)$ が $\Gamma$ の complete $(S, K)$ -resolution $Z$ よ

り得られる。 ($\Gamma/K$ が Frobenius extension であるので、 $S={\rm Im}(\Gamma\otimes_{K}\Gamma^{o}arrow$

$\Lambda\otimes_{K}\Lambda^{o})\simeq\Gamma\otimes_{K}\Gamma^{\mathrm{o}}$ である) ところで、 $Q=\Gamma\otimes_{K}\Lambda^{o}$ とおくと、 $Q$ は自然な
準同型写像 $\Gamma\otimes_{K}\Lambda^{o}arrow\Lambda\otimes_{K}\Lambda^{o}(=P)$ が単射であるので、 $P$ の部分環と見なせ
るが、 $Y$ と $Z\otimes_{\Gamma}$ A がともに A の complete $(Q, K)$-resolution になるため左 P-
加群 $M$ に対して、 同型

$\mathrm{H}^{r}(\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(QY, QM))\simeq \mathrm{H}^{r}(\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(QZ\otimes\Gamma\Lambda, QM))$

が成り立つ。 また、 同型 $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(QZr\otimes\Gamma\Lambda, QM)\simeq \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(sZ_{r’ S}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\Lambda_{\Lambda}, M_{\Lambda}))\simeq$

$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(sZ_{r’ S}M)$ より
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同型
$\mathrm{H}^{r}(\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(_{QQ}Z\otimes_{\Gamma}\Lambda,M))\simeq \mathrm{H}^{r}(\Gamma, K, M)$

を得るが、 この 2つを合成して、 同型
$\mathrm{H}^{r}(\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(QY, QM))\simeq \mathrm{H}^{r}(\Gamma, K, M)$

が成り立つ。 そして、 自然な準同型写像 $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(PYr’ PM)arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(QYM)r’ Q$ より

引き起こされる準同型写像
$\mathrm{H}^{r}(\Lambda, K, M)arrow \mathrm{H}^{r}(\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(QY_{1}QM))$

と合成して、 restriction homomorphism

${\rm Res}^{r}$ : $\mathrm{H}^{r}(\Lambda, K, M)arrow \mathrm{H}^{r}(\Gamma, K, M)$ $(r\in \mathrm{Z})$

を得る。 また、 上の同型

$\mathrm{H}^{r}(\Gamma, K, M)\simeq \mathrm{H}^{r}(\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(_{QQ}Y,M))$

を準同型写像 $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(QYr’ QM)arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(_{P}Y_{r’ P}M)(f\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(QYr’ QM)$ に対し

て $f arrow[yarrow\sum_{i}^{n}r_{i}f(l_{i}y)])$ によって引き起こされる準同型写像

$\mathrm{H}^{r}(\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(QY, QM))arrow \mathrm{H}^{r}(\Lambda, K, M)$

と合成して、 corestriction homomorphism

Cor : $\mathrm{H}^{r}(\Gamma, K, M)arrow \mathrm{H}^{r}(\Lambda, K, M)$ $(r\in \mathrm{Z})$

を得る。

A の complete $(P, K)$-resolution $Y$ の各左 PY下群 $Y_{r}$ は $(P, K)$ -projective であ
るが、環の拡大 $P/K$ は hobenius extension となるので、 $(P, K)$ -injective でもあ
る。 よって、 $Y$ は A の $(P, K)$-projective resolution と $(P, K)$-injective resolution
をつなげて 1 つにしたものとみなせる。 したがって、A の identity homomorphism
が準同型写像

Inf” : $\mathrm{H}^{r}(\Lambda,\Gamma,M)arrow \mathrm{H}^{r}(\Lambda, K,M)$ $r\geq 1$

および

$\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{f}^{\Gamma}$ : $\mathrm{H}^{r}(\Lambda, K, M)arrow \mathrm{H}^{r}(\Lambda, \Gamma, M)$ $r\leq-1$

を引き起こす。 (それぞれ inflation homomorphism, deflation homomorphism と

呼ぶ) また、 定理 1 の同型により、 $\mathrm{H}^{0}(\mathrm{A}, K, M)$ と $M^{\Lambda}/N_{\mathrm{A}/K}(M),$ $\mathrm{H}^{0}(\Lambda, \Gamma, M)$

と $M^{\Lambda}/N_{\Lambda/\Gamma}(M)$ を同一 $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{E}$すると準同型写像 $\mathrm{H}^{0}(\Lambda, K, M)arrow \mathrm{H}^{0}(\Lambda, \Gamma, M)(m+$

$N_{\Lambda/K}(M)\in \mathrm{H}^{0}(\Lambda, K, M)$ に対して、 $m+N_{\Lambda/K}(M)arrow m+N_{\Lambda/\Gamma}(M))$ が存在
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するので、 これを $\mathrm{D}\mathrm{e}P$ と定義する。

上に述べた 4つの準同型写像 ${\rm Res}^{r},$ $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{r}^{r}$ , Inf”, $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{r}$ の問には次のような関係
がある。

定理 4([5]) $N$ を左 P)加群とし、左 P)門群 $N^{i}(\mathrm{i}\geq 0)$ を $N^{0}=N,$ $N^{i}=$

$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}({}_{Q}P, QN^{i-1})(i\geq 1)$ と帰納的に定義すると、$r\geq 1$ に対して $\mathrm{H}^{n}(\Gamma, K, N^{r-n})$

$=0(0<n<r)$ ならば、

$0arrow \mathrm{H}^{r}(\Lambda,\Gamma, N)arrow \mathrm{H}^{r}(\mathrm{n}\mathrm{f}^{\Gamma}\Lambda, K, N)\mathrm{H}^{r}(\mathrm{I}{\rm Res}_{arrow}r\Gamma, K, N)$

は完全である。

定理 5([5]) $M$ を左 $P$-加群とし、左 $P$-加群 $M_{i}(\mathrm{i}\geq 0)$ を $M_{0}=M,$ $M_{i}=$

$P\otimes QMi-1(\mathrm{i}\geq 1)$ と帰納的に定義すると、 $r\geq 0$ に対して $\mathrm{H}^{-n}(\Gamma, K, M_{r-n})=0$

$(0\leq n\leq r-1)$ ならば、

$0arrow \mathrm{H}^{-r}(\Lambda, \Gamma, M)\mathrm{e}arrow \mathrm{H}^{-r}(\Lambda, K, M)0arrow \mathrm{H}^{-r}(\mathrm{D}\mathrm{f}^{-r}\mathrm{C}\mathrm{r}^{-r}\Gamma, K, M)$

は完全である。

定理 4 の証明は [3] による。 定理 5 の証明は $r=0$ の場合を証明し、帰納法に
より他の場合が証明される。

$4.\mathrm{C}\mathrm{u}\mathrm{p}$ 積と Complete relative cohomology の準同型写像

先の章で述べた ${\rm Res}^{r}$ と cup 積の関係については [7] で述べられて $1_{\mathit{1}}\backslash$ る。 [5] で

は cup 積と Infr , $\mathrm{D}\mathrm{e}f$ の間に次のような関係があることを示している。

命題 1([5]) $A,$ $B$ を左 PA加群とし、 $\alpha,$
$\beta,$ $\alpha’,$ $\beta’$ をそれぞれ $\mathrm{H}^{r}(\Lambda, \Gamma, A),$ $\mathrm{H}^{s}(\Lambda,$

$\Gamma$ ,
$B),$ $\mathrm{H}^{r}(\Lambda, K, A),$ $\mathrm{H}^{\mathrm{s}}(\Lambda K, B)\}$ の元とするとき次の等式が成り立つ。

(1) In$f^{+s}(\alpha\cup\beta)=\mathrm{I}\mathrm{n}f(\alpha)\cup \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{f}^{s}(\beta)(r\geq 1, s\geq 1)$

(2) $\mathrm{D}\mathrm{e}f^{+s}(\alpha’\cup\beta’)=\mathrm{D}\mathrm{e}f(\alpha’)\cup \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{f}^{s}(\beta’)(r\leq 0_{7}s\leq 0)$

(3) $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{f}^{r+s}(\alpha’\cup \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{f}^{s}(\beta))=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{f}^{\mathrm{r}}(\alpha’)\cup\beta(r<0, s\geq 1, r+s\leq 0)$

(4) $\mathrm{D}\mathrm{e}f^{+s}$(Inf $(\alpha)\cup\beta’$ ) $=\alpha\cup \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{f}^{s}(\beta’)(r\geq 1, s<0, r+s\leq 0)$

(5) $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{f}^{r+s}$ (Def $(\alpha’)\cup\beta$) $=\alpha’\cup \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{f}^{s}(\beta)(r\leq 0, s\geq 1, r+s\geq 1)$

(6) $\mathrm{I}\mathrm{n}f^{+s}(\alpha\cup \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{f}^{s}(\beta’))=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{f}^{r}(\alpha)\cup\beta’(r\geq 1, s\leq 0, r+s\geq 1)$
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この命題の証明は具体的な A の complete $(P, S)$ -resolution と complete $(P, K)-$

resolution を用いて Inf と $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{r}$ を具体的に与えることと、帰納法を使うことに
よってすべての $r,$ $s$ について証明している。
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