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Control of fusion and cohomology of finite groups
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1 Introduction
$G$ を有限群, $k$ を標数 $p>0$ の代数的閉体とする. [S2] において, P. Symonds は
次の結果を示している.

Theorem 1.1( $[\mathrm{S}2$ , Theorem 4.1]). $H^{*}(-, k)$ は ( $k$-ベクトル空間の)infla ion
functor として全ての cohomological simple functor を組成因子に持つ.

$\lfloor.\mathrm{S}2]$ ではこれを用いて次の Mislin の定理の別証明を与えている.

Theorem 12( $[\mathrm{M}$ , Theorem], [S2, Theorem 11]). $H$ は $G$ の部分群で, 指
数 $|G:H|$ は $p$ と素であるものとする. このとき次は同値である.
(1) 制限写像

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{G,H}$ : $H^{*}(G, k)arrow H^{*}(H, k)$

は同型写像.
(2) $H$ の pp部分群 $Q$ と $x\in G$ について , $xQ\subseteq H$ ならば $x\in HC_{G}(Q)$ である.

もとの Mislin の結果は Lie 群に関するものであり, 有限群の場合に群論的) あ

るいは代数的な証明が望まれている. [82] での Theorem 1.1 の証明も, 代数的位
相幾何学の深い結果を用いている, これについては, 亀子氏の解説を参照して下
さい.
一方 ひとつの群 $G$ について考えると Theorem 1.1 より次が得られる.

Corollary1.3([S2, Corollary 4.2]). $P$ を $G$ の pD部分群 2 $V$ を既約 $k(N_{G}(P))-$

加群とし, $S_{F,V}$ を対応する既約 Mackey functor とする. このとき次は同値であ
る.

(1) ある $n\geq 0$ に対して, $S_{P,V}$ は Mackey functor の組成因子として, $H^{n}(-, k)$ に

含まれる,
(2) $V$ は $k$ ( $N_{G}(P)/PC_{G}$ (P))G加群

実は Theorem 12 を示すためにはこの Corollary で十分である. 3 章では
[S2] の議論に従い, Mackey functor と部分群の fusion がどの様に関係あるのか,

Corollary 1.3 からどの様に Mislin の定理が導かれるか説明したい.
[S2] にもあるように, Corollary 1.3 はある種の置換加群を用いて言い換えるこ

とができる. $P$ を $G$ の乃部分群, $V$ を既約 kNG(P)G加群とする. kGG加群 $M_{P,V}^{G}$
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を, $V$ の k(NG(P)/P)G加群としての projective cover を $kN_{G}$ (P)N加群とみたもの
の Green 対応として定義する, これは vertex が $P$ である直既約加群である. 4
章では Corollary 13 は次と同値であることを説明する.

Theorem 14( $[\mathrm{S}2$ , Theorem 5.3]). $P$ -部分群 $P$ と既約 $k(l \bigvee_{G}^{-}(P),1$功 $\mathrm{I}\text{群^{}\backslash }$ $V$ に

ついて
$f$
次は同値である.

(1) $H^{*}(G, M_{P,V}^{G})\neq 0$ .
(2) $V$ は $k$ ($N_{G}(P)/PCc$ (P))G加群.

奥山氏の講演にもあった様に, これに関しては群論的, あるいは有限群のモデュ
ラー表現論を用いた証明が得られている $([0],[\mathrm{H}])$ . よって有限群の場合の Mislin
の定理について代数的な証明が与えられたことになる. また, [R] にも関連した話
題が述べられている,

2 Mackey functor
ここでは Mackey functor, 特に既約な Mackey functor について簡単にまとめる.
ここではひとつの群 $G$ に対する Mackey functor のみ扱うこととする. Global
Mackey funactor, inflation functor 等については [W] を参照して下さい. $M$ が

cohomological Mackey functor とは, 各 $H\leq G$ に対し, $k$-ベクトル空間 $M(H)$ が

与えられ, また $K\leq H\leq G,$ $g\in G$ に対し線形写像,

$t_{K}^{H}$ : $M(K)arrow M(H)$

$r_{K}^{H}$ : $M(H)arrow M(K)$

$c_{g}iM(H)arrow M(^{g}H)$

が決められていて次の公理を満たすものである.
(1) $t_{H}^{H}$ , $r_{H}^{H},$ $c_{h}(h\in H)$ は $M(H)$ の恒等写像.
(2) $J\leq K\leq H\leq G,$ $g_{\dot{\mathit{1}}}h\in G$ に対して,

$t_{K}^{H}t_{J}^{K}=t^{H},$ , $r_{J\mathit{4}\mathrm{f}}^{K_{\gamma}.H}$ $=\tau^{H},’,$
$c_{g}^{l}c_{h}=c_{gh}^{1}$

$r_{\mathit{9}K}^{g}c_{\wedge g}=c_{/g}r_{F\zeta)}^{H}Ht_{\mathit{9}K\mathit{9}}^{g}H_{(i=}$ $c_{g}t_{\mathit{4}C}^{H}$ .

(3) $J,\dot{K}\leq H\leq G$ に対して次の Mackey 公式が成立する.

$r_{J}^{H}.t_{K}^{H}= \sum_{x\in J\backslash H/K}.t_{J\cap^{x}\mathit{4}\{}^{JK}r_{J\cap^{x}K^{C_{x}}}^{x}$

.

(4) $K\leq H$ に対して,
$t_{\mathit{4}C}^{H}r_{K}^{H}=|H$ : $K|$ .

Mackey functor に対し, subfunctor, quotient, 既約性, 組成因子などが自然に定
義される. 既約な cohomological Mackey functor は分類されており, pp部分群
$P$ と既約 $kN_{G}$ (P)k妖姫 $V$ の組 $(P, V)$ (共役と同型を除く) で parametrize され
る $(|\mathrm{T}\mathrm{W}1], [\mathrm{T}\mathrm{W}2])$ . $(P, V)$ に対応する既約な Mackey functor を $S_{P,V}$ で表す.
k(NG(P)/P)N調群として $S_{P,V}(P)\cong$

.
$V$ となっている.
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3 Fusion and Mackey Functor
$G$ の銑部分群 $Q$ を固定する. $H\leq G$ に対し,

乃 ($Q,$ If)= $\{x\in G|xQ\subseteq H\}$

とおく. この集合には $H$ と $C_{G}(Q)$ がそれぞれ左と右から作用している.

$H\backslash T_{G}(Q, H)/C_{G}(Q)=\{HxC_{G}(Q)|x\in T_{G}(Q, H)\}$

とおく. $G$ に対する Mackey functor $M_{Q}$ を次の様に定義する.
$H\leq G$ に対し,

$M_{Q}(H)=k(H\backslash T_{G}(Q_{1}H)/C_{G}(Q))$

とする. また $K\leq H\leq G,$ $g\in G$ に対し,

$t_{K}^{H}$ : $M_{Q}(K)arrow M_{Q}(H)$

$KxC_{G}(Q)\mapsto HxC_{G}(Q)$

$r_{\mathit{1}<}^{H}:$ $M_{Q}(H)arrow M_{Q}(K)$

$HxC_{G}(Q) \mapsto\sum_{h\in[K\backslash H],hx\in’\mathit{1}_{G}(Q,K)},K(hx)C_{G}(Q)$

$c_{g}$ : $M_{Q}(H)arrow M_{Q}(^{g}H)$

$HxC_{G}(Q)\mapsto gH(.qx)C_{G}(Q)$

とおく. この $M_{Q}$ について次が成立する.

Theorem 31. (1) $MQ$ は cohomological Mackey functor である.

(2) $g-\subset C_{G}(H)$ ならば $c_{g}$ は $M_{Q}(H)$ の恒等写像である.
(3) 任意の既約 $k(N_{G}(Q)/’QC_{G}$ (Q $\rangle$ )G三群 $V$ に対して., $M_{Q}$ は $S_{Q,V}$ を組成因子と

して含んでいる.

(1) は定義を順次確認していけば良い. (2) を確認しておこう. $x\in T_{G}(Q)H)$ ,
$g\in C_{G}(H)$ とすると, $z\in Q$ について,

$x^{-1}gxx^{-\cdot 1}gz=(^{x}z)=z$

なので $x^{-1}gx\in C_{G}(Q)$ つまり $gx\in xC_{G}(Q)$ である. よって $\mathit{9}H(gx)Cc(Q)=$

$HxC_{G}(Q)$ である. また (3) については, $Q_{1}<Q$ ならば $M_{Q}(Q_{1})=0$ であり, ま
た $\mathrm{J}/I_{Q}(Q)=k(N_{G}(Q)/QC_{G}(Q))$ であることから分かる.
一方 $M_{Q}$ の定義から $Q\leq H\leq G$ のとき, $\dim M_{Q}(H)=1$ となるための必要

十分条件は乃 $(Q, H)=HC_{G}(Q)$ であることがわかる.
ここまで準備をした上で, ([S2] に従い) Corollary 13 から Theorem 12 が導

かれることを示そう. $G\geq H,$ $|G:H|$ は $p$ と素とする.

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}:H^{*}(G, k)arrow.H^{*}(H, k)$
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が同型であるということは, Corollary 13 より, 全ての簿部分群 $P$ と任意の既約

k(NG(P)/PCG(P))G加群 $V$ について

$r_{H}^{G}$ : $S_{P,V}(G)arrow S_{P,V}(H)$

が同型ということと同値である. 一方 Theorem 3.1 よりこれは全ての r部分群 $Q$

に対し,
$r_{H}^{G}$ : $M_{Q}(G)arrow M_{Q}(H)$

が同型, すなわち $\dim$ ル $Q(H)=1$ となることと同値であり, これは $H$ の任意の

r部分群 $Q$ について乃 $(Q, H)=HC_{G}(Q)$ となること \sim まり Theorem 12(2)
と同値である.

4 Cohomology of trivial source modules
$P$ を $G$ の pp部分群, $V$ を既約 $kNc$ (P)/Pp加群とする, $P_{V}$ を $V$ の $k(N_{G}(P)/P)-$

超群としての projective cover とする. $Pv$ を $kN_{G}$ (P)G加群と考え, その Green
対応である kGN菜群を [O] に従い $M_{P,V}^{G}$ と表すことにする. [S2] に従い Corotlary
13 を置換加群の言葉に言い換えよう.

Proposition 41 ( $[\mathrm{T}\mathrm{W}2$ , (16.10)Proposition]). fixed point functor すなわ
ち 0 次の cohomology $H^{0}$ $($ -, $M_{P,V}^{G})$ は cohomological Mackey $f\eta mctor$ としての

$S_{P,V}U2$ projective cover である.

これより, $S_{P,V}$ が $H^{n}(-, k)$ の組成因子ということは,

$\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{kG}^{n}(M_{P,V}^{G}, k)\cong \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(H^{0}(-, M_{F,V}^{G}),$ $H^{n}(-, k))\neq 0$

と同じことである. 双対加群 $V^{*}=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{k}(V, k)$ を考えるとこれは,

$H^{n}(G, M_{P,V}^{G}.)\neq 0$

と同値であることになり, 結局 Corollary 13 は Theorem 14 と同値となった訳
である.

Theorem 1.4 は trivial source を持つ加群の cohomology と, pp部分群の中心化
群に関する主張であり [BCR] との関係を考えるのは自然であろう. 実際, [BCR]
の予想を–般に解決した [B2] での結果を用いて, 表現論的な証明を与えることが
できる. 以下 Theorem 14 の証明の概略を述べることにする. 詳しくは [H] を参
照して下さい.

(1) $\Rightarrow(2)$ . $H^{n}(G, M_{P_{)}V}^{G})\neq 0$ ならば SP,い は $H^{n}(-!.k)$ の組成因子となり)
k(NG(P)/P)N加群として $V^{*}$ は $H^{n}(P, k)$ に現れる. $C_{G}(P)$ は $H^{*}(P, k)$ に自
明に作用するので, $V^{*}$ は (そして $V$ も) k(NG(P)/PCG(P))C二群である.

(2) $\Rightarrow(1)$ . $E$ を $P$ の中心に含まれる位数 $p$ の部分群とする.

$(\mathrm{i})G=C_{G}(E)$ のとき. これは spoetral sequence を用いて示される ([S1] と同様
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のアイデアによる).

$(\mathrm{i}\mathrm{i})G=N_{G}(E)$ のとき. これは $N_{G}(E)/C_{G}(E)$ が巡回 P/d群であることから [BCR,
section 6] と同様の議論を用いて証明される.

(iii)最後に一般の場合 $M=M_{P,V)}^{G}H=N_{G}(E)$ とする. 既約 $k(N_{H}(P)/P\mathrm{C}_{H}/(P))-$

加群 $V’$ で $M’=M_{P,V’}^{H}$ が $M\downarrow H$ の直和因子となるものが存在する. 以下, 加群
の variety に関するffl語については [B1] を参照して下さい.

$\sqrt{\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{G,E}}$ の生成元 $\zeta_{1},$ $\ldots\zeta_{r}$ に対して, 対応する Carlson 加群 L。の tensor
積を $L$ とすると,

$V_{G}(L)=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{G,E}^{*}((V_{\mathit{1}\mathrm{i}^{1}}(\prime k))$

となっている. [B2, Theorem 3.1] より kHk加判 $X$ で

$X\uparrow^{G}\cong L\oplus(\mathrm{p}\mathrm{r}o\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e})$

となるものが存在する. $X$ も (多少の修正が必要だがほぼ) $I=\sqrt{\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{H,E}}$ の

適当な元 $\eta_{0)}\eta_{1},$ $\ldots$ に対応する Carlson 加群の tensor 積となっているとしてよ
い. 完全列

$0arrow L_{\zeta_{i}}arrow\Omega^{n_{i}}(k)arrow karrow 0$

より, $\overline{\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}}_{kG}^{*}(L, M)\neq 0$ ならば $H^{*}(G, M^{\cdot})\neq 0$ となることがわかる.

$\overline{\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}}_{kG}^{*}(L,M)\cong\overline{\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}}_{kG}^{*}(X\uparrow^{G}, M)\cong\overline{\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}}_{kH}^{*}(X, M)$

より ((ii) で示した $H^{*}(H_{1}M’)\neq 0$ から) $\overline{\bm{\mathrm{E}}\mathrm{x}\mathrm{t}}_{kH}^{*}(X, M’)\neq 0$ を導けば良いこと

になる. $A=H^{*}(\sqrt f, k)$ とお $<$ . [ $\mathrm{E}$. , Proof of Theorem 1031] より $A$ における

$H^{*}(H_{\mathrm{t}}M’)$ の annihilator は $I$ に含まれていることがわかる.

Lemma 42. $U_{J}W$ を kHL州群, $\eta\in I$ とする, このとき

$\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}_{A}\overline{\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}}_{kH}^{*}(U, W)\subseteq I$

ならば
$\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}_{A}\overline{\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}}_{kH}^{*}(U\otimes L_{\eta}, W)\subseteq I$ .

Proof. $B=\overline{\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}}_{kH}^{*}(U, W)$ とおく. $\deg\eta=n$ とすると, 完全列

$\overline{\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}}_{kH}^{i}(U_{\mathrm{I}}W)arrow\overline{\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}}_{kH}^{i+n}(U_{7}W)arrow\overline{\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}}_{kH}^{i}$ $(U\otimes L_{\eta 7}W)$

より $\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}_{A}\overline{\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}}_{kH}^{*}(U\otimes L_{\eta})\subseteq \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}$ $\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}_{A}B/\eta B$ となる. $\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}_{A}B\subseteq I$ なので, prime

ideal $I$ に関する局所化を考えると $B_{\mathit{1}}\neq 0$ であり, 中山の補題より $B_{f}\neq IB_{\mathit{1}}$ つ

まり $B_{\mathit{1}}\neq\eta B_{\mathit{1}}$ となる. よって $\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}_{A}B/\eta B\underline{\subseteq}I$. 口

$X$ は $\otimes L_{\eta_{\tau}}$ であったから
$\gamma$
Lemma 42 を繰り返し用いると,

$\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}_{A}\overline{\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}}_{kH}^{*}(X, M’)\subseteq I$

つまり $\overline{\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}}_{kH}^{*}(X, f\mathrm{t},I’)\neq 0$ が得られる. よって Theorem 14 が証明されたことに
なる.
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