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VOAの有理性の判定条件とホモロジー群

宮本雅彦 Masahiko Miyamoto
筑波大学数学系 University of Tsukuba

RIMS研究集会『有限群のコホモロジー論とその周辺』 30 August, 2005

1 有理性の判定条件

この講演では, C22有限条件を満足する頂点作用素代数 (VOA) の有理性 1に対する判定条
件の一つを紹介し, その観点から導かれるホモロジー群を導入する . 講演で述べたホモロ
ジー群は自明であったが, ここでは別のホモロジー群を導入し, それらが環となることを
予想する.
通常, 新しい頂点作用素代数 $V$ を構成した場合, その有限生成加齢の集合 $\mathfrak{M}_{f.g}(V)$ を

分類しなければならないが, 既約加群の分類に対しては, ツー代数 $A(V)$ が強力な手段
となる. 問題は直既約加群の分類であるが, これは非常に難しい問題である. 例えば, 構
成できた頂点作用素代数が有理性を持つと期待しても, 現在の頂点作用素代数が持ってい
る (モジュラー不変性や Verlind公式などの) ほとんどの手法は, $C_{2}$ 有限性と有理性の仮
定の下で成り立っており, 有理性の証明には役に立たない.
有理性と比較して, C22有限条件の証明は本質的に易しい. それに, C22有限でなけれ

ば弱層群という次数分解自体もはっきりしていない加群が必ず存在し, すべての加群の分
類は不可能に近い. それゆえ, $C_{2}$ 有限を仮定して話を進めよう.
有理性の話に戻ろう. この場合, 定義に基づく証明は, すべての既約加群が加群とし

ての拡大を持たないことであるが, この講演の主目的は, C2\mbox{\boldmath $\alpha$}有限の下では, すべての既
約加群を調べる必要はなく, V\mbox{\boldmath $\alpha$}軍群としての $V$ が加勢としての拡大を持たなければ充分
であることを示すことである. これは整数ウエイトの加勢だけを考えればよいことを意味
しており, 問題を非常に易しくする.
この主目的を証明するために, すこし頂点作用素代数のテンソル積について説明しよ

う. この論文では常に $V$ は $C_{2}$ 有限を満たしていると仮定する, それ以外の条件を考え
ないので, 既約加群のみを扱っていた古典的な頂点作用素代数とは違い, 次数作用 $L(0)$

の斉次空間への作用が半単純でない加群が存在する (広義固有空間を考える必要があり,
広義固有空間のことも斉次空聞と呼ぶことにする). この場合, 流図作用素が大きく変わ
る。加群間の写像を与える交絡作用素とは, 加州への作用との間で, 局所可換性や結合関
係式を満たし, さらに $L$ (-yU微分関係式を満たすものとして考えられるが, C2\mbox{\boldmath $\alpha$}有限の条
件の下では, $L$ (-yU微分関係式は確定特異点型の微分方程式を生み出すことが分かる. そ
れゆえ, その解である交絡作用素は $z$ の形式的ベキと $\log z$ の整数ベキの和という形で抑

1すべての加群が完全可約となること. 環論における半単純に対応するが, 頂点作用素代数では単純でも
有理的でないものがある.
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えることができるので, 交絡作用素として, $z$ のべ *-だけでな $\text{く}\log z$ も出てくるものを
含めて考えれば充分である. $U,$ $W,$ $T\in \mathfrak{M}_{f.g}(V)$ に対して, $3_{\mathcal{L}}(U:Warrow T)$ で $\log z$ も含
むタイプ $(\begin{array}{ll} TU W\end{array})$ の交絡作用素全体の空間とする. 即ち, $\mathcal{Y}\in 2_{\mathcal{L}}(U:Warrow T)$ とは, $u\in U$

に対して,

$\mathcal{Y}(u, z)=\sum_{r\in \mathbb{C}}\sum_{i=0}^{k}u_{r,i}z^{-r-1}\log^{i}z$ $u_{r,i}\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(W, T)$

の形のものが与えられ, 必要な条件を満たしているものである. (定義は 22節参照).
$U,$ $W$ をしばらく固定して考え, 全射となる交絡作用素を持つようなもの全体の集合

$\mathcal{F}(U, W)=\{(T, \mathcal{Y}^{T})\in 3_{L}(U:Warrow T)|T\in \mathfrak{M}f\cdot g(V), T=<{\rm Im} \mathcal{Y}^{T}>\}$

を考え, この中に部分順序 $\geq$ を次のように定義する.

$(T, \mathcal{Y}^{T})\geq(S, \mathcal{Y}^{\mathit{8}})\Leftrightarrow\exists g$ : $Tarrow S\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\mathcal{Y}^{S}(u, z)w=g(\mathcal{Y}^{T}(u, z)u’)^{\forall}u\in U,$ $w\in W$

ここで, $A\geq B,$ $B\geq A$ は $A=B$ を意味しないが, 交織作用素まで含めての同型を与え
ている.

$U,$ $W$ のテンソル積 $U\text{図}W$ とは, 存在すればの話だが, この順序に関する最大元 (同
型類) である. 即ち, 任意の $(T, \mathcal{Y}^{T})\in \mathcal{F}(U, W)$ に対して, $\mathcal{Y}^{T}=g(\mathcal{Y})$ を満たすような写
像 $g:U\text{図}Warrow T$ が存在するようなものである.
簡単な事実として, $\mathcal{F}(U, W)$ 自体は有向集合 (同型を同一視して) である. 実際, 任

意の 2 つ $(T^{1}, \mathcal{Y}_{1}),$ $(T^{2}, \mathcal{Y}_{2})\in \mathcal{F}(U, W)$ に対して, 直積への写像

$\mathcal{Y}(u, z^{\mathrm{a}})w=(\mathcal{Y}_{1}(u, z)w,$ $\mathcal{Y}_{2}(u, z)w)\in T^{1}\oplus T^{2}\{z\}[\log z]$ $\forall_{u}\in U,$ $w\in W$

を定義すれば, $\mathcal{Y}$ は交絡作用素であり, $T=<{\rm Im} \mathcal{Y}>$ とおくと, 射影 $\pi_{i}$ : $T\underline{\subseteq}T^{1}\oplus T^{2}arrow T^{i}$

によって, $\pi_{i}(\mathcal{Y}(u, z)w)=\mathcal{Y}_{1}(u_{7}z)w$ となるので, 順序 $(T^{i}, \mathcal{Y}_{i})\leq(T, \mathcal{Y})$ が証明できる.
ここで, $S\{z\}$ は $\{\sum_{n\in \mathbb{C}}s_{n}z^{n}|s_{n}\in S\}$ を表す. また, $<{\rm Im} \mathcal{Y}>$ は $\mathcal{Y}$ の像が張るベクト
ル空間を表すが, 加群となることが公理より簡単に示せる.

C2有限条件は非常に強力な有限条件である. 既約加群の同型類 $W^{1}\dot,$

$\cdots,$

$W^{k}$ が有限個
しかなく, それゆえ, 最小ウエイト帆 (Wl), ..., $\mathrm{w}\mathrm{t}(W^{k})$ も有限個であって, しかもそれら
はすべて有理数である. $V$ の元 $v$ の加群への作用 $v_{n}$ はすべて整数ウエイトの差を引き起
こすだけなので, 直既約加群のウエイトは整数を法として一意的に決まる. それゆえ, す
べての直既約加群 $T$ が NN次数付き斉次空間の直和 $\oplus_{i=0}^{\infty}T(\mathrm{i})$ と分解する. ここで, $T(0)$

は最小ウエイト $\mathrm{w}\mathrm{t}(T)$ の空間であり, $T(\mathrm{i})$ はウエイト $\mathrm{w}\mathrm{t}(T)+\mathrm{i}$ の空閲である. そこで,
$d_{V}$ で最小ウエイト間の整数差 $\mathrm{w}\mathrm{t}(W_{i})-\mathrm{w}\mathrm{t}(W_{j})\in \mathbb{Z}$ の中で最大のものを表すことにす
る. 既約加群は有限個しかないので, これは確定する. この $d_{V}$ が重要な働きをする. 実
際, 直既約加群 $T$ の既約組成因子として $W=\oplus_{i=0}^{\infty}W(i)$ が入っていれば $W$ の最小ウエ
イトは帆 $(T)+d_{V}$ 以下であり, $\oplus_{i=0}^{d_{V}}T(i)$ の中に $W(0)$ に対応するものが出てくる. 以下,
$T[d]$ で $\oplus_{i=0}^{d}T(\mathrm{i})$ を表すことにする. 特に, $T$ の組成列の長さは $\dim T[d_{V}]$ を超えない.
それゆえ, 次の補題 1 を示せば, $\mathcal{F}(U, W)$ の中に真の無限上昇列が存在しないので,

$\mathcal{F}(U, W)$ の中に最大元 (即ち, テンソル積 $U$ 図 $W$) が存在することになる (定理 2). 補
題 1 の証明は 23節で行う.
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補題 1 $V$ を $C_{2}$ 有限である頂点作用素代数とし, $U,$ $W,$ $T\in \mathfrak{M}_{f.g}(V),$ $(T, \mathcal{Y})\in \mathcal{F}(U, W)$

とする. このとき, $\dim T[d_{V}]$ tま $U$ と $W$ によって決まった整数を上限に持つ.

定理 2 $V$ を C22有限である頂点作用素代数とし, $U,$ $T$ を有限生成 V功 D群とする. こ

の時, テンソル積 $U$ 堅 $T$ は存在し, 有限生成 VV癖群である.

テンソル積が常に存在すると, 任意の $V$-頭同型 $f$ : $Uarrow W$ と (W図 $T$, $\mathcal{Y}_{W}$ ) $\in \mathcal{F}(W, T)$

に対して, もし, $u\in U$ に対する作用素 $\tilde{\mathcal{Y}}_{W}(u, z)\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}$ ($T,$ $W$ 図 $T$) $\{z\}[\log z]$ を

$\tilde{\mathcal{Y}}_{W}(u, z):=\mathcal{Y}W(f(u), z)\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}$( $T,$ $W$ 図 $T$) $\{z\}[\log z]$ ,

として定義すると, $\tilde{y}_{W}\in?c(U:Tarrow S)$ である. テンソル積の定義から, 準同型

$\tilde{f}\tau$ : $U$ 図 $Tarrow{\rm Im}(\tilde{\mathcal{Y}}_{W})\underline{\subseteq}W$ 図 $T$

で $\mathcal{Y}\mathrm{w}(f(u), z)t=\tilde{f}_{T}((\mathcal{Y}w(u), z)t)$ となるものがある. この $\tilde{f}_{T}$ を $f$ から誘導された写像
と呼ぶ.
この誘導された写像を考えると, 完全系列

$f$ $g$

$\mathrm{O}arrow Uarrow Warrow Sarrow \mathrm{O}$

から, 系列
$\tilde{f}_{T}$

$\tilde{g}_{T}$

$\mathrm{O}arrow U$ 図 $Tarrow W$ 図 $Trightarrow S$ 図 $Tarrow \mathrm{O}$

が定義できる.

定理 3 $T$ を有限生成 V功 $\zeta$」群とし, 図$T$ が常に存在するとする. この時, テンソル積図 T
は平坦函手である. 即ち, 上の系列が完全である.

$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\overline{\overline{-}}\text{明}$

$g$ : $Warrow Sl\mathrm{h}\not\leqq \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}rx\sigma \mathit{3}\vee C^{\backslash }\backslash ,$ $\text{任意_{}\backslash }\sigma \mathit{3}\mathcal{Y}\in 3_{L}(S:Tarrow S\text{図}T)\iota_{\mathrm{L}}^{\mathrm{r}}\mathrm{f}\mathrm{l}\backslash \text{し^{}-}C$ , $\mathcal{Y}’(w, z)t=$

$\mathcal{Y}(g(w), z)t\text{と定義する}arrowarrow \text{とて}*,$ $\mathcal{Y}’\in I(W:Tarrow S\text{図}T)\mathrm{B}_{\grave{\grave{1}}}\mathrm{f}\mathrm{f}\text{義て^{}\backslash }\backslash \text{きる}$ . $\text{それゆ_{}\mathrm{X}_{-}^{\mathrm{b}}},\tilde{g}_{T}l2$ :
$\text{全射^{}-}C^{\backslash }\backslash \mathfrak{X})\text{る}$ . $\text{ま}_{\llcorner}’,\tilde{f}_{T}\tilde{g}_{T}f\mathrm{h}\text{定義}\mathrm{B}_{1}\text{ら}fg=0\mathrm{g}_{\mathrm{i}^{-}}\mathfrak{F}\backslash \text{導し}-.\mathrm{t}_{3}\text{の}ff\text{の^{}-}C^{\backslash }\backslash ,$

$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\tilde{g}_{T}\supseteq{\rm Im}\tilde{f}_{T}\text{て^{}\triangleleft}\text{あ}$

$\text{る}$ . $X={\rm Im}\tilde{f}_{T}\text{と_{}\llcorner}^{\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{く}}$ . $\text{任_{}\underline{\#}_{\backslash }}^{\Rightarrow},q$) $t\in T,$ $u\in U1_{\mathrm{L}}^{}\text{対_{}\tau}\text{し^{}\vee}C,$ $\mathcal{Y}(f(u), z)t=\tilde{f}(\mathcal{Y}(u, z)t)rx\text{の^{}\vee}\mathrm{r}^{\backslash }\backslash$,

$X=<w_{n,i}t|t\in T,$ $w\in f(U),$ $n\in \mathbb{C},$ $\mathrm{i}\in \mathrm{N}>$

である.
この時, テンソル積 ($W$ 図 $T,$ $\mathcal{Y}^{W}$ ) に対して, 次の自然な準同型 $\overline{\mathcal{Y}^{W}}$ を考える :

$\overline{\mathcal{Y}^{W}}\in Z_{L}(W : Tarrow(W\text{図}T)/X)$ .

$w\in f(U)$ に対しては, $\overline{\mathcal{Y}^{W}}(w, z)=0$ なので, $\overline{\mathcal{Y}^{W}}\in$ 先 ($W/f(U)$ : $Tarrow(W$ 図 $T)/X$) と

見ることができ, しかも $W/f(U)\cong S$ なので, $\overline{\mathcal{Y}^{W}}\in 3_{L}$ ( $S$ : $Tarrow(W$ 図 $T)/X$) とも考
えることもできる. テンソル積 $S$ 図 $T$ の定義から, 写像 $\phi$ : $S$ 図 $Tarrow$ ($W$ 図 $T$) $/X$ で,
$\phi(\mathcal{Y}^{S}(g(w), z)t)=\overline{\mathcal{Y}^{W}}(w+f(U), z)t$ となるものがある. しかも, $<{\rm Im} \mathcal{Y}^{W}>=W$図 $T$ な
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ので, $<{\rm Im}\overline{\mathcal{Y}^{W}}>=$ ( $W$ 区 $T$) $/X$ であり, $\phi$ は全射である. $\tilde{f}_{T}$ もまた全射なので, 斉次
空問の次元から $\tilde{g}\tau|_{W\mathrm{H}T/X}arrow S$ 図 $T$ は単射となり, $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\tilde{g}_{T}={\rm Im}\tilde{f}_{T}$ が出てくる, 1

この定理の応用を紹介しよう. これがこの講演の主目的である.

定理 4 $V$ を 02有限である単純頂点作用素代数とし, $V$ は VV加群とみて, 射影的であ
ると仮定する. このとき, $V$ は有理的である. 即ち, すべての V功 l群は完全可約である.

ここで, VV如群 $W$ が射影的であるとは, 任意の VV全射 $f$ : $Uarrow W$ が分裂すること
をいう. 即ち, $V$-門同型 $g:Warrow U$ で $fg=\mathrm{I}\mathrm{d}_{W}$ となるものが見つかる. 環論とは違い,
$V$ が常に射影的であるとは限らない. 射影加群と同様に入射加群の定義もできる.

$U$ を VW加群とした場合, $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(U, \mathbb{C})$ は通常, VC加群ではない. しかし, 斉次空間ご
との双対空間, 即ち, 制限双対加群 $U^{*}=\oplus_{n\in \mathrm{N}}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(U(n), \mathbb{C})$ には VC加群としての構造
が入る ([FHL] 参照). 明らかに, $U$ が射影加群であることと $U^{*}$ が入射加群であることと
は同値である.

証明 背理法を使う. 正しくないと仮定し, $W$ を既約加群の直和とならない極小の加群と
する. 極小性から, $W$ は既約部分加群 $U$ を持ち, $W/U$ も既約である. 頂点作用素代数の標
準的な方法 (歪対称性) を使って, 整数次数で $\log z$項のない $U$ の作用 $Y^{U}\in 3_{L}(V : Uarrow U)$

からタイプ $(\begin{array}{l}UUV\end{array})$ の交絡作用素 $I\in 7_{\mathcal{L}}(U : Varrow U)$ が構成できる. それから, 双対空間
を考えることで, 制限双対論評 $U^{*}$ から $V^{*}$ への交絡作用素 $I^{*}\in 3_{\mathcal{L}}(U$ : U*\rightarrow Vりが定
義できる. 詳細は [FHL] を参照. それゆえ, $V$ は単純なので, 全射 $f$ : $U$ 図 $U^{*}arrow V^{*}$ を
得るわけであるが, テンソル積応手が平坦応手であることから, $U\text{図}U^{*}$ は $W\ovalbox{\tt\small REJECT} U^{*}$ の部
分加重であると考えてよく, それゆえ, $W$ 図 $U^{*}$ は $V^{*}$ を組成因子として含む. 仮定より,
$V^{*}$ は入射的なので, 組成列の一番上に持ってくることが出来, 全射 $\phi$ : $W\text{図}U^{*}arrow V^{*}$

で $\phi$ ( $U$ 図 $U^{*}$ ) $=V^{*}$ となるものがある. この $\phi$ を使って, 内積 (ベアリング)

<ラ $>W\mathrm{x}U^{*}arrow \mathbb{C}$

を真空期待値 $<w,$ $u^{*}>=<\phi(w_{\mathrm{w}\mathrm{t}\{w)-1+\mathrm{w}\mathrm{t}\langle u)}*u^{*}),$ $1>$ で定義する. そうすると, 良く知ら
れているように, $<,$ $>$ は Vp不変内積である. 一方, 定義から, $<,$ $>|U\mathrm{x}U^{*}$ は非退化なの
で, $W=(U^{*})^{[perp]}\oplus U$ となり, 矛盾を得る 1

2 準備と説明

頂点作用素代数に関する記号はほぼ [FHL] と [M] に従っている. 必要な用語の正確な定義
を与えていこう.

2.1 02-有限条件
まず, 02\mbox{\boldmath $\alpha$}有限条件を満たす頂点作用素代数 $V$ の重要な性質を明記しておこう. ここで,

$C_{2}$ 有限とは整数 $k$ に対して

$C_{k}(V)=<v_{-k}u|v,$ $u\in V,$ $\mathrm{w}\mathrm{t}(v)\geq 0>$
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とおくと, $\dim V/C_{2}(V)<\infty$ となることである. この時, 有限集合 $A_{2}(V)$ があって,
$V=<A_{2}(V)>+C_{2}(V)$ となる. この条件は最初, モジュラー不変性を証明するための
微分方程式を生み出すために Zhu[Z] によって導入された技巧的なものと理解されていた
が, 後の研究によって, 表現の立場から本質的な条件であることが分かってきている. $V$

が負のウエイト空間を持つ場合の C2有限条件は, 文献によって異なるが, 最も重要な性
質は以下の命題 5 の (3) であり, これが成り立てば他の性質は出て来る.

命題 $5[[\mathrm{M}],[\mathrm{G}\mathrm{N}]]$ $V$ を C22有限である頂点作用素代数とする. この時,
(1) $V$ の既約加群の同型類は有限個であり, ウエイトはすべて有理数
(2) $V$ の (代数的)面長はすべて NN次数付きであり, 有限生成代数的加群は有限次元斉次
空間を持つ爬次数付き加群である.
(3) $\Omega$ を加判とする. $u\in\Omega$ に対して, $u$ から生成される VV部分加群を Vu で表すと,

$Vu=\langle a_{s_{1}}^{1}\cdots a_{s_{h}}^{h}u|a^{i}\in A_{2}(V), s_{1}<arrow\cdots\leq s_{h}\rangle$

と表示できる.
(4) 任意の $U\in \mathfrak{M}_{f.g}(V)$ と $k\geq 0$ に対して, $\dim A_{k}(U)\leq\dim U/C_{2+k}(U)<\infty$

ここで, 艮次数付き啓白 $(W, Y^{W})$ とは, X次数付き弱 VR面群 $W=\oplus_{n=0}^{\infty}W(n)$ で,
$v\in V$ に対して, $v_{\mathrm{w}\mathrm{t}(v)-1-k}W(n)\underline{\subseteq}W(n+k)$ を満足するものである. このようにウエイ
トを $k$ あげる作用素を $o_{k}(v)$ で表示し、 次数 $k$ の作用素と呼ぶ. $A_{k}(U)$ は $U$ に対して定
義される k-th Zhu代数の両側加群を表す (説明 22節を参照).

$V$ を C22有限条件を満たすとする. 既約 VC加群の同型類は有限個しかなく, それらの
最小ウエイトはすべて有理数である. maxwt で最大の最小ウエイトを表し, minwt で最
小の最小ウエイトを表すことにする. また, $d_{V}$ で VV加群の最小ウエイト間の最大値整数
差とした.

$(Vu)_{k}$ で Vu のウエイト $k$ の斉次空間を表すことにする. $\dim(Vu)_{k}$ の上限が存在す
ることを示す.

補題 6 Vu の組成列の長さは $\mathrm{w}\mathrm{t}(u)$ に依存した上限 $\phi(\mathrm{w}\mathrm{t}(u))$ を持つ.

[証明] 補題 1 の前で説明したように, Vu の組成列の長さは $\dim Vu[d_{V}]$ によって押さえ
られる. それゆえ, $\dim Vu[d_{V}]$ が上限を持つことを示せば充分である, まず, A2(V) は有
限集合なので, $\max\{|\mathrm{w}\mathrm{t}(a)||a\in A_{2}(V)\}<\delta$ となる $\delta\in \mathbb{Z}$ がある. 今, $0\neq a_{s_{1}}^{1}\cdots a_{s_{h}}^{h}u\in$

Vu $[d_{V}]$ $(a^{i}\in A_{2}(V), s_{1}\leq\cdotsarrow<s_{h})$ とする. $\mathrm{w}\mathrm{t}(a_{s_{h}}^{h}u)\geq \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{w}\mathrm{t}$なので, $\delta-1+\mathrm{w}\mathrm{t}(u)-$

minwt $>s_{h}$ である, また, $\mathrm{w}\mathrm{t}(a_{s_{2}}^{2}\cdots a_{s_{h}}^{h}u)\geq \mathrm{w}\mathrm{t}(Vu)\geq \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{w}\mathrm{t}$ なので, $s_{1}>\gamma-1-$

$\mathrm{w}\mathrm{t}(u)-d_{V}+\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{w}\mathrm{t}$である. それゆえ,

(Vu) $[d_{V}]\subseteq<a_{s_{1}}^{1}\cdots a_{s_{h}}^{h}u|a^{i}\in A_{2}(V),$ $M\leq s_{1}<\cdots<s_{h}\leq N>$

となる. ここで, $M=\delta-1-d_{V}-\mathrm{w}\mathrm{t}(u)+\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{w}\mathrm{t},$ $N=-\delta-1+\mathrm{w}\mathrm{t}(u)-\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{w}\mathrm{t}$ であ

る. ゆえに, $\dim(Vu)[d_{V}]\leq|A_{2}(V)|^{2\delta+\mathrm{w}\mathrm{t}\langle u)+d_{V}-2\min \mathrm{w}\mathrm{t}}$ となり上限を持つ 1

上の補題の応用として, 次の結果を得る.
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命題 7 $V$ を 02\mbox{\boldmath $\alpha$}有限である頂点作用素代数とし, $U$ を有限生成 VU加群とする. この時,
VV全射 $f$ : $Parrow U$ があるような有限生成射影加群 $P$ が存在する.

[証明] $U$ は有限生成なので, 有限個の元 $u^{1},$
$\ldots,$

$u^{k}\in U$ があって, $U=Vu^{1}+\cdots+Vu^{k}$

である.

$\mathcal{G}=$ { $(f,$ $\{w^{i}\},$ $W)|$ V}準同型 $f$ : $Warrow U,$ $f(w^{i})=u^{i},$ $W=Vw^{1}+\cdots+Vw^{k}\}$

という集合を考え, その中に次のような順序を導入する.

$(f_{1}, \{w_{1}^{i}\}, W_{1})\geq$ ( $f_{2},$ $\{w_{2}^{i}\}$ , W2)\Leftrightarrow V準同型 3g : $W_{1}arrow W_{2}\mathrm{s}.\mathrm{t}$. $g(w_{1}^{i})=w_{2}^{i}$

$W_{1}\geq W_{2}$ なら $W_{1}$ の組成列は $W_{2}$ のものより長いのは明らか.
$(f, \{w^{i}\}, W)\in \mathcal{G}$ とすると, $\mathrm{w}\mathrm{t}(w^{i})=\mathrm{w}\mathrm{t}(u^{i})$ なので, 前の補題より, $Vw^{i}$ の組成列

の長さには上限 $(\leq\phi(\mathrm{w}\mathrm{t}(u^{i})))$ があるので, $W$ の組成列の長さにも上限 $\sum_{i=1}^{k}\phi(\mathrm{w}\mathrm{t}(u^{i}))$ が

ある. それゆえ, $\mathcal{G}$ の中には先の順序に関する極大元 $(f, \{w^{i}\}, W)$ が存在する. この $W$

が射影加群であることを示そう.
今, 全射 $g$ : $\zeta 7$

」
$arrow W$ があるとする. $g(v^{i})=w^{i}$ となる $v^{i}\in\Omega$ を適当に選ぶ. $\Omega^{0}=$

$Vv^{1}+\cdots$ V砂と置く. 明らかに, $g(\Omega^{0})=W,$ $g(Vv^{i})=Vw^{i}$ なので, $(g|\Omega^{0}, \{v^{i}\}, \Omega^{0})\in \mathcal{G}$

である, この時, $\Omega^{0}\geq W$ なので, $W$ の極大性より, $g|\Omega^{0}$ は同型である. それゆえ,
$\varphi$ : $Warrow\Omega^{0}$ と逆写像を定義すると, $g\varphi=1_{W}$ であり, $\Omega=\varphi(W)\oplus \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}g$ となり, $g$ は
分裂する. それゆえ, $W$ は射影晶群である 1

2.2 $\log z$ 付きも含めた交絡作用素

最初に述べたように, 交絡作用素として, $\log^{j}z$ 項を含むものまで考えなければならない,
それゆえ, 以下のような定義を与える.

定義 1

Definition 1 $(U, Y^{U}),$ $(W, Y^{W})\}(T, Y^{U})$ を有限生成 V功 I群とする. タイプ $(\begin{array}{l}TUW\end{array})$ 交絡
作用素とは線形写像

$\mathcal{Y}(, x)$ : $Uarrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(W, T)\{z\}[\log(z)]$

$\mathcal{Y}(u, x)=\sum_{i=0}^{K_{u}}\sum_{n\in \mathbb{C}}u_{n,i}z^{-n-1}(\log(z))^{i}$

で以下の条件を満たすものである.
1. 心元に対して, 下に有界 : 即ち, $\forall u\in U,$ $\forall w\in W^{\forall},\mathrm{i}\in \mathrm{N},$ $\exists Ns.t$ . $u_{n,i}w=0^{\forall}n\geq N$

2. $L(-1)- d$微分条件 : $\mathcal{Y}(L(-1)u, z)=\frac{d}{dz}\mathcal{Y}(u, z)$

3. Bomherdsの恒等式 : すべての $(q\in \mathbb{Z}, m, n\in \mathbb{Q},j\in \mathrm{N})$ に対して,

が成 Nり
$(\begin{array}{l}mi\end{array})$

$(v_{q+i}^{U}u)_{m+n-}\check{}>\text{て}\backslash \backslash$

, i,jvwms–lX\Sigma Yi N(v(,-zl))に qik){$\backslash$ bvPmTる qz–l-(mu-n+liの wr\check f)‘F‘-6(-l)qun+q-露 jvt\lambda +il}が成り立つ.

タイプ $(\begin{array}{ll} TU W\end{array})$ の交絡作用素全体を堀 $(U : Warrow T)$ で表す.
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注意 :Borcherds が導入した恒等式は頂点作用素代数や加群への作用を表示したものなの
で, 当然, $\log z$項は含まれていない. しかし, $\log z$ を含む交絡作用素を考えた場合でも,
加群の作用素 $Y^{W}(v, z)$ 自体に $l\mathrm{h}\log z$ が含まれていないので, 交絡作用素と加群の作用
との間の局所可換性や結合律などの性質は, 各 $\log^{j}z$項ごとの作用素が加群の作用に対し
て同じ性質を持つことと同値であることがすぐにわかる. それゆえ, 同じ Borcherds の
恒等式の形を持つことが分かる. 大した進展ではないので, これも Borcherds の恒等式
と呼ぶことにした.
では, $\log z$ の本質的な意味はなんだろうか? これはこの後示す L(-1)U微分条件と次

数作用 $L(0)$ の広義固有弔問と関係してくる. その説明の前に, この節の主結果の証明に
必要な一般 Zhuu代数の理論 [Z],[DLM] を説明する.

2.3 $-\mathrm{k}^{n}$ツー代数

直約既約 VV論議 $W$ に対して, $W=\oplus_{n\in \mathbb{Z}}W(n)$ と分解する. ここで, 最小ウエイト
$\mathrm{w}\mathrm{t}(W)$ の空間を $W(0)$ で表し, $W(n)$ はウエイト $n+\lambda$ の空間である. Zhu理論は加群
$U$ の $U(0)$ に注目することで, Zhu代数の加群と VV加群の対応を述べた理論であるが, こ

こでは, ボーチャーズの等式の簡単な応用として出てくる Zhu理論の片方だけを利用す
る. 一般 Zhu代数の加群の定義 [DLM] に従い,

$O_{n}(U)=< \sum_{i=0}^{\mathrm{w}\mathrm{t}a+n}(\begin{array}{l}\mathrm{w}\mathrm{t}a+ni\end{array})a_{i-2-2n}u|a\in V,$ $u\in U>$

と置き, $A_{n}(U)=U/O_{n}(U)$ と置く. ただし, $U=V$ の場合には, 次数を保つ作用だけを
考えるので, $O_{n}(V)$ には $\{L(-1)v+L(0)v|v\in V\}$ も加える. 交絡作用素

$\mathcal{Y}(u, z)=\sum_{m\in \mathbb{C}i},u_{m,i}z^{-m-1}\log^{i}z$
,

$\mathcal{Y}\in 3_{\mathcal{L}}(U : Warrow T)$

を考える、次数 $k$ の作用で $\log^{j}$ の係数となっているものを $o_{k,j}(u)$ で表す. ウエイトの定義
から, $w\in W$同, $a\in V_{\mathrm{w}\mathrm{t}(a)}$ なら, $a_{\mathrm{w}\mathrm{t}(a)+d+i}$ は次数を $d+1$以上下げるので, $a_{\mathrm{w}\mathrm{t}(a)+d+i}w=0$

であり, $a_{\mathrm{w}\mathrm{t}(a)-2-d-i}u_{m,j}w\in T[d]$ なら $a_{\mathrm{w}\mathrm{t}(a)-2-d-i}u_{m,j}w=0$ である.
それゆえ, $n=\mathrm{w}\mathrm{t}(W(c))-\mathrm{w}\mathrm{t}(T(d)),$ $w\in W(c)c,$ $d\leq d,\tau$ として, Borcherds の等式

(こ $q=-2-2d_{V},$ $m=\mathrm{w}\mathrm{t}(a)+d_{V}$ を代入すると,

$o_{n,j}( \sum_{i\in \mathrm{N}}(_{\dot{2}}^{\mathrm{w}\mathrm{t}(a)+d_{V}})a_{i-2-2d_{V}}u)w$

$= \sum_{i\in \mathrm{N}}(_{i}^{\mathrm{w}\mathrm{t}(a)+d_{V}})(a_{-2+i-2d_{V}}u)_{\mathrm{w}\mathrm{t}(a)+n+\mathrm{w}\mathrm{t}(u)+2d_{V}-i,j}w$

$= \sum_{i\in \mathrm{N}}(-1)^{i}(\begin{array}{l}-2-2d_{V}i\end{array})\{a_{\mathrm{w}\mathrm{t}\langle a)-2-d_{V}-i}(u_{\mathrm{w}\mathrm{t}(u)+d_{V}+n+i,j}w)-u_{\mathrm{w}\mathrm{t}(u)-d_{V}+n-2-i,j}a_{\mathrm{w}\mathrm{t}(a)+i+d\gamma}w\}$

$=0$

を得る. 即ち, 各 $j$ に対して, $\phi_{j}^{c,d}$ : $u\in Uarrow o_{n,j}(u)|w\langle_{\mathrm{C}}$ ) $\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(W(c), T(d))$ を考える

と, $\overline{\phi_{j}}$ : $A(U)arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(W(c), T(d))$ が定義できるのである.
特に, $U=V,$ $W=T,$ $\mathcal{Y}$ として加群 $W$への頂点作用素 $Y^{W}$ を考えた場合, 上の結果

は $O_{d_{V}}(V)$ は次数を保つ作用により, $W[d_{V}]$ に自明として作用していることを示してい
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る. この作用により, $A_{d_{V}}(V)=V/O_{d_{V}}(V)$ は Zhu (DLM が拡張) が導入した $a,$ $v\in V$ ,
$\in U$ の積

$d_{V}\mathrm{w}\mathrm{t}(a)$

$a*v= \sum_{m=0}\sum_{i=0}(-1)^{m}(\begin{array}{l}m+d_{V}d_{V}\end{array})(\begin{array}{l}\mathrm{w}\mathrm{t}(a)+d_{V}i\end{array})a_{-1+i-m-d_{V}^{8}}$
$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} O(V))$

によって結合代数となり, Boreherds の公式の応用として, 上と同じように

$o_{0}(a*v)=o_{0}(a)o_{0}(v)$ in End(W[d])

が成り立っていることがわかる.

2.4 $\log^{i}z$ と広義固有空間

次に $\log^{j}z$ の意味を見てみよう. ボーチャーズ等式 $(q=0)$ と L(-yU微分関係式から,

$L(0)u(n,j)w=(\mathrm{w}\mathrm{t}(w)+\mathrm{w}\mathrm{t}(u)-n-1)u(n,j)w+(j+1)u(n,j+1)w$

を得る. 即ち,

$(L(0)-\mathrm{w}\mathrm{t}(w)-\mathrm{w}\mathrm{t}(u)+n+1)u(n,j\rangle w=(j+1)u(n,j+1\}w$

であり, $L(0)-\mathrm{w}\mathrm{t}(w)-\mathrm{w}\mathrm{t}(u)+n+1$ の作用によって, $\log^{j}z$項が $\log^{j+1}z$項に移ってい
る. しかも, $\mathcal{Y}(u, z)$ の定義より, $i>K_{u}$ なら $u_{n,j}=0$ なので,

$(L(0)-\mathrm{w}\mathrm{t}(w)-\mathrm{w}\mathrm{t}(u)+n+1)^{k}u(n,j)w=0$ ,

であり, $u(n,j)w$ が固有値 $\mathrm{w}\mathrm{t}(w)+\mathrm{w}\mathrm{t}(u)-n-1$ の重複度が高々 $K_{u}$ である $L(0)$ の広義
固有ベクトルであることを示している. この固有値のこともウエイトと呼び, 広義固有ベ
クトルのことも斉次元と呼ぶことにする. 固有ベクトルは区別して固有ベクトルと呼ぶ.
ここで, 固有値 $r$ の広義固有ベクトル $v$ に対して, $(L(0)-r)^{m}v=0$ となる最小の $m$ を

$v$ の hight2 と呼び, $L(0)$ が作用する空間に $\oplus_{i=0}^{d}T(\mathrm{i})$ 対しては各広義固有空間の元の高さ
の最大を hight $\oplus_{i=0}^{d}T(\mathrm{i})$ で表す.
トップ加群 $\oplus_{i=0}^{d}T(\mathrm{i})$ の高さの上限が $A_{d}(V)$ の構造から与えられることを示そう. $C_{2^{-}}$

有限である場合には, Zhu代数 $A_{d_{V}}(V)$ は有限次元なので, ある多項式 $f(x)\in \mathbb{C}[x]$ が
あって, $A_{d_{V}}(V)$ の中で $f(\omega)=0$ となる. $f(x)=$ \Pi 沖 l(x-\lambda i)mi と分解する. ただし,

$\mathrm{i}\neq j$ なら $\lambda_{i}\neq\lambda_{j}$ である. 最大の $m_{i}$ を highも $(A_{d_{V}}(V))$ で表す.

補題 8 $V$ を C22有限性である頂点作用素代数とし, $T$ を有限生成 VV加減とすると, $T[d_{V}]$

の斉次元の高さは $\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}A_{d_{V}}(V)$ を超えない. それゆえ, $0\neq u_{(n,j)}w\in\oplus_{i=0}^{d}T(\mathrm{i})$ なら
$i\leq \mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}A_{d_{V}}(V)$ である.

2広義固有空間の元 Iこ対するこのような $m_{i}$ の名称をご存知の方がおられましたら教えてください. こ

こでは勝手に高さと呼びました.
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[証明] $T[d_{V}]$ lま次数を保つ作用によって, A$\sqrt$V)V加群なので,

$0=o(0)T( \mathrm{O})=o(\prod_{i=1}^{r}(\omega-\lambda_{i})^{\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}A(V)})T(0)=\prod_{i=1}^{r}(L(0)-\lambda_{i})^{\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}A(V)}T(0)$

となる. ゆえに, hight $\oplus_{i=0}^{d}T(\mathrm{i})\leq \mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}A(V)$ を得る. もし, $j>\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}A(V)$ で $t=$

$u(n,j)w\in T(r),$ $r\leq d$ なら, $t$ は $\mathrm{L}(0)$ の作用に関して固有値 $\mathrm{w}\mathrm{t}(u)+\mathrm{w}\mathrm{t}(w)-n+1+r$ の

広義固有ベクトルなので, $u_{(n,j)}w= \frac{1}{j}(L(0)-\beta)u_{(n,j-1)}w=\cdots=\frac{1}{j!}(L(0)-\beta)^{j}u_{(n,0)}w=0$

となる. ここで, $\beta=\mathrm{w}\mathrm{t}(u)+\mathrm{w}\mathrm{t}(w)-n+1+r$ である, 1

2.5 補題 1 の証明
これらの準備の下で, 1 節での結果の証明に使った補題 1 の証明を与えよう.
もし, $S$ が既約加群なら, $0\neq w\in S(0)$ に対して, [DM] の結果より, $S=<a_{n}w|$

$a\in V,$ $n\in \mathbb{Z}>$ なので,

$S=<a_{\mathrm{w}\mathrm{t}(a)-2-d_{V}-j}w|a\in V,$ $j\in \mathrm{N}>\oplus S[d_{V}]$

と表示できる. これを $W$ の組成列ごとに適用すると, $W$ の組成因子の最小ウエイトは
$\mathrm{w}\mathrm{t}(W)+d_{V}$ 以下なので,

$W=<a_{\mathrm{w}\mathrm{t}(a)-2-d_{V}-j}w|a\in V,$ $w\in W[d_{V}],j\in \mathrm{N}>\oplus W[2d_{V}]$

と表示できる. Borcherds の恒等式より,

$u_{m,p}(a_{\mathrm{w}\mathrm{t}(a)-2-d_{V}-j}w)$

$=a_{\mathrm{w}\mathrm{t}(a)-2-d_{V}-j}u_{m,p}w- \sum_{i=1}^{\infty}(_{i}^{\mathrm{w}\mathrm{t}(a\succ F\tau d_{V}-j})(a_{i}u)$
鴨$(a\rangle-2-d_{V}-j+m-i,pw$

となるので,

$T=<u_{m,j}w,$ $a_{\mathrm{w}\mathrm{t}\{a)-2-d_{V}-j}w’|w\in W[2d_{V}],$ $w’\in W,$ $a,$ $u\in V>$

と表示できる. ここで, $\mathrm{w}\mathrm{t}(a_{\mathrm{w}\mathrm{t}(a)-2-d_{V}-j}w’\geq d_{V}+\mathrm{w}\mathrm{t}(W)$ なので,

$T[d_{V}]=<u_{m,j}w\in T[d_{V}]|w\in W[2d_{V}],$ $u\in U,$ $m,j>$

を得る. 補題 8 より, $j\leq \mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}A_{d_{V}}(V)$ だけ考えてよい. また, $u\in O_{2d_{V}}(U),$ $w\in W[2d_{V}]$

なら $u_{m,j}w=0$ なので,

$T[d_{V}]=\langle u_{s,j}w\in T[d_{V}]|w\in W[2d_{V}],u\in U/O_{2d_{\mathrm{V}}}(U),j\leq \mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}A_{d_{V}}(V)\rangle$

である. また, $T[d_{V}]$ のウエイトが $d_{V}+1$ 通りしかないので、 $s$ と取り方は高々 $d_{V}+1$

通りしかない. 結局

$\dim T[d_{V}]\leq\dim A_{2d_{V}}(U)\mathrm{x}\dim W[2d_{V}]\mathrm{x}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}A_{d_{V}}(V)\mathrm{x}(d_{V}+1)$

となり, $\dim T[d_{V}]$ は $U,$ $W,$ $V$ の構造で押さえられる.
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3 ホモロジー群
$V$ の VV加群としての拡大が他の加群の拡大を決定するので, ホモロジー群を $V$ によって

定義しよう. 命題 7 で, 加群 $U$ に対して, それへ全射を持つような射影加群を構成した
が, 以後のために, 上の射影加群の中に最小のもの (射影被覆) が存在することを標準的
なホモロジー理論を使って示す.

補題 9 有限生成 $V$-二群 $U$ に対して, 全射 $f$ : $Warrow U$ を持ち, $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}f$ に直和因子を持た
ないような射影加群 $W$ は同型を除いて一意的に決まる.

[証明] 2 つの射影加群と全射義 : $P_{i}arrow U(i=1,2)$ があるとする. この時, $W=$

$\{(a, b)\in P_{1}\oplus P_{2}|f_{1}(a)=f_{2}(b)\}$ は VV等群であり, 射影 \pi 嫁 $Warrow P_{i}$ は全射である. ゆ
えに, $\tau_{i}$ : $P_{i}arrow W$ で, $\rho_{i}\tau_{i}=1_{P_{i}}$ となるものが各 $\mathrm{i}$ に対して存在する. $\pi_{2}\tau_{1}$ : $P_{1}arrow P_{2}$ と

$\pi_{1}\tau_{2}$ : $P_{2}arrow P_{1}$ は $f_{2}\pi_{2}\tau_{j}(P_{1})=U$ を満たしているので, $(\pi_{1}\tau_{2}\pi_{2}\tau_{1})^{s}(P_{1})(s=1,2, \ldots)$ は $P_{1}$

の部分加群の減少列である. $P_{1}$ は有限生成な (有限の長さの組成列を持つ) ので, 充分大き
な $N$ に対して, $(\pi_{1}\tau_{2}\pi_{2}\tau_{1})^{N}(P_{1})=(\pi_{1}\tau_{2}\pi_{2}\tau_{1})^{N+1}(P_{1})$ となる. ここで, $\Phi_{1}=(\pi_{1}\tau_{2}\pi_{2}\tau_{1})^{N}$

と置くと, \Phi 1|4f}l(珊は単射なので, $P_{1}={\rm Im}\Phi_{1}\oplus \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\Phi_{1}$ となる. また, $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\Phi_{1}\underline{\subseteq}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}fi$ な

ので, 仮定より $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\Phi_{1}=0$ であり, $\pi_{2}\tau_{1}$ : $P_{1}arrow P_{2}$ が単射となることがわかる. 同様に,
$\pi_{1}\tau_{2}$ : $P_{2}arrow P_{1}$ も単射であり, $P_{1}\cong P_{2}$ を得る, 1

加階 $U$ に対する射影被覆 $f$ : $Parrow U$ の構成を $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}f$ に対しても行うことによって, $U$

の射影分解 (完全系列):

$f_{n+1}$ $f_{n}$ $f_{1}$ $f_{0}$

$\ldotsarrow P^{n+1}arrow P^{n}arrow P^{n-1}arrow\cdotsarrow P^{1}arrow Uarrow 0$

を構成することが出来る. ここで, ホモロジー群 $H_{n}(U)$ を

$H_{n}(U):=(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}f_{n-1}\cap \mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{c}(P_{n}))/f_{n+1}$(Vac $(P_{n+1})$ ),

と定義する. ここで, Vac(W) $=\{w\in W|v_{n}w=0^{\forall}v\in V, n\geq 0\}$ は真空と同じ性質を満
たす元の空間である. この時, 次の定理が成り立つ.

定理 10 $V$ を 02\mbox{\boldmath $\alpha$}有限である単純頂点作用素代数とする. この時, $V$ が有理型である必
要充分条件は $H_{0}(V)=0$ である.

[証 $\text{明}$ ] もし, $V$ が有理型なら, 明らかに $H_{0}(V)=0$ である. 逆に, $H_{0}(V)=0$ で, $V$ が有
理形でないとすると, $V$ は射影的でないので, 射影加群 $P$ と非分裂全射 $f$ : $Parrow V$ が存在
する. $\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{c}(V)=\mathbb{C}1$ なので, $\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{c}(P)-\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{c}(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}f)$ の元 $p$ で, $f(p)=1$ となるものがある.
この時, Borcherds の恒等式と, 仮定砺 p $=0^{\forall}n\geq 0$ から, 容易に $W=<v_{-1}p|v\in V>$

が VV部分加群となることがわかる. しかも, $f_{|W}$ は単射である. それゆえ, $P=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}f\oplus W$

となり, 矛盾を得る 1

最後に, 予想を述べておこう.
予想 1 $P$ が射影的なら, $U$ 図 $P$ も射影的である。
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予想 2 $\oplus_{i=0}^{\infty}H_{i}(V)$ は自然な積 (カップ積) によって可換環となり, $\oplus_{\dot{x}=0}^{\infty}H_{i}(U)$ はその加
群となる.
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