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ルート系に付随する Calogero 模型と Ruijsenaars 模型

名古屋大学・多元数理科学研究科 小森 靖 (Yasushi Komori)

Graduate School ofMathematics, Nagoy a University

1 はじめに

Calogero 系とは直線上または円周上の一次元可積分系である. 最初の模型が導入されて以来, さまざまな研

究者によって拡張がなされてきたが, それは有理型から三角関数型, 楕円型への拡張, ルート系に付随する拡張,
そして Ruijsenaars による拡張、と分けることができる. このうち Ruijsenaars による拡張は他の拡張とは大
きく異なり別の模型と考えることが出来るため, ここでは大きく 2 つに分けて Calogero 系と Ruijsenaars 系
と呼ぶことにした. これらの模型は極限によってつながっており, 楕円型 Ruijsenaars 系はその頂点にいる.

またここでは扱わないが, その極限の中には戸田模型も含まれている.

本稿では, これらの模型についてハミルトニアンやこれまでの主な結果を挙げ, さらに最近の話題である作
用素の拡張と古典系の可積分性について解説したい.

\S 2 ではルート系に付随する古典および量子, Calogero 系および Ruijsenaars 系の各ハミルトニアンと保存
量について説明する. \S 3 では量子 Ruijsenaars 系において可換な作用素の拡張を行う. それによるとルート系
のランクの 3 倍の代数的に独立な可換な作用素が構成できる. 一般には同時固有関数の存在は不明であるが,
限定された状況では構成できることを \S 4 で説明する. これは Ruijsenaars 系の差分作用素が Gauss の超幾何
微分方程式の拡張とみなすことができることを用いている. この節の結果は野海氏 $*1$ との共同研究による. \S 5
では古典 Ruijsenaars 系の可積分性を示す. この方法は van Diejen によるもので, 量子系の可換差分作用素
から対応する古典系の保存量を導き出すものである, これと微分形式の一次独立性をあわせることによって古
典系の可積分性が結論付けられる,

2 模型について

まず順に古典 Calogero 系, 古典 Ruijsenaars 系, 量子 Calogero 系, 量子 Ruijsenaars 系の各々のハミルト
ニアンについて説明する. $A_{N-1},$ $BC_{N}$ 型については Ruijsenaars による概説 [14] がある.

2.1 古典 Calogero 系. ($A_{N-1}$ 型) $\mathrm{C}\mathrm{a}1\mathrm{o}_{\mathrm{o}}^{q}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{o}$ や Moser によって導入された模型であり, その後さまざまな類似模型の基礎となっ
た. 詳細については [16] などを参照.

$g$ を結合定数とし, $N$ 個の粒子の座標は $M=\mathbb{R}^{N}$ または $M=\mathbb{R}^{N}/2\downarrow v_{1}\mathbb{Z}^{N}$ に値をとるとすると有理型, 直
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角関数型, 楕円型のハミルトニアンはそれぞれ

$H_{1}= \frac{1}{2}\sum_{j=1}^{N}p_{j}^{2}+\sum_{1\leq j<k\leq N}\frac{g^{2}}{(x_{j}-x_{k})^{2}}(+\frac{\omega}{2}\sum_{j=1}^{N}x_{j}^{2})$, (2.1)

$H_{1}= \frac{1}{2}\sum_{j=1}^{N}p_{j}^{2}+\sum_{1\leq j<k\leq N}\frac{g^{2}}{\mathrm{s}i\mathrm{n}^{2}\frac{\pi}{2\iota v_{1}}(x_{j}-x_{k})}$, (2.2)

$H_{1}= \frac{1}{2}\sum_{j=1}^{N}p_{j}^{2}+\sum_{1\leq j<k\leq N}g^{2}\wp(x_{j}-x_{k})$ (2.3)

で与えられる. ここで $\wp(x)=\wp(x,\cdot\omega_{1}, \omega_{2})$ は Weierstrass の $\wp$ 関数で $\omega_{1},$
$i\omega_{2}\in \mathbb{R}$ は半周期をあらわす, こ

のとき高次の保存量 $H_{n}$ が存在して $\{H_{i}, Hj\}=0$ となることが Lax pair を用いて示される.. ($BC_{N}$ 型) Inozemtsev [6] によって導入され Lax pair が与えられているが, 保存量の包含性は示されて

いない. しかし可積分性は量子系から従う.

$g$ を相互作用の結合定数, $g_{t}(t=0,1,23\})$ を外場との相互作用の結合定数とするとハミルトニアンは以下

で与えられる.

$H_{1}= \frac{1}{2}\sum_{j=1}^{N}p_{j}^{2}+\sum_{1\leq j<k\leq N}g^{2}(\wp(x_{j}-x_{k})+\wp(x_{j}+x_{k}))+\frac{1}{2}\sum_{t=0}^{3}g_{t}^{2}\sum_{j=1}^{N}\wp(x_{j}+\omega_{t})$, (2.4)

$\omega 0=0,$ $\omega_{3}=-\omega_{1}-\omega_{2}$ . 周期を無限大にとばす極限を取ることによって三角関数型, 有理型の模型も得ら

れる.. (一般ルート $X_{N}$ 型) Olshanetskey と Perelomov [16] によって導入されたが, 可積分性の証明は Khastgir

と R. Sasaki [7] による. 結合定数は $g_{\alpha}=$ g回のようにルートの長さのみに依存するとし, $\Delta_{+}$ を正のルート

全体, 座標は $M=(\mathbb{R}\otimes Q^{\vee})/2\omega_{1}P^{\vee}\simeq \mathrm{T}^{N}$ に値をとるものとすると, ハミルトニアンは

$H_{1}= \frac{1}{2}\langle p,p\rangle+\frac{1}{2}\sum_{+\alpha\in\Delta}g_{\alpha}^{2}\langle\alpha,$
$\alpha$ ) $\wp(\langle x, \alpha\};\omega_{1},\omega_{2})$ (2.5)

で与えられる. またアフィンルート系に対応して twisted type と呼ばれる模型についても可積分性が示され

ている,

22 古典 Ruijsenaars 系

Ruijsenaars 系は Ruijsenaars-Schneider [21] によって “相対論的類似” として導入された模型であり “光

速” $c=1/\beta$ が無限大の極限で Calogero 系へ帰着される.. ( $A_{N-1}$ 型) Ruijsenaars と Schneider によって導入された. $’\backslash$ ミルトニアンは

$H_{1}= \sum_{j=1}^{N}e^{\beta p_{j}}\prod_{k\neq j}v(x_{j}-x_{k},\mu)$ , (2.6)

$v(x, \mu)=(\frac{\sigma(x+\mu)\sigma(x-\mu)}{\sigma(x)\sigma(x)})^{1/2}$ (2.7)

であり, 一般に

$H_{n}= \sum_{J\mathrm{C}\{1,\ldots,N\}}(.\prod_{j\in J}e^{\beta p_{j}})($
$\prod_{j\in J,k\in J^{e}}v(x_{j}-x_{k}, \mu))$

(2.8)

$\}J|=n$
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とおくと $\{H_{i}, H_{j}\}=0$ となる. 証明は量子系の証明と同時に与えられた [20]. ここで結合定数 $\mu$ は Calogero
模型の結合定数 $g$ と $\mu=i\beta g$ という関係にある. $A_{N-1}$ 型のみ Lax pair が Ruijsenaars によって構成され
ている.

Remark 1. Ruijsenaars 系のハミルトニアンは見慣れない形をしているが Ruijsenaars 系と Calogero 系の
温感は

$H_{1}^{\mathrm{R}}=N+P\beta+H_{1}^{\mathrm{C}}\beta^{2}+O(\beta^{3})$ (2.9)

で与えられる. 自由一粒子系 $(g=0)$ の場合でみると見易い.

$H^{\mathrm{C}}= \frac{1}{2}p^{2}$ , $P^{\mathrm{C}}=p$ , (2.10)

$H^{\mathrm{R}}=e^{\beta p}=1+P^{\mathrm{C}}\beta+H^{\mathrm{C}}\beta^{2}+O(\beta^{3})$ . (2.11). ( $BC_{N}$ 型) van Diejen が導入した Inozemtsev 系の Ruijsenaars 型の変形である [22]. 結合定数は約 2
倍の 9 個になる. 二粒子系で結合定数が 8 個の場合, van Diejen は量子系の可積分性を示し, それを基に古典
系の可積分性を示した. Lax pair など, 量子系の結果を利用しない系統的な証明は知られていない. ハミルト
ニアンは以下で与えられる. ( $\mu,$ $\mu_{t},$ $\mu_{t}’(t=0,1,2,3)$ : const)

$H_{1}= \sum_{j=1}^{N}(e^{\beta p_{\mathrm{j}}}+e^{-\beta\rho_{\dot{g}}})u(xj)\prod_{k\neq j}v(xj-x_{k})v(xj+x_{k})$

$+ \sum_{t=0}^{3}\frac{2}{\sigma(\mu)^{2}}(_{s=0}\prod^{3}\sigma_{s}(\mu_{\pi_{l}\langle s)})\sigma_{s}(\mu_{\pi_{\mathrm{t}}(s)}’))\prod_{j=1}^{N}v_{t}(x_{j})$ , (2.12)

$u(x)=( \prod_{t=0}^{3}\frac{\sigma_{t}(x+\mu_{t})\sigma_{t}(x-\mu_{t})}{\sigma_{t}(x)\sigma_{t}(x)}\frac{\sigma_{t}(x+\mu_{t}’)\sigma_{t}(x-\mu_{t}’)}{\sigma_{t}(x)\sigma_{t}(x)})1/2$ , (2.13)

$v_{S}(x)= \frac{\sigma_{t}(x+\mu)\sigma_{t}(x-\mu)}{\sigma_{t}(x)\sigma_{t}(x)}$ . (2.14)

ここで $\pi 0=\mathrm{i}\mathrm{d},$ $\pi_{1}=(01)(23),$ $\pi_{2}=(02)(13),$ $\pi \mathrm{s}=(03)(12)\in \mathfrak{S}_{4}$ . 高次の保存量の具体形は, 量子系の場合
一つの因子を除いて得られている [13].. (一般ルート $X_{N}$ 型) 量子系の作用素の可換性 [11] から対応する古典系の保存量の可換性が得られる.
詳しくは \S 5 で扱うが, この方法は van Diejen[22] による. 結合定数はルートの長さのみに依存するとし
$(\mu_{\alpha}=\mathrm{i}\beta g_{\alpha}),$ $\lambda$ を minuscule coweight ($E_{8},$ $F_{4},$ $G_{2},$ $BC_{N}$ にはない), $\theta^{\vee}$ を quasi-minuscule coweight ($\theta$ :
maximal root) とすると “最低次” の保存量は以下で与えられる.

$H_{-\lambda}= \frac{1}{|W_{\lambda}|}\sum_{w\in W}e^{\beta\langle p,w\lambda\rangle}$

$\prod_{\alpha\in\Delta_{+},\langle\lambda,\alpha\}=1}v(\langle x, w\alpha\rangle, \mu_{\alpha})=\frac{|W|}{|W_{\lambda}|}+\frac{\langle\lambda,\lambda\rangle}{N}H^{\mathrm{C}}\beta^{2}+O(\beta^{3})$

, (2.15)

$H_{-\theta^{\vee}}= \frac{1}{|W_{\theta^{\mathrm{v}}}|}\sum_{w\in W}e^{\beta\langle p,w\theta^{\vee})}$

$\prod_{\alpha\in\Delta_{+},\langle\theta^{\vee},a)>0}v(\langle x, w\alpha\rangle_{r}\mu_{\alpha})^{\{\theta^{\vee},\alpha\rangle}$

$+ \frac{\sigma(\mu_{\theta})}{\sigma(\langle\rho_{\mu},\theta^{\vee}\rangle)}\sum_{w\in W}u(\langle x, w\theta\rangle, -\langle\rho_{\mu},\theta^{\vee}\rangle)$

$\prod_{\alpha\in\Delta_{+},\langle\theta^{\vee},\alpha\rangle>0}u(\langle x, w\alpha\rangle$

, \mu \mbox{\boldmath $\alpha$}あ
(2.16)
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$u(x, \mu)=\frac{\sigma(x+\mu)}{\sigma(x)}$ , $v(x, \mu)=(\frac{\sigma(x+\mu)\sigma(x-\mu)}{\sigma(x)\sigma(x)})^{1/2}$ (2.17)

$\rho_{\mu}=\frac{1}{2}\sum_{+\alpha\in\Delta}\mu_{\alpha}\alpha$ . (2.18)

ここでは簡単のため $BC_{N}$ 型の特別な場合を挙げたが, 一般の形 (2.12) も全く同様に扱える.

Remark 2. $A_{N-1}$ 型ではすべての fundamental coweight $\lambda_{i}$ は minuscule であり, 保存量はすべて (2.15)
で与えられる. また $\beta$ による展開第二項目は Calogero 系のハミルトニアンになっている.

23 量子 Calogero 系

. ( $A_{N-1}$ 型) Calogero によって導入された. ハミルトニアンは対応する古典系を正門量子化 $(parrow\hat{p}=$

$-i\hslash\partial)$ することによって得られる.

$H_{1}= \frac{1}{2}\sum_{j=1}^{N}\hat{p}_{j}^{2}+\sum_{1\leq j<k\leq N}g$($g$ 一為) $\wp(x_{j}-x_{k})$ (2.19)

この作用素に対して高次の微分作用素 $H_{n}$ が存在して $[H_{i}, H_{j}]=0$ となる. 具体形は他の古典ルート系に対

するものとともに [18] で与えられている.. ( $BC_{N}$ 型) Inozemtsev 模型の量子系である. ハミルトニアンは

$H_{1}= \frac{1}{2}\sum_{j=1}^{N}\hat{p}_{j}^{2}+g(g - \hslash)(\wp(x_{\tilde{J}}-x_{k})+\wp(x_{j}+x_{k}))l\leq j<k\leq N$

$+ \frac{1}{2}\sum_{t=0}^{3}g_{t}(g_{t}-\hslash)\sum_{j=1}^{N}\wp(x_{j}+\omega_{l})$ (2.20)

であり, 可換な微分作用素とともに [15, 17, 18] で与えられている. $B_{2}$ の場合はさらに特別なものがあること

も論じられている.. (一般ルート $X_{N}$ 型) Cherednik は一般ルート系において有理型 (三角関数型) は有理型 (退化した)

Double Affine Hecke Algebra(DAHA) を用いて構成し, 一方楕円型の模型は退化した DAHA の無限和を用

いて構成した $[1, 2]$ . ($g_{\alpha}=g|\alpha|$ : const., $\Delta_{+}$ : positive roots)

$H_{1}= \frac{1}{2}\langle\hat{p},\hat{p}\rangle+\frac{1}{2}\sum_{+\alpha\in\Delta}g_{\alpha}(g_{\alpha}-\hslash)\langle\alpha, \alpha\rangle\wp(\langle x,\alpha\})$
(2.21)

三角関数型は退化した DAHA の構造を用いて固有関数の完全系の構成も行われている. 楕円型の作用素は

古典ルート系の場合は [18] でも調べられており, 適当な仮定の下ではこれら以外にないことが示されている.

楕円型の固有関数は特殊な場合 (Dittrich-Inozemtsev, Felder-Varchenko), 摂動 (Takemura-Y. K.), 形式解

(Langmann) などがあるが, 完全には分かっていない,
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24 量子 $\mathrm{R}\mathrm{u}\dot{\iota}\mathrm{j}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{s}$ 系. ($A_{N-1}$ 型) 古典系導入のすぐ後で Ruijsenaars がその量子系を考察した [20]. この場合単純な置き換え
$Pjarrow\hat{p}_{j}$ では自己共役性が失われてしまう. そこで古典系のハミルトニアン

$H_{1}= \sum_{j=1}^{N}e^{\beta p_{j}}\prod_{k\neq j}(\frac{\sigma(x_{j}-x_{k}+\mu)\sigma(x_{j}-x_{k}-\mu)}{\sigma(x_{j}-x_{k}\rangle\sigma(x_{j}-x_{k})})^{1/2}$ (2.22)

に対して形式的に自己共役なるように

$H_{1}= \sum_{j=1}^{N}\prod_{k\neq j}(\frac{\sigma(x_{j}-x_{k}+\mu)}{\sigma(x_{j}-x_{k})})^{1/2}e^{\beta\hat{p}_{j}}\prod_{k\neq j}(\frac{\sigma(x_{j}-x_{k}-\mu)}{\sigma(x_{j}-x_{k})})^{1/2}$ (2.23)

とおく. ここで $T_{j}(-i\hslash\beta)=e^{-i\hslash\beta\partial_{j}}=e^{\beta\hat{p}_{\mathit{3}}}$ は差分作用素であり

$(T_{j}(-i\hslash\beta)f)(x):=f(x_{1}, \ldots, x_{j}-\mathrm{i}\hslash\beta, \ldots,x_{N})$ (2.24)

と定義する. 高次の保存量に対しても同様に定義すると $[H_{i}, H_{j}]=0$ となることが示される. このままでは扱

いにくいため楕円ガンマ関数の積からなる関数 $W$ を用いて

$Y_{i}=W^{-1}H_{i}W$, $[Y_{i}, Y_{j}]=0$ (2.25)

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $= \sum_{j=1}^{N}(\prod_{k\neq j}\frac{\sigma(x_{j}-x_{k}+\mu)}{\sigma(x_{j}-x_{k})})T_{j}(-\mathrm{i}\hslash\beta)$ (2.26)

を考察することが多い. 三角関数型の場合は Macdonald 作用素と呼ばれている.. ( $BC_{N}$ 型) Ruijsenaars 模型の $BC_{N}$ 類似である. van Diejen [22] によって導入され, 可換な作用素は
[12] で構成された. ハミルトニアンを相似変換したものは

$Y_{1}= \sum_{\epsilon=\pm 1}(u(\epsilon x_{j})\prod_{k1\leq j\leq N\neq j}v(\epsilon x_{j}-x_{k})v(\epsilon x_{j}+x_{k}))e^{-\epsilon\beta\hat{p}_{\mathrm{j}}}$

$+ \sum_{t=0}^{3}\frac{2}{\sigma(\mu)\sigma(\mu-2\gamma)}(_{s=0}\prod^{3}\sigma_{s}(\mu_{\pi_{\ell}(s)}-\gamma)\sigma_{s}(\mu_{\pi_{t}(s)}’))\prod_{j=1}^{N}v_{t}(x_{j})$ , (2.27)

$v(x)= \frac{\sigma(\mu+x)}{\sigma(x)}$ , (2.28)

$u(x)= \prod_{t=0}^{3}\frac{\sigma_{\ell}(\mu_{t}+x)}{\sigma_{t}(x)}\frac{\sigma_{t}(\mu_{t}’+\gamma+x)}{\sigma_{t}(x+\gamma)}$ , (2.29)

$v_{t}(x)= \frac{\sigma_{t}(\mu-\gamma+x)}{\sigma_{l}(-\gamma+x)}\frac{\sigma_{t}(\mu-\gamma-x)}{\sigma_{t}(-\gamma-x)}$ , (2.30)

$\gamma=i\beta\hslash/2$ で与えられる. 三角関数型で適当に 4 パラメータにしたものは Macdonald-Koornwinder 作用素
として知られており, 直交多項式の固有関数系を持つ.
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. (一般ルート $X_{N}$ 型) 三角関数型は Macdonald によって導入され Cherednik によって固有関数の構成や
内積値の計算が Double Affine Hecke Algebra という代数構造を基に解決された [2]. 楕円型は Ruijsenaars
によるが, 三角関数型の場合ほど解明されていない. ハミルトニアンは結合定数を $\mu_{\alpha}=i\beta g_{\alpha}$ とすると

$Y^{-\lambda}= \frac{1}{|W_{\lambda}|}\sum_{w\in W}(\alpha\in\prod_{+}\Delta\frac{\sigma(\langle x,w\alpha\rangle+\mu_{\alpha})}{\sigma(\langle x,w\alpha\rangle)})T_{w\lambda}(-i\hslash\beta)$ , (2.31)

$\langle\lambda,\alpha\rangle=1$

$Y^{-\theta^{\vee}}= \frac{1}{|W_{\theta^{\mathrm{v}}}|}\sum_{w\in W}($

$\prod_{\alpha\in\Delta_{+},\langle\theta^{\vee},\alpha\rangle>0}\frac{\sigma(\langle x,w\alpha\rangle+\mu_{\alpha})}{\sigma(\langle x,w\alpha\rangle)})\rangle\langle$

(2.32)

$( \frac{\sigma(\langle x,w\theta\rangle+\mu_{\theta}-i\hslash\beta)}{\sigma(\langle x,w\theta\rangle-\mathrm{i}\hslash\beta)}T_{w\theta^{\mathrm{v}}}(-\mathrm{i}\hslash\beta)+\frac{\sigma(\mu_{\theta})}{\sigma(\langle\rho_{\mu},\theta^{\vee}\rangle)}\frac{\sigma(\langle x,w\theta\rangle-\langle\rho_{\mu},\theta^{\vee}\rangle-i\hslash\beta)}{\sigma(\langle x,w\theta\rangle-\mathrm{i}\hslash\beta)})$

となる. 可換な作用素の構成は Root Algebra によってなされ [11], アフィンリー代数の指標空間へ作用する
ことは $A_{N},$ $C_{2}$ の場合 Hasegawa-Ikeda-Kikuchi $[4, 5]$ により, また一般の場合は [11] で示された. 最低次の

作用素の自己共役性については [10] で議論されている.

これらの作用素の拡張と, $BC_{1}$ の特別な場合における楕円超幾何積分による固有関数の構成 [9] については

次節以降で説明する.

3 一般化

前節で導入した $X_{N}$ 型量子 Ruijsenaars 系はそのランクと同じ $N$ 個の代数的に独立な可換差分作用素から

なるが, 少し変形すると $3N$ 個の可換差分作用素に拡張される. すなわち

$[Y_{j}^{(k)}, Y_{\tau n}^{(n)}]=0$ , $(j, m=1, \ldots, N, k, n=. 1,2,3)$ (3.1)

となる. 例えば $A_{N-1}$ 型の場合, 最低次の作用素は

$Y_{1}^{\langle 1)}= \sum_{j=1}^{N}($
$\prod_{k1,k\overline{\overline{\neq}}j}^{N}e^{\nu_{1}(x_{j}-x_{k})}\frac{\sigma(x_{j}-x_{k}-\mu_{1}j\omega_{2},\omega_{3})}{\sigma(x_{j}-x_{k}\cdot\omega_{2},\omega_{3})},)T_{j}(2\omega_{1})$

, (3.2)

$Y_{1}^{(2)}= \sum_{j=1}^{N}($
$\prod_{k-1,k\overline{\neq}j}^{N}e^{\iota\prime \mathrm{z}(x_{\mathrm{j}}-x_{k})}\frac{\sigma(x_{j}-x_{k}-\mu_{2}\omega_{1},\omega_{3})}{\sigma(x_{j}-x_{k}\omega_{1},\omega_{3})})T_{j}(2\omega_{2})$

, (3.3)

$Y_{1}^{(3)}= \sum_{j=1}^{N}(_{k-1}\prod_{k\overline{\neq}j}^{N}e^{\nu \mathrm{s}(x_{\mathrm{j}}-qi_{k}})\frac{\sigma(x_{j}-x_{k}-\mu_{3},\omega_{1},\omega_{2})}{\sigma(x_{j}-x_{k},\omega_{1},\omega_{2})}.\cdot)T_{j}(2\omega_{3}$ } (3.4)

で与えられる. ここで $\omega_{1},$
$\omega_{2},\omega_{3}\in \mathbb{C}$ は $\Im\omega_{i}/\omega_{j}\neq 0$ 回忌る任意定数であり, $\sigma(x;\omega, \omega’)$ は Weierstrass $\sigma$ 関

数である. また $\nu_{1},$ $\nu_{2},$ $\nu_{3},$ $\mu_{1},$ $\mu_{2},$ $\mu_{3}$. は 3 個の制限方程式を満たすようにとる. 詳しくは [9] を参照.

ffimark 3. $Y_{j}^{(k)}$ は $\mathbb{Q}[W\aleph P^{3}]$ (3 extended affine Weyl grouP) の変形を考えたとき, 平行移動からなる

ランク $3N$ の可換部分群の生成元に対応しているとみなせる. またこれは量子系特有の性質であり, 古典極限

$\hslasharrow 0$ や Calogero 極限 $\betaarrow 0$ では消滅してしまう.
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このように一般に可換差分作用素が増える理由について, ランク $2N$ になってしまうが三角関数極限で説明
する. 三角関数の場合, 可換差分作用素は Macdonald 作用素として知られているが主に研究されているのは
周期的境界条件である. これは

$M_{1}^{(1)}= \sum_{j=1}^{N}(\prod_{k1}^{N}\frac{\sin(x_{j}-x_{k}-\mu)}{\sin(x_{j}-x_{k})})T_{j}(\delta)$ , (3.5)

$M_{1}^{(2)}= \sum_{j=1}^{N}Tj(\pi)$ , (境界条件) (3.6)

等とおいて $M_{j}^{(2)}$ の特別な固有値における $M_{m}^{\langle 1\}}$ の固有関数を考えているのと同じである. このとき

$[M_{j}^{(0}, M_{m}^{(n)}]=0,$ $(k, n=1,2)$ . $\llcorner$ たがって境界条件を変形して

$M_{1}^{(1\rangle}= \sum_{j=1}^{N}($
$\prod_{k1,k\overline{\overline{\neq}}j}^{N}\frac{\sin(x_{j}-x_{k}-\mu_{1})}{\sin(x_{j}-x_{k})})T_{j}(\delta)$ , (3.7)

$M_{1}^{(2\}}= \sum_{\mathrm{i}=1}^{N}($
$\prod_{k1,k\overline{\overline{\neq}}j}^{N}\frac{\mathrm{s}i\mathrm{n}(\frac{\pi}{\delta}(x_{j}-x_{k}-\mu_{2}))}{\sin(\frac{\pi}{\delta}(x_{j}-x_{k}))})T_{j}(\pi)$ (3.8)

等を考えることができる. このときやはり $[M_{j}^{(k)}, M_{m}^{(n)}]=0(k, n=1,2)$ となる. この視点からでは, 元
の問題は $\mu_{2}=0$ という特別な場合とみなすことができるというわけである, またこう置くと主役であった

Macdonald 作用素と境界条件を決める作用素との区内がなくなり, 新たな対称性が現れるという点で興味深
い. 楕円関数の場合は, もう一つ周期性を持つためそれに対記して同様な可換差分作用素を導入でき結局ラン
ク $3N$ 分の可換差分作用素を構成できるのである.

4 $BC_{1}$ 型 (野海氏と共同研究)
前節では $3N$ 個の可換差分作用素を構成できることを見たが, 本当にすべての可換差分作用素に対して同時
固有関数が構成できるかどうかはよく分かっていない. しかし限定された状況ではあるが構成できる, という
ことをこの節で説明したい.

$BC_{1}$ 型の場合において, $\tau_{1},$ $\tau_{2},$ $\mu_{0},$
$\ldots,$

$\mu_{6}\in \mathbb{C}$ を $\Im\tau_{1},$ $\tau_{2}>0,2\mu \mathrm{c}+\mu_{1}+\cdots+\mu_{6}+\tau_{1}+\tau_{2}=0$ となるよ
うにとり, 差分作用素

$\theta(x-\mu_{0}+\tau_{1} ; \tau_{2})\prod_{j=0}^{6}\theta(x-\mu_{j}; \tau_{2})$

$Y^{(1)}=e^{2\pi ix}$ ( $T(\tau_{1})-1\rangle+(x\mapsto-x)$ , (4.1)
$\theta(2x, 2x+\tau_{1}; \tau_{2})$

$\theta(x-\mu_{0}+\tau_{2};\tau_{1})\prod_{j=0}^{6}\theta(x-\mu_{j}; \tau_{1})$

$Y^{(2)}=e^{2\pi\dot{\mathrm{z}}x}$

$(T(\tau_{2})-1)+(xrightarrow-x)$ , (4.2)
$\theta(2x,2x+\tau_{2;}\tau_{1})$

$Y^{\langle 3\rangle}=T(1)+T(-1)-2$ (4.3)

とおく, ここで $\theta(x;\tau)$ は Jacobi のテータ関数である. これらは可換な差分作用素となる.
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Remark 4. ある固有値 $E^{(1)}$ に対して, 固有値問題

$Y^{(1)}\phi=E^{(1)}\phi$ (4.4)

は, 変数変換により, E(lゝ楕円差分 Painleve’方程式の特殊化から得られる楕円超幾何方程式と等しくなる [8].

定理 1. これら差分作用素に対して同時固有関数の一つは以下で与えられる.

$\prod\Gamma(pqc_{0}/c_{i;}p, q)7$

$\phi(c)=\frac{i=1}{\Gamma(pq_{\mathrm{C}}0p,q)\prod_{1\leq i<j\leq 7}\Gamma(pqc_{0}/c_{i}c_{j^{jp,q)}}}$

$\Gamma(pq/(pq\mathrm{c}_{\mathit{0}})^{1/2}z^{\pm 1};p, q)\prod_{j=1}^{7}\Gamma((pqc_{0})^{1/2}/c_{j}z^{\pm 1};p, q)dz$

$\mathrm{x}\int_{G}$

$\Gamma(z^{2}, z^{-2};p,q)$
$\overline{z}$

. (4.5)

このとき固有値は

$E^{(1)}=e^{-2\pi i\mu 0} \prod_{\mathrm{i}=1}^{6}\theta(\mu_{0}+\mu_{i)}.\tau_{\sim}\theta)$, $E^{(2)}=e^{-2\pi i\mu 0} \prod_{i=1}^{6}\theta(\mu_{0}+\mu_{i};\tau_{1})$, $E^{(3)}=0$ (4.6)

である. ここで $\uparrow$

$c_{0}=e^{2\pi i(\mu_{0}-\mu_{1}-\tau_{1}-\tau_{2})}$ , $c_{1}=e^{2\pi i(\mu 0+\mu_{2})}$ , $c_{2}=e^{2\pi i(\mu 0+\mu_{3})}$ ,
$c_{3}=e^{2\pi i(\mu 0+\mu_{4})}$ , $c_{4}=e^{2\pi i(\mu 0+\mu \mathrm{s})}$ , $c_{5}=e^{2\pi i(\mu 0+\mu\epsilon)}$ , (4.7)

$(\=e^{2\pi i\langle-x-\mu_{1}\rangle}$ , $c_{7}=e^{2\pi i\{x-\mu_{1})}$ ,
$p=e^{2\pi i\tau_{1}}$ , $q=e^{2\pi i\tau_{2}}$

であり, $C$ は原点を回るある適当な路, $\Gamma\langle z;p,$ $q$ ) は楕円ガンマ関数

$\Gamma(z;p, q)=\frac{(pqz^{-1}\cdot p,q)_{\infty}}{(zp,q)_{\infty}}$

,
(4.8)

である.

(4.5) は楕円超幾何積分とよばれ [19] で詳しく研究されている. 特別な値に対して楕円超幾何積分は有限級

数で記述される.

定理 2. ある $i$ に回し $c_{i}=p^{-M}q^{-N}(M, N\in \mathbb{Z}\geq 0)$ とおくと,

$\phi=\tilde{\phi}(_{C_{0,\ldots,q^{-N},\mathrm{l}}}\ldots c_{7};p)\cross\tilde{\phi}(c_{0}, \ldots,p^{-M}, \ldots, c_{7};q)$. (4.9)

ここで

$\tilde{\phi}(c_{0}, \ldots, c_{7};r)=\sum_{k=0}^{\infty}\frac{\langle(pq)^{2k}c_{0}\cdot r\rangle}{\langle c_{0}r\rangle},\frac{\langle\langle c_{0}r\rangle\rangle_{k}}{\langle\{pqr\rangle\rangle_{k}}\prod_{i=1}^{7}\frac{\langle\langle c_{i},r\rangle\rangle_{k}}{\langle\langle pqc0/c_{i}r\rangle\rangle_{k}}.$. (4.10)

また $\langle\langle u;r\rangle\rangle_{k}=\langle u;r\rangle\cdots\backslash u(/pq)^{k-1}$ ; $r\rangle$ であり $\langle u;r\rangle$ は Jacobi のテータ関数を multiplicative $fom$ に書いた

ものである.
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これにより楕円超幾何積分は楕円面幾何級数 $12V11$ ( $E_{9}$ と書いてある文献もある) [3] の拡張になってい
ることが分かる. 楕円超幾何級数とは $|r|$ く 1 と, ある $i$ に対し $b_{i}=r^{-N}$ という条件の下,

$12V_{11}(b_{0;}b_{1}, \ldots b_{7;}r)2=\sum_{k=0}^{\infty}\frac{(q^{2k}b_{0},r\rangle}{\langle b_{0}r\rangle}.\frac{\langle b_{0}r\rangle_{k}}{\langle rr\rangle_{k}}\prod_{i=1}^{7}\frac{\langle b_{i}r\rangle_{k}}{\langle rb_{0}/b_{i}r\rangle_{k}}$ (4.11)

で定義される. ここで $\langle u;r\rangle_{k}=\langle u;r\rangle\cdots\langle ur^{k-1}; r\rangle$ である.

定理 3.
$\tilde{\phi}(c_{01}\ldots, c_{7}; p)=12V_{11}(pc_{0} ; c_{1}, \ldots,pc_{j}, \ldots, c_{7};p)$. (4.12)

これは $\mathrm{j}$ によらない.

以上より楕円超幾何積分 (4.5) は特別な場合, 楕円超幾何級数の積に分解する.

5 古典 Ruijsenaars 系の可積分性

この節では量子系の可積分性から古典系の可積分性を導く方法について解説する. 原理は非常に簡単で, 量
子古典対応 $\hslasharrow 0$ を用いるものである. 具体的には van Diejen は以下を示した.

補題 1(van Diejen [22]). $\kappa j\in \mathbb{C}^{N}(j=1,2)$ とし, $V_{j}(x, \hslash)(j=1,2)$ を $\hslash$ に関して $\hslash\sim 0$ で正則, $x$ に

関して $U$ の近傍で正則と仮定する. ここで $U$ は $\mathbb{R}^{N}$ の稠密な開集合とする.

$\hat{O}_{j}=V_{j}(x, \hslash)e^{-\kappa_{\dot{g}}\cdot\hat{p}}$ , $(\hat{p}=-\mathrm{i}\hslash\partial)$ , (5.1)
$O_{j}=V_{j}(x,0)e^{-\kappa_{\mathrm{j}}\cdot p}$ (5.2)

とすると, このとき

$[\hat{O}_{1},\hat{O}_{2}]=V_{[1,2]}(x, \hslash)e^{-(\kappa_{1}+\kappa_{2})\cdot\hat{p}}$, (5.3)
$\{O_{1}, O_{2}\}=V_{\{1,2\}}(x)e^{-(\kappa_{1}+\kappa_{2})\cdot p}$ (5.4)

となる. ここで

$\kappa_{arrow 0}\mathrm{m}\frac{V_{[1,2]}(x,\hslash)}{\mathrm{i}\hslash}=V_{\{1,2\}}(x)$ . (5.5)

特に
$[\hat{O}_{1},\hat{O}_{2}]=0$ $\supset$ $\{O_{1}, O_{2}\}=0$ . (5.6)

この補題により, 量子系において可換差分作用素が得られたならば, 差分の $\hat{p}$ を $p$ とし, さらに $\hslasharrow 0$ とで

きればそれは古典系の保存量となる. 実際, 量子 Ruijsenaars 系の可換差分作用素の構成法から $\hslasharrow 0$ とする

ことができることが確認できるので, 古典 Ruijsenaars 系の保存量が構成できたことになる. ただし \S 2 で構
成した $3N$ 個の差分作用素のうち上の極限が取れるのは $N$ 個だけであることに注意する.
このようにして $N$ 個の保存量が構成できるのであるが, Calogero 系の場合と異なり differential の一次独

立性は明らかなわけではないので示す必要がある. 以下これを示す. まず古典系の保存量の leading term に

注目する. 量子系での構成 [11] から以下が分かる.
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定理 4. $\lambda\in P_{-}$ とする.

$Y^{\lambda}= \frac{1}{|W_{\lambda}|}\sum_{w\in W}\sum_{\lambda[succeq]\lambda’}g_{\lambda}^{\lambda},(w^{-1}x)e^{-\beta\langle p,w\lambda’\}}$ . (5.7)

ここで $g_{\lambda}^{\lambda}$, は有理型関数で, 特に

$g_{\lambda}^{\lambda}(x)=$ $\alpha\in\Delta\prod_{+}(\frac{\sigma(\langle x,\alpha\rangle+\mu_{\alpha})\sigma(\langle x,\alpha\rangle-\mu_{\alpha})}{\sigma(\langle x,\alpha\rangle)\sigma(\langle x,\alpha\rangle)})\langle-\lambda,\alpha\rangle/2$ (5.8)

$(-\lambda,\alpha\rangle>0$

であり, $\lambda_{2}\lambda’\in P_{-}$ に対し, $\lambda[succeq]\lambda’\Leftrightarrow P(\tau_{\lambda})>l(\tau_{\lambda’})$ または $\lambda=\lambda’$ .
この構造に着目すると一次独立性を示すことができる.

定理 5. fdndamenta$l$ coweight $\lambda_{\dot{\mathrm{t}}}$ に対して

$dY^{-\lambda_{1}},$

$\ldots,$

$dY^{-\lambda_{N}}$ (5.9)

は稠密な部分集合上で一次独立.

証明. 一般に
$dY^{\lambda}=\langle f_{\lambda}(x,p), dp\rangle+\langle g\lambda(x,p), dx\rangle$ (5.10)

とおいて $\det\langle f_{-\lambda}:’\alpha j\rangle_{ij}$ が恒等的に 0 でないことを示す.

$f_{\lambda}= \frac{1}{|W_{\lambda}|}\sum_{w\in W}\sum_{\lambda[succeq]\lambda’}g_{\lambda’}^{\lambda}(w^{-1}x)e^{-\beta\langle p,w\lambda’)}(-\beta w\lambda’)$
(5.11)

であるから, $\langle f_{-\lambda_{\dot{\mathrm{t}}}}, \alpha_{j}\rangle\langle \mathrm{j}=1,$

$\ldots,$
$N$ ) の中で $e^{\beta(p,\lambda_{\mathrm{i}}\rangle}$ の項を持つの 1ま $i=j$ のときのみである. $\rho=\sum_{j=1}^{N}\lambda j$

とすると

$\prod_{j=1}^{N}e^{\beta\langle p,\lambda_{\mathrm{j}}\rangle}=e^{\beta(p,\rho\rangle}$ (5.12)

は命題 1 で示すようにこの積の形しかないので

$\det\langle f_{-\lambda_{i}}, \alpha_{j}\rangle_{ij}=|_{*}^{a_{\lambda_{1}}e^{\beta\langle p,\lambda_{1})}+*}*$ $\cdot.\cdot$

. .
$a_{\lambda_{N}}e^{\beta\{p,\lambda_{N}\rangle}+**|*$

(5.13)

$=( \prod_{j=1}^{N}a_{\lambda_{\mathrm{j}}})e^{\beta\langle p,\rho\rangle}+*$ .

したがって恒等的に 0 ではない 口

以上より次の命題を示せばよいことが分かる.

命題 1. $\lambda_{j}’$ \in Pやを一\lambda j\succeq -\lambda j’ となるものとし, また $wj\in W(j=1, \ldots, N)$ とする. このとき

$\rho=\sum_{j=1}^{N}w_{j}\lambda_{j}’$ (5.14)

となるのは $w_{j}\lambda_{j}’=\lambda_{j}$ のときに限る.
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証明. 二段階に分けて証明する.

まず $\lambda_{j}’=\lambda_{j}$ であることを示す. reduced expression の性質より, 長さに関する不等式

$\ell(\tau_{-\rho})=\ell(\tau_{-\Sigma_{j=1}^{N}\lambda_{\dot{\mathcal{J}}}})$

$= \sum l(\tau_{-\lambda_{\mathrm{j}}})N$

$j=1$

$\geq\sum_{j=1}^{N}\ell(\tau_{-\lambda_{\acute{\mathrm{j}}}})=\sum_{j=1}^{N}\ell(\tau_{-w_{\mathrm{j}}\lambda_{j}^{1}})$

(5.15)

$\geq\ell(\tau_{-\Sigma_{\dot{g}=1}^{N}w_{j}\lambda_{j}’})$

が得られるが, 条件よりすべて等号でなくてはいけない. したがって

$\ell(\tau_{-\lambda_{j}})=\ell(\tau_{-\lambda_{j}’})$ (5.16)

であること, すなわち一 $\lambda_{j}[succeq]-\lambda_{j}’$ より $\lambda_{j}=\lambda_{j}^{\mathit{1}}$ であることが必要である.

次に $wj\lambda_{j}’=\lambda j$ であることを示す 9
$W\lambda_{j}\subset\lambda_{j}-Q_{+}$ (5.17)

であるから,
$w_{j}\lambda_{j}=\lambda_{j}-\nu_{j}$ , $(\nu_{j}\in Q_{+})$ (5.18)

とおくと

$\sum_{j=\underline{1}}^{N}w_{j}\lambda_{j}=\sum_{j=1}^{N}\lambda_{j}-\sum_{j=1}^{N}\nu_{j}$ (5.19)

より $\sum_{j=1}^{N}$ り $=0$ でなくてはいけない. したがって $\nu j=0(j=1, \ldots, N)$ であるから $w_{j}\lambda_{j}=\lambda_{j}$ であり瀦
局 $w_{j}\lambda_{j}’=\lambda_{j}$ である, 口
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