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1 Introduction
この研究は千葉大学の堀口直之助と北詰正顕教授との共同研究で論文は現在準備

中である。今回の報告の主な結果はタイトルにあるように Hall-Janko グラフの再構
成である。 このグラフは M. Hall によって、散在型単純群」2 の存在証明に使われ
てそのグラフの構成には文献「群とデザイン」 [4] によるとコンピュータが用いられ

たようである。広く知られている理論的な構成法は M. Suzuki [7] によって鈴木系

列の 1 部として与えられている。
この Hall-Janko グラフを考えるようになったいきさつとして新しいコードとデザ

インの構成 (Chigira, Harada and Kitazume [2]) および直交ラテン方陣の存在問題
に関する話 [5], [6] を挙げる。 [5] の中で次のような Witt system $W_{10}$ と Hali-Janko
グラフの関係を与えた。

$\Gamma=(V, E)$ を Hall-Janko グラフとして、 $C$ を $\Gamma$ のサイズ 10 の coclique とする。

そして、 結合構造 $D=(C, V\backslash C)$ を次のように定義する。 $p\in C,$ $B\in V\backslash C$ に対

して、
$(p, B)\in E\Leftrightarrow pIB$

とする。 ここで、 $pIB$ は点 $p$ とブロック $B$ が結合関係にあるという。すると、 次

の命題を得る。

Proposition Ll. $D$ は Witt system 3-(10, 4, 1) design $W_{10}$ の各ブロックを 3 回ず

つ繰り返したデザインである。

ここで、 ATLAS [3] で分類されている $J_{2}$ : 2 の極大部分群の 1 つであり .10点の安

定部分群である $3.\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(A_{6})=3.A_{6}$ : $2^{2}=3.S_{6}$ : 2($A_{6}$ : 6次交代群, $S_{6}$ : 6 次対称群)

が Proposition 1.1 で得られた Hall-Janko グラフの内部構造に対応していることが
わかる。 よって、 $3.S_{6}$ : 2 からの構成を試みた次第である。
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2 Hall-Janko グラフの再構成
まず、 Hall-Janko グラフの頂点と Witt system $W_{10}$ のブロックとの対応について

の観察について述べる。 $\Gamma=(V, E)$ を Hall-Janko グラフとして、 $D=(X, B)$ を

Witt system 3-(10, 4, 1) design $(X, B_{i}),$ $\mathrm{i}=1,2,3$ の各ブロックを 3 回ずつ繰り返し
たデザインとする。 ここで、 $B=B_{1}\mathrm{U}B_{2}\cup B_{3},$ $B_{1}=B_{2}=B_{3}$ (as aset) である。
Proposition 1.1 より、 $V=X\cup B$ に対して、

考察 (1) $X$ はグラフ $\Gamma$ においてサイズ 10 の coclique である。

考察 (2) $x\in X,$ $B\in B$ に対して、 グラフ $\Gamma$ において $(x, B)\in E\Leftrightarrow$ デザイン $D$

において $xIB$ である。

以上のことが容易に考察できる。 よって、 90個のブロックの集合 $B$ の中のグラフ
$\Gamma$ における隣接条件について考察する。
まず、 任意の異なる 2 つのブロック $B,$ $B’\in B$ に対して、 $|B\cap B’|=0,1,2,4$ で

ある。 (ここで $|B\cap B’|=4$ は $B$ と $B’$ が repeated blocks であることを意味してい
る。 ) そして、 直接的な計算より $|B\cap B’|$ の各値に対して、 グラフ $\Gamma$ における隣接
条件は次のように与えられる。

考察 (3)

1. $|B\cap B’|=0$ のとき、 $B$ は 3 つのブロック $\{B’, B’’, B"’\}$ ( $B’$ とその repeated
blocks 2個) のうち 2つのブロックと隣接する。

2. $|B\cap B’|=1$ のとき、 $B$ と $B’$ は隣接しない。
3. $|B\cap B’|=2$ のとき、 $B$ は 3 つのブロック $\{B’, B’’, B’’’\}(B’$ とその repeated

blocks 2個) のうち 1 つまたは 2 つのブロックと隣接する。
4. $|B\cap B’|=4$ のとき、 $B$ と $B’$. は隣接する。

次に、 6 次対称群 $S_{6}$ から Witt system 3-(10, 4, 1) design の構成法を与える $10$ こ

こで、 群 $G$ に対して $I(G)$ を $G$ の involution 全体の集合とする。

Proposition 2.1. $\Omega=\{1,2,3,4,5,6\}$ とする。 そして、結合構造 $D’=(X, B’)$ を
次のように定義する。

(1) $X=\{\{\mathrm{i},j, k\}\cup\{l, m, n\}:\{\mathrm{i},j, k\}\cup\{l, m_{j}n\}=\Omega\}$ . ( $\Omega$ の互いに排反する 3 点
部分集合による 10個の partitions)

(2) $B’=I(S_{6})\backslash I(A_{6})$ .
(3) $T\in X$ と $\rho\in B’$ に対して、 $TI\rho\Leftrightarrow T^{\rho}=T$ .

すると、 $D’$ は Witt system 3-(10, 4, 1) design である。
1本質的には、 Cameron-Lint [1] のテキストの第 6 章の構成法と同等である。
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Proposition 2.1 から、 $B’$ を Hall-Janko グラフの頂点集合 $B_{i}(\mathrm{i}=1,2,3)$ に対応
させることにより、考察 (1) と (2) をみたすように Hall-Janko グラフの隣接条件を
与えることができる。 よって、 $B=I(3.S_{6})\backslash I(3.A_{6})$ とおいた時の考察 (3) をみた
す隣接条件について考える。

$\sigma,$ $\tau\in I(3.S_{6})\backslash I(3.A_{6})$ に対して、 $\sigma,$ $\tau\in 3.S_{6}$ の $S_{6}$ における image を $\overline{\sigma},\overline{\tau}\in S_{6}$

とする。 そして、 $\sigma$ を一つ固定したとき $\overline{\sigma}=(12)$ とおいてその 3. $S_{6}$-orbit を考え
る。 すると、 次のような情報が得られる。

これらの情報から 90個のブロックの集合 $B$ の中の Hall-Janko グラフ $\Gamma$ におけ

る隣接条件について述べる。 まず、 $\Gamma$ は強正則グラフでありその valency は 36 であ
る。 考察 (2) より、 $\sigma\in B$ は他の $B$ の頂点と隣接するのは 32 個である。 考察 (3)
より、 case (0) の 2 個と case (3)’ の 6個は $\sigma$ と結ばれる実例がある。 グラフの頂点

上の可移性からこの場合は $\sigma$ の取り方によらず隣接する。 case (1) は考察 (3) 2. よ
り、 隣接しない。 case (4) のとき隣接すると仮定する。 すると $\tau$ の個数は 24 なの
でこれですべての隣接条件を与えたことになる。 しかし、 これは考察 (3) 3. より $\sigma$

と一つとだけ結ばれる例があることに矛盾する。 よって、残る可能性は一つだけで

あり case (2)’ と case (4) のとき隣接する。 以上より、 次の主結果を得る。

Theorem 2.2. $\Omega=\{1,2,3,4,5,6\}$ とする。 $X=\{\{\mathrm{i},j, k\}\cup\{l, m, n\}$ : $\{\mathrm{i},j, k\}\cup$

$\{l, m, n\}=\Omega\},$ $B=I(3.S_{6})\backslash I(3.A_{6})$ とおき、 $\rho\in B$ の $S_{6}$ における image を

$\overline{\rho}\in S_{6}$ とする。 そして、 グラフ $\Gamma=$ ($X$ 火 $B,$ $E$ ) を次のように定義する。

(1) $X$ の異なる 2 点は隣接しない。
(2) $T\in X$ と $\rho\in B$ に対して、 $(T, \rho)\in E\Leftrightarrow T^{\rho}=T$ .
(3) $p,$ $\iota/\in B$ に対して、

$(\rho, \nu)\in E\Leftrightarrow\{$

$\overline{\rho}=\overline{\nu}$ また{ま ‘

$|\rho\nu|=4,6$

すると、 $\Gamma$ は Hall-Janko グラフである。
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この証明はコンピュータ (計算ソフト MAGMA) を用いて確認した。理論的な証
明は (決して無理ではなく) 少々複雑と思い我々は得ていない。 そのコンピュータを
用いた証明の過程において群 $3.S_{6}$ を Hexacode [1, Definition 116] の自己同型群と
して与えたが、 Theorem 22 の系として Hexacode から Hall-Janko グラフの構成が
できたことも報告する。

Corollary 2.3. $\mathcal{H}$ を有限体 $\mathrm{F}_{4}=\{0,1, \omega, \omega^{2}\}$ 上の Hexacode として、 $h\in \mathcal{H}$ に対

して Supp(h)\Omega とする。 $S_{1}=\{x\in \mathcal{H} : wt(x)=4\}$ , さらに $u,$ $v,$ $w\in S_{1}$ に対し

て、 $S_{2}=$ { $(u,$ $v,$ $w)$ : $u+v+w=0,$ Supp(u)\cup Supp(v)\cup Supp(w)=\Omega } とおく。 そ

して、頂点集合 $X\cup S_{1}\cup S_{2}$ をもつグラフ $\Gamma$ を次の (1) から (6) のように定義する。

(1) $X$ の異なる 2 点は隣接しない。
(2) $\{\mathrm{i},j, k\}\cup\{l, m, n\}\in X_{J}x\in S_{1}$ に対して、 $\{\mathrm{i},j, k\}\subset Supp(x)$ または $\{l, m, n\}\subset$

Supp(x) のとき隣接する。
(3) $\{i,j, k\}\cup\{l, m, n\}\in X_{2}(u,v, w)\in S_{2}$ に対して、 $|\{\mathrm{i},j, k\}\cap Supp(u)|=$

$|\{\mathrm{i}, j, k\}\cap Supp(v)|=|\{_{\sim}\mathrm{i},j, k\}\cap Supp(w)|=2$ のとき隣接する。
(4) $x,$ $y\in S_{1}$ に対して、 $Su\mathfrak{M}(x)=Supp(y)$ または $wt(x+y)=6$ のとき隣接
する。

(5) $x\in S_{1t}(u, v, w)\in S_{2}$ 週対して、次の 3 つの場合のうちどれか一つをみたすと
き隣接する。

$\bullet\omega x\in(u, v, w)$ ,

$\bullet\omega^{2}x\in(u, v, w)$ ,

$\bullet$ $wt(x+u)=wt(x+v)=wt(x+w)=4$.

(6) $(u, v, w),$ $(u’, v’, w’)\in S_{2}$ に対して、次の 4 つの場合のうちどれか一つをみたす
とき隣接する。

$\bullet(u, v, w)=(\omega u’,\omega v’,\omega w’)$ ,

$\bullet(u, v, w)=(\omega^{2}u’,\omega^{2}v’,\omega^{2}w’)$ ,
$\bullet$ $(u, v, w)\cap(\omega u’,\omega v’, \omega w’)$ は空集合ではない、

$\bullet$ $(u, v, w)\cap(\omega^{2}u’, \omega^{2}v’, \omega^{2}w’)$ は空集合ではない。

すると、 $\Gamma$ は Hall-Janko グラフである。
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