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Formal weight enumerator のゼータ関数とその
Riemann 予想

大阪工業大学 工学部 知念 宏司 (Koji Chinen)
Departnent of Mathem atics, Faculty of Engineering,
Osaka Institute of Technology.

概要

1999 年, 論文 [4] において Iwan Duusma は初めて線型符号の zeta 関数を定義し
た. それは符号の重み多項式から構成されるが, 筆者らは [1], [8] において, 実在の符
号の重み多項式でなくてもその zeta 関数が定義できることを指摘した. さらに, 知念
[2] にお}, $\mathrm{a}$てはこの考えをさらに進め, formal weight enumerator と呼ばれる不変多
項式に対してその zeta 関数を定義し, Duursma と同様の議論が展開できることを示
した ([3] も参照). 本稿では, $x$ のみの項をもたない不変式に対して zeta 関数を定義
しその性質を調べる.

Summary

In 1999, Iwan Duursma defined the zeta functions for linear codes. They are
constructed from the weight enumerators of codes. The author first exdended Du-
ursma’s theory to so-called “formal weight enumerators” in [2]. In this article, we
define zeta functions for invariant homogeneous polynomials which do not have the
term of $x$ only, and study some properties of them.

1 導入

まず 符号の zeta 関数についての Duursma の理論を概観する. $p$ を素数\sim $=p^{7}$
.

$(r\geq 1)$

とし, $C$ を有限体 $\mathrm{F}_{q}$ 上の $[n, k, d]$ 符号とする. また $c\in C$ の Hamming 重さを $\mathrm{w}\mathrm{t}(c)$ で

表す. A嫁–$-\#\{c\in C ; \mathrm{w}\mathrm{t}(c)=i\}$ とおくとき,

$W_{C}(x, y):= \sum_{i=0}^{n}A_{i}x^{n-i}y^{i}$

を $C$ の重み多項式と呼ぶ. これは $x,$ $y$ の斉次 $n$ 次式である. 1999 年, 論文 [4] にお $1_{\sqrt}\mathrm{a}$て

Iwan Duusma は「符号の zeta 関数」 を, 重み多項式の一種の母関数として定義した:

定義 1.1 $C$ に対して, 次数 $n-d$ 以下のある多項式 $P(T)\in \mathrm{Q}[T]$ がただ 1 つ存在して,

$\frac{P(T)}{(1-T)(1-qT)}(y(1-T)+xT)^{n}=\cdots+\frac{W_{C}(x,y)-x^{n}}{q-1}T^{n-d}+\cdots$

が成立する. $P(T)$ を $C$ の zeta 多項式, $Z(T):=P(T)/\{(1-T)(1-qT)\}$ を $C$ の zeta

関数と呼ぶ.

数理解析研究所講究録 1476巻 2006年 233-239



234

多項式 $P(T)$ の存在と一意性に関しては, Duursma の論文に詳しく書かれていな]$\sqrt{}^{\mathrm{a}}$が, 初

等的証明が筆者らの総合報告 [1, pp.92-93], [8, p.44], および [2, pp.32-33] にある.

この定義にいう 「符号の zeta 関数」 に関して詳しいことは Duursma の論文 [5], [6] あ

るいは [1], [8] などをご参照いただきたいが, 彼の一連の結果のうち筆者にとって特に興
味深いのは自己双対符号の zeta 多項式に対する関数等式

$P(T)=P( \frac{1}{qT})q^{g}T^{2g}$ (1.1)

である $(g=n/2+1-d)$ . これは代数曲線の zeta 多項式 (いわゆる合同 zeta 関数の分子)

がもつ関数等式と全く同じ形であり, したがって 「符号の Riemann 予想」 を次のように
定式化できる:

定義 L2 $C$ を自己双対符号, その zeta 多項式を $P(T)$ とする. $P(T)$ の任意の根 $\alpha$ に対

して,
$| \alpha|=\frac{1}{\sqrt{q}}$

が成り立つとき, $C$ は Riemann 予想を満たすという.

符号の Riemann 予想はすべての自己双対符号によって満たされるわけではなく, その必
要十分条件を求めることはまだ未解決であるが, Duursma は

問題 L3 「 $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}$ な自己双対符号は Riemann 予想を満たす」 は正しいか.

という聞題を提出している ([6]). ここで, $\mathrm{F}_{q}$ 上の同じ符号長の自己双対符号のうち, 最小

距離が最大のものを extremal という. そしていわゆる Type IV 自己双対符号に関しては
これを肯定的に解決している ([7]).

定義 1.1 を詳しく見てみると, $P(T)$ の存在と一意性の証明においては, $W_{C}(x, y)$ が実

在する符号の重み多項式であることよりも, それが $x,$ $y$ の斉次 $n$ 次式であることがより

本質的であることがわかる (cf. [1, p.93], [2, p.33], [8, p.45]). この事実はすでに MDS 符
号 (最大距離分離符号) の zeta 関数の考察において Duursma 自身によっても用いられて
いる. しかしこのことに筆者はより積極的に注目し, 必ずしも符号と関連をもたない複素
数係数の斉次多項式

$W(x, y)=x^{n}+ \sum_{i=d}^{n}A_{i}x^{n-i}y^{i}$ $(A_{d}\neq 0)$ (1.2)

に対してその zeta 多項式 $P(T)$ を, 全く同様に定義できることを指摘した ([2, p.40], こ

のことは前述の [1], [2], [8] にある初等的証明を見れば明らかにわかる). さらにそこでは,
そのような斉次多項式の実例として, 小関氏の formal weight enumerator (cf. [11]) を考
えた. それは (1.2) の形の斉次式で, Type II 自己双対符号の重み多項式にきわめて似る
が, 性質

$W^{[perp]}(x, y):=W^{\sigma_{2}}(x, y)=-W(x, y)$

によって区別される. ただし,

$\sigma_{q}=$原 $11$ $q-1-1)$ (1.3)
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であり)1 次変換 $\sigma=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})$ の多項式 $f(x, y)$ への作用は $f^{\sigma}(x, y)=f(ax+by, cx+dy)$

とする.
式 (1.2) の formal weight enumerator に対して, $q=2$ とおいて zeta 多項式 $P(T)$ を定

義すると, それは関数等式
$P(T)=-P( \frac{1}{2T})2^{g}T^{2g}$

$(g=n/2+1-d)$ を満たし, Riemann 予想も本来の Duursma の理論と同様に

Formal weight enumerator $W(x, y)$ が Riemann 予想を満たす

$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\Leftrightarrow.P(T)$ のすべての根 $\alpha$ が $| \alpha|=\frac{1}{\sqrt{2}}$ を満たす

と定式化できることがわかった ([2, p.42]). さらに (
$‘ \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}$ formal weight enumerator” と

いう概念を導入すれば, Riemann 予想の成立, 不成立に関しても, $\mathrm{r}_{\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}1\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}1}$weight

enumerator は Riemann 予想を満たす」 ということが推測される実験結果が得られ ([2,

p.42-43]), 「符号の zeta 関数」 の理論において本質的役割を果たしているのは, 実在する

符号ではなく, 重み多項式と同じタイプの斉次多項式自体が内在している何らかの性質で
あるらしいことがわかってきたのである ([2, p.43]).

なお, [2, \S 5] で述べた通り, formal weight enumerators と Type II 自己双対符号の重み

多項式は, ともに不変面諭 $\mathrm{C}[x, y]^{G_{8}}$ に含まれる ( $G_{8}$ は Shephard-Todd [12] で分類され

た複素鏡映群の 1 つ). したがって, われわれは $\mathrm{C}[x, y]^{G_{8}}$ に含まれる (1.2) の形のすべて

の元に関して, $\lceil_{\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}1}$. ならば Riemann 予想を満たす」 という予想に到達することに

なる.

が $\text{あれ}t\exists\grave{\grave{:}},$

$\not\in_{\mathrm{i}}\mathit{0}\supset \mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}\text{多_{}\wedge\backslash }\grave{3}\not\in_{3}\{\ni \text{ろ}h,q=21\backslash A\mathrm{f}n_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{i}^{\backslash }\hslash P(T)=-P(\frac{1(}{qT})\iota 05\ovalbox{\tt\small REJECT}\#\mathit{1}^{f}\text{等式を^{}\backslash }\text{満}arrow}-C^{\backslash }\backslash ?\mathrm{b},W^{\sigma_{q}}(x,y)=-Wx,$

$y)\text{を^{}\backslash }\grave{;}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\wedge}.\text{す_{}\vee}\text{よ_{}]\check{2}}\neq x(1.2)\text{の}\#’\nearrow\backslash q^{g}T^{2g}\text{と}\backslash -\backslash r\text{すの}f3;\mathrm{R}fl\text{ら}\nearrow \text{の}W(x, y)$

かである. 筆者はそのような具体例として $q=3$ の場合を [3, \S 4] で扱っており, やはり

$\mathrm{r}_{\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}1}$ なら Riemann 予想成立 $?$ 」 という数値的観察を行なっている.

本稿では, これまでとは違った形の斉次多項式を扱い, その zeta 関数の性質を調べるこ

とを目標とする, 具体的には,

$f(x, y)= \sum_{i=d}^{n}A_{i}x^{n-i}y^{i}$ $(A_{i}\in \mathrm{C}, A_{d}\neq 0)$ (1.4)

という形のものである. 主として, ある $q\in \mathrm{N}(q\geq 2)$ に対して, $f^{\sigma_{q}}=f$ を満たすものが

考察の対象である (Duursma の理論からわかるように, この不変性があれば, zeta 関数は

関数等式をもつ).
このような多項式を考える動機としては, まず Duursma の定義 (定義 1.1) にお 4 $\mathrm{a}$ても

必ず $x^{n}$ の項を取り除いていること (したがって, この形の多項式に対しても, zeta 多項式

の定義が可能である), さらに (1.4) の形の不変式はさまざまな不変式環に実際に含まれて
いること, しかも同じ式が複数の不変式環に含まれることがしばしばあり, したがって, こ

のような多項式を考えることで, 不変式環に依存しない, 何か「普遍的な」性質がわかる

のではないか, という期待を持っていることである.
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2 主結果
多項式 $f(x, y)$ は (1.4) の形で $d\geq 2$ (これはかなり本質的), また $q\in \mathrm{N},$ $q\geq 2$ とする.

まず

定義 2.1 多項式 $f(x, y)$ に対して次数 $n-d$ 以下のある多項式 $P_{fq},(T)\in \mathrm{C}[T]$ がただ 1

つ存在して,

$\frac{P_{f,q}(T)}{(1-T)(1-qT)}(y(1-T)+xT)^{n}=\cdots+\frac{f(x,y)}{q-1}T^{n-d}+\cdots$

が成立する. $P_{f,q}(T)$ を $f(x, y)$ の zeta 多項式, $Z_{f,q}(T):=Pf,q(T)/\{(1-T)(1-qT)\}$ を

$f(x, y)$ の zeta 関数と呼ぼう.

乃, $q(T)$ の存在と一意性は定義 1.1 の場合と全く同様に証明できる. さらに (1.3) の $\sigma_{q}$ に

よる不変性を導入すれば $P_{f,q}(T)$ , $Z_{f,q}(T)$ はいろいろな性質をもつことがわかる:

定理 22 ある $q\in \mathrm{N},$ $q\geq 2$ に対して $f^{\sigma_{q}}(x, y)=f(x, y)$ とすると, 次が成り立つ:

(i) $\deg P_{f,q}=2g$ $.(g=n/2+1-d)$ .

(ii) $P_{f,q}(T)=Pf,q( \frac{1}{qT})q^{g}T^{2g}$ (関数等式).

(iii)(1-T) $(1-qT)|P_{f,q}(T)$ .

上の (iii) はなかなか不思議で, 定義 2.1 を見れば, 結局 $Z_{fq},(T)$ の極が消えて多項式になっ
てしまうということである. さらに

定理 23 ある $q\in \mathrm{N},$ $q\geq 2$ に対して $f^{\sigma_{q}}(x, y)=f(x, y)$ とすると, 任意の $q’\in \mathrm{N},$ $q’\geq 2$

に対して $(1 -T)(1-q’T)|Pf,q’\langle T$) であり,

$(q-1)Z_{f,q}(T)=(q’-1)Z_{f,q’}(T)$

が成り立つ.

つまり,
$Z_{f}(T):=(q-1)Z_{fq},(T)$ (2.1)

は, $q$ に依存せず, $f(x, y)$ のみによって決まるということである (これはある意味, [不変

式環によらない性質」 と言えるかも知れない).
このように, 新しいタイプの zeta 関数が定義できたので, 次は Riemann 予想がどうな

るかを調べよう. 上に述べたことから, $P_{f,q}(T)$ よりもむしろ (2.1) の $Z_{f}(T)$ の零点分布

を調べるのが適当であろう. そこで次の定義をおく:

定義 24 ある $R>0$ が存在して, $Z_{f}(T)$ のすべての根 $\alpha$ が $|\alpha|=R$ を満たすとき,
$f(x, y)$ は Riemann 予想を満たすという.

つまり, $Z_{f}(T)$ の根がすべてある一定の半径の円周上に並んでいるときに $f(x, y)$ は Rie-
mann 予想を満たすということにするのである.
実は, 数値実験から Riemann 予想を満たすと見られる $f(x, y)$ の無限系列がいくつか

見つかっており, そのうちのある系列については, 実際に Riemann 予想を満たすことが証
明できる. これを節を改めて見ていこう.
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3 いくつかの具体例

ここでは次のような多項式の系列を考え, Riemann 予想について調べる:

$f_{m}(x, y)$ $=$ $\{xy(x^{2}-y^{2})\}^{m}$ $(\deg f_{m}=4m)$ ,

$g_{m}(x, y)$ $=$ $\{xy(x^{4}-y^{4})\}^{m}$ $(\deg g_{m}=6m)$ ,

$h_{m}(x, y)$ $=$ $\{y(x^{3}-y^{3})\}^{m}$ $(\deg g_{m}=4m)$ , (3.1)

$t_{m}(x, y)$ $=$ $\{y(x^{2}-y^{2})\}^{m}$ $(\deg g_{m}=3m)$ ,

$u_{m}(x, y)$ $=$ $\{y(x-y)\}^{m}$ $(\deg g_{m}=2m)$ ,

ただし, いずれも $m\geq 2$ とする. これらはいずれも, 実在の符号とのつながりを持っている.

まず, いわゆる Type I 自己双対符号の重み多項式が含まれる不変式環は $\mathrm{C}[x^{2}+y^{2}, f_{2}(x, y)]$ ,

同様に Type II は $\mathrm{C}[x^{8}+14x^{4}y^{4}+y^{8}, g_{4}(x, y)]$ , Type III は $\mathrm{C}[x^{4}+8xy^{3}, h_{3}(x, y)]$ , Type

IV は $\mathrm{C}[x^{2}+3y^{2}, t_{2}(x, y)]$ , 最後に, $q$ を一般として, $\mathrm{F}_{q}$ 上の自己双対符号の重み多項式が

含まれる不変銀豆は $\mathrm{C}[x^{2}+(q-1)y^{2}, u_{1}(x, y)]$ である (cf. [9, Chap.19], ここだけ $m=1$

が出てきてしまうが).
最も簡単なのは $u_{m}(x, y)$ で, 次が成り立つ:

命題 3.1 任意の $m\geq 2$ に対し, $Z_{u_{m}}(T)$ は定数

つまりこの場合は $\mathrm{B}_{j}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{I}\ln$ 予想を考えること自体できないことになる. 次に

定理 32 任意の $m\geq 2$ に対し, $t_{m}(x, y)$ は $R=1/2(=1/\sqrt{4})$ に対する Riemann 予想

を満たす. つまり, $Z_{t_{m\backslash }^{(T)}}$ のすべての根 $\alpha$ は $|\alpha|=1/2$ を満たす.

他の系列に関しては証明できていることはないが, 次のことが予想される:

予想 3.3 任意の $m\geq 2$ に対し, $f_{m}(x, y),$ $g_{m}(x, y)$ は $R=1/\sqrt{2}$ に対する Riemann 予

想, $h_{m}(x, y)$ は $R=1/\sqrt{3}$ に対する Riemann 予想を満たす.

このように, これらの例はある $q$ に対して $\sigma_{q}$ の作用で不変という性質をもつが, その

zeta 関数は本質的に $q$ によらず決まる. にもかかわらず, Riemann 予想を考えると, 明

らかに特定の $q$ が重要な役割を果たしているということが見て取れる. 言わば, 各系列

に「固有の」Riemann 予想があるらしいのである (どんな $q$ に対しても $\sigma_{q}$ で不変となる

$u_{m}(x, y)$ の Riemann 予想が考えられないというのも, こう考えると納得できる話である).

これに関連して, 導入でも述べた, 「同じ (系列の) 式が複数の不変式環に含まれる」 現

象について, 少し観察しておこう.
例えば, 上記 $g_{2}(x, y)$ は, Shephard-Todd の群 $G_{13},$ $G_{15}$ 両方の不変式環の生成元とし

て取れる (cf. 小関 [10, p.104]). また, $g_{4}(x, y)$ は, $\mathrm{C}[x, y]^{G_{8}},$ $\mathrm{C}[x, y]^{G_{9}}$ の生成元として

取れることもわかる ( $G_{9}$ に関しては [9, p.601] にある. $G_{8}$ につ $1_{\sqrt}\mathrm{a}$ても同様に考えればよ

い). そしておもしろいのは, $g_{2}(x, y)$ が $\mathrm{C}[x, y]^{G_{6}}$ の生成元にもなって $1_{\mathit{1}}\mathrm{a}$ることである (cf.

[10, p.102] $)$ . なぜこれがおもしろいかというと, $G_{6}$ は $GL_{2}(\mathrm{C})$ の中で共役をとることで,

ternary self-dual codes の重み多項式を不変にする群となるからである. そういう立場か
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らは, この群は $q=3$ と関係が深いはずである. ところが上で見た通り, $g_{2}(x, y)$ は (たと
え $q=3$ として zeta 関数を作っても) $R=1/\sqrt{2}$ (つまり $q=2$ ) の Riemann 予想を満た
すのである.

このように, (1.4) の形の多項式がそれぞれに固有の Riemann 予想を持っていることが,
種々の不変式環における Riemann 予想の成立, 不成立に, 何らかの影響を与えている可能
性もあると筆者は感じている.
なお, (1.4) の形で $\sigma_{q}$ の作用で不変な多項式は (3.1) に挙げたものばかりではない. これ

らに不変多項式 ( $x$ だけの項があっても $f.\Sigma$ くても) を適当に掛けたものも当てはまる. 例えば
$f_{m}(x, y)(x^{2}+y^{2})^{v}(x^{8}+14x^{4}y^{4}+y^{8})^{w}(v, w\geq 0)$ は $\sigma_{2}$ 不変であるし, $u_{m}(x, y)(x^{2}+(q-1)y^{2})^{v}$

$(v\geq 0)$ は $\sigma_{q}$ 不変 $(q\geq 2)$ となる. これらも $R=1/\sqrt{q}$ の Riemann 予想を満たすことが
数値実験から見て取れる. こうした多項式の Riemann 予想の意味について考えることを
今後の 1 つの課題としたい 5
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