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2種の期日遅れコストをもつ待ちを伴う仕事の最適処理政策

小柳 淳二 (鳥取大工学部) . 河合 一 (鳥取大工学部)

1 はじめに

通常の待ち行列理論では, 待ち行列システムに到着する客はサーバーに割り当てられ, 客の意
思決定は考慮されないことがほとんどである. しかし [2] では smart customer と呼ばれる特殊な
客を考え, 待ち行列に加わる, 待機する, サービスをあきらめて立ち去る, といった 3つの選択

肢を選べる問題を取り扱っている. [2] では, 待機できる回数に制限がないが, 本研究では, 待ち

行列に加わるか待機するかの選択肢を持ち, 待機できる回数が有限の場合を取り扱い. コストと

して, 制限時間内に作業を終了できなかった場合にかかる定数コストと制限時問を越えて作業を
終了するまでにがかった遠聞に比例するコストの和を最小にすることを考える.

2 $\mp\overline{\tau}$ル

-^人の意思決定者が 2つの仕事 TA と TB を処理する場合を考える. TA は意思決定者が離散

時間待ち行列システムに入り, そこのサーバーで処理を受けることで終了する. 待ち行列システ

ムは, 1 単位時閲ごとに客が確率 $p$ で到着し, 確率 $q(>p)$ で退去するものを考える (各時点で

は, 退去が到着直前に生じるものとする). TB 処理には $b$ 単位時間かかり, 意思決定者が待ち

行列内で並んでいるかサービスを受けている間は TB の処理は中断される, しかし, 待ち行列か

ら出てきたなら中断したところがら作業を再開できるものとする. TA, TB の作業を行うために

$b+l$. 時間が与えられ, $b+l$ 時問内に作業が終了した場合コストは 0 であるが, $b+l$ 時聞を超え

て作業が終了した場合コストを支払わなければならない. もし, $X(>b+l)$ 時間で作業が終了し

た場合, コストは $d+c’(X-b$ - のとなる. ここで, $d1\mathrm{h}$制限を越えたことに対するコスト, $c’$,

は制限時間を 1 単位時間越えるごとにかかるコストである,
意思決定者は, 各時点ごとに, 待ち行列に入るか, TB を続けるかを決定し, 待ち行列に入っ

たならば, TA の処理が終わるまで待ち行列にいなければならず, TA の処理終了後に TB を中

断したところがら再開する.
各時点でのアクションとして, アクション A を 「 $\mathrm{T}\mathrm{A}$ のために待ち行列に並ぶ」, アクション

$\mathrm{B}$ を「 $\mathrm{T}\mathrm{B}$ を 1 単位時聞処理する」 として, 待ち行列システムの人数 $i$. と $\mathrm{T}\mathrm{B}$ に費やした時聞 $m$

の組を状態として最適アクションを考える.
最適性方程式のために, 以下の関数を定義する.

1. $A(i, m)$ を状態 $(i, m)$ でアクション A をとったとき以降の総期待コスト,

2. $B(i, n\tau)$ を状態 $(i, m)$ でアクション $\mathrm{B}$ をとり, 以後最適に行動したときの総期待コスト,

3. $\mathrm{t}^{\mathcal{F}}(i, m)$ を状態 $(i, n\tau)$ での最適コスト,
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とする.
待ち行列システムはサーバーがひとつのために, アクション $\mathrm{B}$ をとった時に状態 $(i, m)(i>0)$

からは $(i-1, m+1),$ $(i, m+1),$ $(i+1, \cdot m$. $+1)$ のいずれかに推移する. よって以下の最適性方程

式を得る,

$\Lambda(i, n\iota)$ $=$ $\sum_{k=0}^{i}(\begin{array}{l}lk\end{array})q^{k}.(1-q)^{l-k}\{c’(i+1-k.)/q+cl.\}$ (1)

$B(i, m)$ $=$ $q(1-p)V(i-1, \cdot m+1)+(qp+(1-q)(1-p))V(i, n\mathrm{z}+1)$

$+(1-q)pV(i+1, m+1)(i>01,$ $(2)$
$V(i, n?,)$ $=$ $\min\{A(\dot{\iota,}, \cdot m)_{r}B(i,, m)\}$ $(m<b)$ , $V(i, b)=A(i, b)$ (3)

$\Lambda(\dot{7,}, m)$ は以 $\mathrm{F}$のように導出できる.

1. 状態 $(i, n\iota)$ でアクション A をとると, 意思決定者は $(i+1)$ 番目の客として行列に並ぶ.

2. 1 単位時間で $\mathrm{A}$
, 人の客が処理されたとする, $k$. の分布はパラメータ $q$ の二項分布となる.

3. もし $k\geq i+1$ なら 1 時問内で TA が処理されたということになりコストはかからないが,
$\mathrm{A}\cdot\leq i$ ならば $c’,(i+1-k)/q+d$ の期待コストがかかる.

簡単のために $c\equiv c’./q$ とすると

$\Lambda(i, m)=.\sum_{k=0}^{i}(\begin{array}{l}l\mathrm{A}\cdot\end{array})q^{k}(1-q)^{l-k}\{c,(i+1-k.)+d\}$ (4)

となる. $A(i, n\iota)$ は $m$ の値に依存しないことに注意する.

3 最適政策の構造

最適性方程式から最適政策の構造を分析する.

$m=b$ の場合

$\prime \mathrm{r};$; が終了しているので, アクション A のみ選択可能である, よって $V(i, b)=\Lambda(i, b)$ .

$?\eta=b-1$ の場合

アクション $\mathrm{B}$ を選択した場合, 1 期間後に $\mathrm{T}\mathrm{B}$ が終了するので, 次はアクション A をとるこ
とになる. そのため, 関数 $C(i, m)$ を以 Fのように定義する.

$C(i, m)=q(1-p)A(i-1, m+1)+\{qp+(1-q)(1-p)\}A(i, m+1)+(1-q)pA(?’.+1, m+1)$ . $(5)$

$C(i, m)$ はアクション $\mathrm{B}$ をとった次の決定時点でアクション A をとるとしたときのコストとなる.
定義より $B\langle i,$ $n\tau$ ) $\leq C(i, m)$ ( $m$

. く $b-1$ ) と $B(i, b-1)=C(i, b-1)$ が成り立つ.
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状態 $(i, b-1)$ において, $i$ の増加に対して最適アクションがどのように変化するかをまず調べ
る. まず (4) より,

44 $(i+1. \cdot m)$ $=$ $\Lambda(i, m)+\sum_{k=0}^{i.+1}(\begin{array}{l}l\mathrm{A}\end{array})q^{k}(1-q)^{1-k}c,$ $+(\begin{array}{l}li+\mathrm{l}\end{array})q^{i+1}(1-q)^{l-i-1}d$ (6)

$\Lambda(i-1, m)$ $=$
$.\prime \mathrm{t}’$ ( $i,$ no)–

$.$

$\sum_{k=0}^{i}(\begin{array}{l}tk\end{array})q^{k}(1-q\}^{\mathfrak{l}-k}c+(\begin{array}{l}li\end{array})q^{i}(1-q)^{l-i}d$ (7)

が成立し, これを $C(i, b-1)$ の式に代人すると

$C(i,$ $b-1_{J}^{\mathrm{t}}$ $=$ $\mathit{4}\mathrm{t}(i, b)-q(1-p)\{.\sum_{k=0}^{j}(\begin{array}{l}lk\end{array})q^{k}(1-q)^{l-k}c.+(\begin{array}{l}li\end{array})q^{i}(1-q)^{l-i}d\}$

$+(1-q)p \{\sum_{k=0}^{i+1}(\begin{array}{l}lk\end{array})q^{k}(1-q)^{l-k}c+(\begin{array}{l}li+1\end{array})q^{+1}.(1-q\rangle^{l-\mathrm{e}-1}d\}$

$=$ $A(i, b)+(p-q) \sum_{k=0}^{j}(\begin{array}{l}\mathit{1}k\end{array})q^{k}(1-q)^{l-k_{\mathrm{C}}}$

$+p(\begin{array}{l}li+\mathrm{l}\end{array})q^{i+1}(1-q)^{l-\mathrm{a}}(c, +d)-(1-p)(_{i}^{l})q^{i+1}(1-q)^{l-t}d$.

ここで, 次の関数を定義する.

$S(i) \equiv(p-q).\sum_{k=0}^{1}(\begin{array}{l}lk*\end{array})q^{k}(1-q)^{\mathfrak{l}-k}c+p(\begin{array}{l}li+\mathrm{l}\end{array})q^{i+1}\{1-q)^{l-i}(c+d)-(1-p)(\begin{array}{l}fi\end{array})q^{i+1}(1-q\rangle^{l-i}d$. $(8)$

$./|(i, b)=.4(i, b-1)$ であるから, $B(i, b-1)=C(i_{1}b-1)=\Lambda(i, b-1)+S(i)$ となる. よって

$t?(\iota., b-\rceil)\geq\Lambda(i, b-1)$ である必要十分条件は $S(i)\geq 0$ である.

ここで S(のに関する次の補題を証明する.

補題 1 $5^{\mathrm{Y}}(i)\leq 0$ が $i+1 \geq\frac{p(c+d)(l+])}{pc+d}$ に対し \check c\Re xする. 口

証明.
(8) から

$S(i)=(p-q) \sum_{k=0}^{i}(\begin{array}{l}lk^{|}\end{array})q^{k}(1-q\rangle^{l-k}c,$ $+ \frac{q^{i+1}(1-q)^{l-i}l!}{(i+1)!(l-i)!}[p(c, +d)(l+1)-(pc+d)(i+1)].$ (9)

である. 仮定 $p<q$ から第 項は負となる. よって $S(i$ } $\leq 0$ が $i+1 \geq\frac{p(c+d)(f+1)}{pc+d}$
.

に対し

て成立する. 口

次に $i+1<p(c+d,)(l+1)/(pc+d)$ での $S(i)$ の性質をしらべるため}こ, $I\mathrm{J}(i.)\equiv S(i+1)-S(i)$

と定義する.

$D$ (の $=$ $c(p-q) \frac{q^{i+1}(1-q)^{l-i-1}l!}{(i+1)!(l-i-1)!}+\frac{q^{l+2}(1-q)^{l-i-1}l!}{(i+2)!(l-i-1)!}\{p(c, +d)(l+1)-(pc+d)(i+2)\}$

$- \frac{q^{i+1}(1-q)^{l-i}l!}{(i+1)!(l-i)!}$ {$p(c+d)(l$ 十 $1)-(pc+d)(i+1)$ }
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$=$ $. \frac{q’(+31-q)^{l-i-}l!}{(i+2)!(l-i)}.!\cdot[c.(p-q)(i+2)(l-i)+q(l$. $-i)\{p(c+d)(l+1)-(pc.+d)(?l.+2\rangle\}$

$-(i, +2)(1-q)\{p(c+d)(l+1)-(pc+d_{l})(i+1)\}]$ . (10)

D(のの符号は以下の式により決定される.

$cl.p-q)(i,+\cdot 2)(l$ -の十 q(l一の{p(C十 d)(l十$1)-(pc,+d)(i+2)$} $-(i,+2)$ (l-q){p(c十 d) $(l.+1)-(pc_{J}+d)(i+1)$ }.

離散変数 $i$, を連続変数 $x$ に置き換えた関数を

f(xゆ $=$ $\mathrm{r},(p-q)(x+2)(l-x)$ 十 $q(l-x)$ {$p(c$ 十 $d)(l$. $+1)-(pc$ 十 $cl)(x+2)$ }
$-(x+2)(1-q)$ { $p(c$ 十 $d)(l+1)-(pc_{d}+d)(x+1)$ } (11)

で定義すると $f(x)$ は $x$. に関する二次関数で $x^{2}$ の係数は $cq+d>0$ である. また $f(x)\leq 0$ が

$x+1=p(c+d,)$ ( $l$ 十 $1$ ) $/(pc, +d)$ に対して成立するので, $f(x)$ の符号は $1\leq x^{1}\leq p(c.\cdot+d)(l+$

$1)/(pc+d)-1$ において変化の回数は多くても .度である.

以上のことから, 次の補題を得る.

補題 2 もし $S(1)\geq 0$ であれば, $S(i)$ は $i$ が増加するとともに負に変化し, いったん $S(i,)$ が負
になった後は $i$ の増加により再び正になることはない. $\square$

証明.

1, もし $f(1)>0$ かつ $S(1)>0$ ならば $S(i)$ は $i$ が 1 から増加するとき, 最初は増加する
が, $i$ がさらに増加すると, $f(i)$ は $i$ が $p(c+d)(l. +1)/(pc+d,)-1$ より大きくなる前に
負になる. よって S(のは $i+1\leq p$ ( $c$ 十 $d$ ) $(l+1)/(pc$. $+d\rangle$ において単調に減少しはじめ
$i_{l}+1>p_{\backslash }^{(}c+d\rangle(l+1)/$($pc$ 十 $d$ ) においては負になる,

2. もし $f\langle 1$ ) $\leq 0$ かつ $S(1)>0$ ならば $S(i)$ は $i,$ $+1\leq p(c+d)(t+1)/(pc+d.)$ において単調
に減少し, $\dot{\mathit{7},}+1>p(c+d)(l$. $+1)/\{pc.+d$) においては負になる.

いずれの場合でも $S(i)$ の符号変化は 1 回である. 口

$S(1)>0$ は $(1, b-1)$ での最適アクションはアクション Aであることを意味する . よって補題
1 と補題 2 より以下の定理を得る.

定理 1 もし $(1, b-1)$ における最適アクションがアクション $A$ ならば, $(i, b-1)$ に対する最適
アクションはアクション $A$ からアクション $B$ に $i$ の増加にともない一度だけ変化する. またその
変化は $i\leq p(c+d)$ ( $l$ 十 $1$ ) $/$ ($pc$ 十 $d$) $-1$ で生じる 口

$rn<b-1$ の場合

状態 $(i, b-1)$ に対する最適アクションの変化は $i$. の増加にともない–度であることを示した.
次に $(i, n\overline{\iota})(n\mathrm{z}<b-1)$ においても同様の性質があることを帰納的に示す.
まず $B(i, n\})$ と $V(i, n\mathrm{z})$ が $n7$ に関して増加するとこを示す.

補題 3 $B$色 $m$ ) と $V(i, m)$ に対して, $B(i, n?, -1)\leq B(i, m)$ と $V(i, m-1)\leq V(i, m)$ が成立
する, 口



221

証明. 定義より $V(i, b)=.\gamma[(i, b),$ $V(i,, b-1)\leq \mathrm{A}(i, b-1)$ . また $A\{i,$ $n\mathrm{z}$ ) $=A(i, n\tau-\rceil)$ が (4) よ
り成り立つ. よって

$V(i, b-1)\leq A(i, b-1)=A(i, b)=V(i, b)$ . (12)

$1^{\dot{f}}.(i, nx-1)\leq V(i$ ,切ならば $H(i., m-2)\leq B(i, 7l\mathit{1}, -1)$ かつ $V(i, n?$. $-2)\leq V(i, nl-1)$ を示す

ことは簡単である. よって帰納法により, 補題 3 が成り立つ. 口

補題 3 により, $B(i, m)\leq A(i, m)$ ならば $B(\dot{r_{l}}, k)\leq A(i,$ ,紛が $j_{\iota}^{\eta}\leq m$ に対して成り立つ. よっ

て, TB を処理した時間が増加すると, 最適アクションはアクション $\mathrm{B}$からアクション Aに変化
する場合しかないことがわかる.

固定した $m$ に対し, アクション Aが最適である最大の $i$. を $I_{m}=1\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}\{i|A(i, m)\leq B(.i, m)\}$ で

定義すると以下の補題が成り立つ.

補題 4 もし $A(i, n1,)\leq B(i, n\})$ が $0\leq i\leq I_{m}$, に対して成立するならば, $A(i, m-1)\leq B(i, m-1)$

が $0\leq.i\leq I_{m}.-1$ において成立する. $\square$

証明.
状態 $(i, 7\}\dot{\iota})(0\leq i\leq I_{r\iota}.,)$ ではアクション A が最適であるから, 状態色 $n\mathrm{z}-1$ ) $(0\leq i\leq I_{m}.-1)$

では 1 期間では待ち行列人数が増えても 1 しか増加しないことから $B(i, m, -1)=C(i, m-1)$ で

ある, 定義により $C(i, m-1)=C(i, m)$ かつ $C(i, n))\geq B(i, m)$ が成立するので $A(i, n\mathrm{z}-1)=$

$\mathit{1}\mathrm{t}\mathit{4}(i, n\tau,)\leq C(i, n\tau)=C(i, nx-1)=B(i, m-1)$ が $0\leq i\leq I_{\dot{f}\uparrow 1}-1$ に対して成立する. 口

これらの補題から以下の定理を導出できる,

定理 2 もし $(1, n\mathrm{z}-1)$ においてアクション $A$ が最適アクションならば,

1. $0\leq i$. $\leq I_{m}$, となるすべての $i$ に対してアクション $A$ が最適であり, $I_{m}\leq p$ ( $c$ 十 $cl$ ) $(l+$

$1)/(pc.+cl)-1$ である.

2. $I_{m}$ は $n\mathrm{z}$ に関して増加するが, 増加する場合も 1 しか増加しない, すなわち

$I_{m-1}\leq\Gamma_{m}\leq\Gamma_{m-1}+1$ .

が成立する.

4 数値例

数値例として, 到着確率 $p=0.4$ , 退去確率 $q=0.5$ , 期目遅れコスト $d=10$ , 期日から遅れた

単位時間あたりのコスト $c’=2$ , TB に必要な時聞 $b=\mathrm{R}-$ , TB 以外に使える時聞 $l=8$ とした場

合の最適政策について示す. なお, 数値計算上, 待ち行列の容量は 14 としたが, 有限容量の揚

合でも同様の証明が成立するため最適政策の構造は無限容量の場合と同様の性質がある. ただし,

意思決定者は容量いっぱいの場合でも, 待ち行列の最後尾につけるものとしている.
横軸が待ち行列人数が $i$ ときを示し, 縦軸が TB に費やした時間 $nx$ を示す, A はアクション

港が最適であることを示し, $\mathrm{B}$はアクション $\mathrm{B}$が最適であることを示す. A と $\mathrm{B}$ の境界が $i$ の増

\tilde .により一度だけ変化することと, $m$ の増大にともない, 境界が 1 増えるか, 増えないかのどち

I)かであることがわかる (ただし $m=b$ のところは全て A である).
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表 1: 最適政策の数値計算例
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