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\S 1. 局所コホモロジー加群の定義

定養 1( $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}$ の直極限による定義). 上記のように $R,$ $I,$ $M$ そして $j$ を取る. このとき局
所コホモロジー加群は次のように定義される:

$H_{I}^{j}(M)= \lim_{narrow\infty}\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{R}^{j}(R/I^{\mathrm{n}}, M)$ .

定義 2 (Koszul コホモロジー幽群の直極限による定義). 上記のように $R,$ $I,$ $M$ そして
$j$ を取る. $I=(x_{1}, \ldots, x_{\iota})$ をイデアル $I$ の生成系による表現とする. $H^{j}(x_{1}, \ldots, x_{l}, M)$

を $R$ の Koszul 憎体の双対のコホモロジー加群とする. このとき局所コホモロジー加群は
次のように定義される:

$H_{I}^{j}(M)= \lim_{narrow\infty}H^{j}(x_{1}^{n}, \ldots, x_{l}^{n}, M)$ .

定義 3(\v{C}ech コホモロジー加群による定義). 上記のように $R,$ $I,$ $M$ そして $j$ を取る.
$I=(x_{1}, \ldots, x\downarrow)$ をイデアル $I$ の生成系による表現とする. \v{C}ech 複体を

$C^{\cdot}$ : $0arrow Marrow\oplus_{\dot{\iota}=1}^{l}M_{x}:arrow\oplus_{i<j}M_{x_{1}x_{j}}arrow\oplus_{i<j<k}M_{x_{j}x_{j}x_{h}}arrow\cdots$

とし, $i$ 番目のコホモロジー気上を $H^{j}(C)$ で表す. このとき局所コホモロジー加群は次
のように定義される:

$H_{I}^{j}(M)=H^{j}(C^{\cdot})$ .
これら 3つの定義による局所コホモロジー加群はすべて–致する (cf. $[\mathrm{B}\mathrm{S}|$ ).

\S 2. 正則環でのいくつかの話題

局所コホモロジー加群自体は–般に有限生成ではない ([F1], [F2] などを参照). 次の結
果により, 局所コホモロジー加群は (有限生成ではないにも関わらず) 美しい性質を持つ
事が分かる.

以下, 正則環における結果である.

定理 (Huneke-Sharp, Lyubeznik). $R$ が体を含む正則局所環で $I$ を $R$ のイデアルとし,
$\mathrm{m}$ を極大イデアルとする. このとき, すべての $i,$ $j$ に対して, 次が成り立つ.

(i) $H_{\mathrm{m}}^{j}(H_{I}^{1}(R))$ が移入的である.
(ii) $H_{I}^{i}(R)$ の移入的次元は $H_{I}^{i}(R)$ の台の次元を越えない.
(iii) $H_{I}^{i}(R)$ の付随素イデアルの集合は有限である.
(iv) $H_{I}^{i}(R)$ のすべての B#s 数は有限である.

数理解析研究所講究録
1478巻 2006年 1-4 1



正順数の場合 Huneke-Sharp がフロベニウス写像を巧みに使って証明した. 標数 $0$ の場
合 Lyubeznik が代数的 $D$-加群の理論を使って証明した. 可換代数学への代数的 D-宗群
の初めての応用であった.

定理 (Lyubeznik, Zhou). $R$ が不分岐正則局所環で $I$ を $R$ のイデアルとし, $\mathrm{m}$ を極大
イデアルとする. このとき, すべての $\dot{j},j$ に対して, 次が成り立つ.

(i) $H_{\mathrm{m}}^{j}(H_{I}^{8}(R))$ は移入的次元が 1をこえない.
(ii) $H_{I}^{i}(R)$ の移入的次元は $H_{I}^{i}(R)$ の台の次元 +1をこえない.
(iii) $H_{I}^{i}(R)$ の付随素イデアルの集合は有限である.
(iv) $H_{I}^{i}(R)$ のすべての Bass 数は有限である.
この場合については Lyubeznik が代数的 $D$-加群の理論の analogy を構成することに

よって成功した.

局所コホモロジー加群は $D$-加群の構造を持つが, 興味深いことに, Hasse-Schmidt の高
階導分の概念が, Zho鱈こより局所コホモロジー加群の構造を知るために応用されている
(cf. [Z]).

では, 正則環以外の環ではどうであろうか. 一般には, 付随素イデアルの集合が有限で
あるかどうかは否定的である. 次の例により, 第 2局所コホモロジー加群でさえも付随素
イデアルの集合が有限でないことが分かる.

例 2 (M. Katzman [Ka, Theorem 1.2]). $k$ を任意の体とする. $R0=k[x, y, s, t],$ $S=$

馬 $[u, v]$ とする. 更に, $f=sx^{2}v^{2}-(t+s)xyuv+ty^{2}u^{2}$ とし $R=S/fS$ と置く. $R_{+}$ を $u$

と $v$ の像によって生成される $R$ のイデアルとすると, 局所コホモロジー加群

$H_{R}^{2}(+R)$

の付随素イデアルの集合は有限集合ではない.

\S 3. 主結果

定理 1. $\phi$ : $(R, \mathfrak{m}, k)arrow(R’, \mathrm{m}’, k)$ をネーター局所下間の平坦な環準同型写像とし, 加
里として有限であるとする. $I’$ を $R’$ のイデアルとする. $i$ を非負の整数とする. さらに,
$I’=IR’$ であると仮定する. ただし $I$ は $I’$ の $R$ への引き戻しである. このとき, 次が成
り立つ :
(iii) もし, $H_{I}^{i}(R)$ の付随素イデアルの集合が有限であるならば, $H_{I}^{l},(R’)$ の付随素イデア

ルの集合も有限である,
(iv) もし $H_{I}^{i}(R)$ のすべての Bass 数は有限であるならば, $H_{I}^{i},(R’)$ のすべての Bass 数は

有限である.

系 1. $(A, \mathfrak{m})$ を此 $k$ を含むコーエンーマコーレー局所環とし, $x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots,$ $x_{n}$ を $A$ の巴系
とする. $I$ を $x_{2},$ $\ldots,$ $x_{n}$ に関する $k$ 上の多項式によって生成されるイデアルとする. さら
に, $A/\mathfrak{m}$ が $k$ 上分離的であると仮定する. このとき, すべての $i$ に対して次が成り立つ.

(iii) $H_{I}^{i}(A)$ の付随素イデアルの集合は有限である.
(iv) $H_{I}^{i}(A)$ のすべての Bass 数は有限である.
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系 2. $A$ を体を含まないコーエンーマコーレー完備局所環とし, $x_{1}(=\pi),$ $x_{2},$ $\ldots,$ $x_{n}$ を $A$

の巴系とする. 但し, $\pi$ を $R$ の係数環 $W$ の正則心血とする. $I$ を $x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots,$ $x_{n}$ に関する
$W$ 係数の多項式によって生成されるイデアルとする. このとき, すべての $i$ に対して, 次
が成り立つ.

(iii) $H_{I}^{i}(A)$ の付随素イデアルの集合は有限である.
(iv) $H_{I}^{i}(A)$ のすべての Bass 数は有限である.

正則環は大域次元が有限であるから, 分岐正則局所環の場合については, つぎのことが言
える.

定理 2. $(A, \mathrm{m})$ を分岐正則局所環, $A$ の次元を $d$ , そして $x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots,$ $xa$ を $A$ の同系と
する. 但し $x_{1}=p$ を, 剰余体 $A/\mathfrak{m}$ の標語とする. 今, $I$ を $\mathbb{Z}$ 上の $x_{1},$ $\ldots,$ $x_{d}$ についての
多項式で生成される $A$ のイデアルとする. このとき, 非負の整数 $i,j\geq 0$ に対して次が成
り立つ:

(i) $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{j}.\dim H_{\mathrm{m}}^{j}(H_{I}^{i}(A))\leq 1$ ;
(ii) $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{j}.\dim H_{I}^{1}(A)\leq\dim H_{I}^{1}(A)+1$ ;
(iii) $H_{I}^{i}(A)$ の付随素イデアルの集合は有限である;
(iv) $H_{I}^{i}(A)$ のすべての Bass 数は有限である.

この証明には, 次の補題が必要である. specialist には周知されている命題かもしれない.
補題. $(A, \mathfrak{p})$ をネーター局所環とし, その極大イデアルを $\mathfrak{p}$ とする. $M$ を AA-加群で

V(り) に台を持つとし, $l$ を非負整数とする. 今 $M$ を移入次元が有限な A-旗群とするとき
次が成り立つ.

(i) もし長さ有限である A-主群 $N$ が存在して, すべての $n\geq 1$ に対して $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}^{n}(N, M)=0$

であるならば, $M$ は移入 $A$-加群である;
(ii) もし長さ有限である A-加群 $N$ が存在して, すべての $n\geq l+1$ に対して $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}^{n}(N, M)=$

$0$ であるならば, $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{j}.\dim_{A}M\leq l$ である.

分岐正則局所環の場合においては, 次の予想が未解決である.

予想 (cf. [Ha]). $R$ を分岐正則局所環とし, $I$ を $R$ の任意のイデアルとする. このとき,
すべての $j\geq 0$ に対して局所コホモロジー加群 $H_{I}^{j}(R)$ の Bass 数は有限である.
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