
消散項を持つ作用素のスペクトルに関する考察

(SCHR\"ODINGER 方程式と波動方程式)

学習院大学理学部 渡辺 -雄 (KAZUO WATANABE)
DEPARTMENT OF MATHEMATICS, GAKUSHUIN UNIVERSITY

\S 1. INTRODUCTION

この研究は, 門脇光輝氏 (愛媛大学), 中澤秀夫氏 (千葉工業大学) との共同研究であ
る. 先ず, 以前に得られた結果 $[2,3]$ を記し, さらに \S 2における結果を考慮し波動方
程式において rank 1の消散項を持つ波動方程式においてどの点が問題になるかを\S 6
の中で明らかにしていくが, 先に述べておくなら, 実軸上の spectral singularity の次
数が問題となる. 現在最も問題となっている点は, \S 6の中に現れていること注意して
おく. [4]
消散項を持つ 3つの方程式を考える:

(1.1) $\{$

$i\partial_{t}u(x, t)=-_{\partial^{\mathrm{v}_{x}}}\partial^{2}u(x, t)+\alpha\langle\delta(\cdot),u(\cdot, t)\rangle\delta(x)$ ,
$u(x, 0)=f(x)$ ,

$\alpha\in \mathbb{C},$ $({\rm Im}\alpha\leq 0)$ (右辺の詳しい定義は \S 2),

(1.2) $\{$

$w_{tt}(x, t)-\Delta w(x, t)+b(x)w_{t}(x,t\rangle=0,$ $(t, x)\in(\mathrm{O}, \infty)\cross \mathbb{R}^{N}$ ,
$w(x, 0)=w_{0}(x)$ , $w_{t}(x, 0)=w_{1}(x)$ ,

ここで $N\geq 1,$ $b(\cdot)\in C^{1}(\mathbb{R}^{N}\backslash \{0\})$ は非負関数,

(1.3) $\{$

$w_{tt}(x, t)-\Delta w(x, t)=0$ , $(x, t)\in \mathbb{R}^{3}\cross \mathbb{R}_{+}$ ,
$i\sqrt{\sigma}w(\mathrm{O}, t)-w_{r}(0, t)=0$ , $t\in \mathrm{R}_{+}$ ,

初期値を
$w(\mathrm{O}, x)=w_{0}(x)$ , $w_{t}(0, x)=w_{1}(x)$ , $x\in \mathbb{R}^{3}$ ,

とする, ここで $\sigma\in \mathbb{C}$ .
一般に, Hilbert 空間 $X$ 内の作用素 $A$ が消散型であるとはここでは次を満たすこ

ととする:
${\rm Im}\langle Au, u\rangle\leq 0$ , $u\in D(A)$ ,

ここでぐ, $\rangle$ は内積, $D(A)$ は作用素 $A$ の定義域である.1
(1.1), (1.2) は作用素を使ってそれぞれ次のように表すことができる:

$H_{\alpha}=H_{0}+\alpha\langle\cdot, \delta\rangle\delta$

として $({\rm Im}\alpha\leq 0)$ ,

(1.1’) $iu_{t}(t)=H_{\alpha}u(t)$ , $u(\mathrm{O})=f$ ,

1定義の仕方が異なることがある cf. $[4,6|$
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( $\alpha=0$ とすると自己共役),

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=i$ , $\vec{w}(t)=$

として,

(1.2’) $i\vec{w}_{t}(t)=H_{b}\vec{w}(t)$ , $\vec{w}(0)=(_{w_{1()}}^{w_{0}()}:)$

($b=0$ とすると自己共役). 共に消散作用素になっていることが分かる (定義域等は
\S 2, \S 3を参照).

ここでの自標は, “解の $tarrow+\infty$ 挙動”, 上の方程式を作用素で書き表したときの
“スペクトルの構造”, また, その両者の関係を調べることにある. $-$ -般に, 消散作用素
$A$ に対して次の発展方程式

$i\partial_{t}u(t)=Au(t)$ , $u(\mathrm{O})=f$

の解 $u(t)$ は

$u(t)=e^{-itA}f$

で与えられる. 消散作用素 $A$ の固有値 $\lambda$ が–つだけで ${\rm Im}\lambda<0$ となるとする 2 $f$

が固有値 $\lambda$ の固有ベクトルならば

$u(t)=e^{-itA}f=e^{-it\lambda}farrow 0$ $(tarrow+\infty)$

となることが容易にわかる. しかし,

$u(t)arrow 0$ $(tarrow+\infty)$

から初期値 $f$ が固有ベクトルであるとは–般には言えない. (1.1) は逆も実際に成り
立つ例となっていることをこれから示していく.

また, (1.2) に関しては, 下半平面すべてが点スペク トルである場合, あるいは, ス
ペクトルの位置に関してひとつの評価を与える.

(1.3) はポテンシャルとしては消散項をもたず, 境界条件のみがある場合にも消散
状態があることを示す–つの例となっている.

以下, \S 2で (11) に関する結果, \S 3で (1.2) および (1.3) に関する結果を記し, 証
明の概略をそれぞれ \S 4, \S 5で記すことにする.

\S 2. RESULTS FOR (1.1)

(cf.[2]) 結果を述べるために先ず必要な記号等を準備する. $A$ を Hilbert 空間 $X$

2スペクトルは全て複素下半平面にある. また実数が連続スペクトルとなっている
ことを想回している.
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の作用素として

$\sigma_{p}(A)=\{z\in\sigma(A)|$ there exists $f\neq 0$ such that $Af=zf\}$

: the set of point spectrum of $A$ .

$\sigma_{r}(A)=\{z\in\sigma(A)|z\not\in\sigma_{p}(A)$ , the range space of $(A-z)$ is not dense in $X\}$

: the set of residual spectrum of $A$ .
$\sigma_{c}(A)=\{z\in\sigma(A)\backslash (\sigma_{p}(A)\cup\sigma_{\mathrm{r}}(A))\}$ : the set of continuous spectrum of $A$ .
$\sigma_{ess}.(A)=\{z\in\sigma(A)\backslash \sigma_{d}(A)\}$ : the set of essential spectrum of $A$ ,

where $\sigma_{d}(A)=\{z\in\sigma(A)|z$ is an isolated eigenvalue with finite $\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}\}$

(the set of discrete spectrum).

$\mathcal{H}=L^{2}(\mathbb{R})$ , $H_{\alpha}=-d^{2}/dx^{2}+\alpha\langle\cdot, \delta\rangle\delta(x)$

とする. ここで $\langle\cdot, \cdot\rangle$ は $H^{1}(\mathbb{R})$ と $H^{-1}(\mathbb{R})$ の coupling を意味する.3また, H。の定
義域は次のようになる $(\mathrm{c}\mathrm{f}.[1])$ :

$D(H_{\alpha})=\{U\in H^{1}(\mathbb{R});U’(\mathrm{O}+)-U’(\mathrm{O}-)=\alpha U(0), \chi_{(0,\infty)}U’’+\chi_{(-\infty,0)}U’’\in \mathcal{H}\}$,

ここで $\chi_{I}$ は $I$ 上の特性関数である.

Theorem 2.1 (Spectral structure of $H_{\alpha}$ ). $\alpha=\alpha_{1}+i\alpha_{2}$ とし, $\alpha_{1}\leqq 0,$ $\alpha_{2}\leqq 0$

とする. このとき H。のスペクトルは次で与えられる :

$\sigma(H_{\alpha})=\{$

$[0,$ $\infty\rangle\cup\{-\frac{\alpha^{2}}{4}\}$ $(\alpha_{1}<0)$ ,
$[0, \infty)$ $(\alpha_{1}=0)$ .

$\sigma(H_{\alpha})$ の完全な分類は,
$\sigma_{\mathrm{e}s\mathit{8}}(H_{\alpha})=\sigma_{c}(H_{\alpha})=[0, \infty)$, $\sigma_{r}(H_{\alpha})=\emptyset$ ,

$\sigma_{p}(H_{\alpha})=\{$

$\sigma_{d}(H_{\alpha})=\{-\frac{\alpha^{2}}{4}\}$ $(\alpha_{1}<0)$ ,
$\emptyset$ $(\alpha_{1}=0)$ .

さらに, $- \frac{\alpha^{2}}{4}$ $(\alpha_{1}\neq 0)$ に対応する射影 $P_{-\alpha^{2}/4}$ は, 次のように与えられる :

(P) $P_{-\alpha^{2}/4}f=-\alpha/2\langle f, e^{(\overline{\alpha}|\cdot|)/2}\rangle e^{(\alpha|x|)/2}$ .
次の定理を述べるために以下のことにする:

$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}P_{-\frac{\alpha^{2}}{4}}+\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}P_{-\frac{\alpha^{2}}{4}}=\mathcal{H}$ , KerP-」直口 $\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}P_{-\frac{\alpha^{2}}{4}}=\{0\}$ .
これにより, 次のように $f\in \mathcal{H}$ は–意に分解される:

(2.1) $f=f_{s}+f_{d}\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}P_{-\frac{\alpha^{2}}{4}}+\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}P_{-\mathrm{g}_{4}^{\underline{2}}}$ .

解の $tarrow+\infty$ での挙動を考察するために $\mathcal{H}$ から $\mathcal{H}$ への波動作用素を次のように定
義する:

$W( \alpha)=\mathrm{s}-\lim_{tarrow+\infty}e^{itH_{\mathrm{O}}}e^{-itH_{\alpha}}$

$3\langle\cdot, \cdot\rangle$ は $\mathcal{H}$ の内積の意味でも使うことにする
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Theorem 2.2.
(i) $\alpha_{1}<0,$ $\alpha_{2}<0$ とする. このとき

$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}W(\alpha)=\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}P_{-\frac{\alpha^{2}}{4}}$ .

(ii) $\alpha_{1}=0,$ $\alpha_{2}<0$ とする. このとき,

$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}W(i\alpha_{2})=\{0\}$ .
Corollary 2.3 (The classiflcation of asymptotics by the initial data).

(i) $\alpha$ は Theorem 1.S の (i) と同じとする. このとき $f\in \mathcal{H}$ の分解を (2.1) とす
ると, 次のようになる:

(S) $f_{\mathit{8}}\neq 0$ if and only if $\{$

$\lim_{tarrow\infty}||e^{-itH_{\alpha}}f-e^{-itH_{0}}W(\alpha)f||=0$ ,

$W(\alpha)f\neq 0$

and

(D) $f_{s}=0$ if and only if $\lim_{tarrow\infty}||e^{-itH_{\alpha}}f||=0$
$(e^{-itH_{\alpha}}f=e^{i\frac{\alpha^{2}}{4}t}f_{d})$ .

(ii) $\alpha$ は跣 eorem 1.3 (ii) と同じとする. このとき次が成り立つ :

$f\in \mathcal{H}$ and $f\neq 0$ if and only if $\{$

$\lim_{tarrow\infty}||e^{-itH:}\alpha_{2}f-e^{-itH_{\mathrm{O}}}W(i\alpha_{2})f||=0$ ,

$W(i\alpha_{2})f\neq 0$ .
この CoroUary は初期値がどのスペクトルに属するかによって, (1.1) の解の $tarrow$

$+\infty$ での $L^{2_{-}}$ノルム減衰または非減衰の情報を与えるものである. (i) では $tarrow+\infty$

で減衰する初期値 $f$ としては f\in KerP-或以外はない (ii) では全ての初期値 $f$ に
$-_{\overline{4}}$

対して (11) の解 $||u(\cdot, t)||$ は減衰しないことがわかる.

\S 3. RESULTS FOR (1.2) AND (1.3)

$(\mathrm{c}\mathrm{f}.[3])H^{m}=H^{m}(\mathbb{R}^{N}),\dot{H}^{m}=\dot{H}^{m}(\mathbb{R}^{N})(m\geq 0)$ and $L^{2}=H^{0}$ . もし,
$\{w_{0}, w_{1}\}\in\dot{H}^{1}\mathrm{x}L^{2}$ ならば, エネルギー等式を満たす:

$||w(t)||_{E}^{2}+ \int_{0}^{t}||b(\cdot)^{1/2}w_{t}(\tau)||_{L^{2}}^{2}d\tau=||w(0)||_{E}^{2}$

ここで,

$||w(t)||_{E}^{2}= \frac{1}{2}(||w_{t}(t)||_{L^{2}}^{2}+||\nabla w(t)||_{L^{2}}^{2})$

は時刻 $t(\geq 0)$ での全エネルギーである.

Theorem 3.1. $b(x)=b_{0}(x)$ を次の関数とする:

(3.1) $b_{0}(x)=\{$
$(3-N)|x|^{-1}$ $(N=1,2)$ ,
$(N-1)|x|^{-1}$ $(N\geq 3)$ ,

このとき

$w_{0}(x)\equiv\{$

$|x|f(|x|),$ $(N=1)$
, $w_{1}(x)=\partial_{|x|}.\{w_{0}(|x|)\}$ ,

$f(|x|)$ , $(N\geq 2)$
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where $f(|x|)=e^{\beta|x|}g(|x|),$ $\beta<0$ and $g\in S’$ , となる初期値をとったとき (1.2) の動
径方向のみに依存する解は

$w(t, x)=\{$
$|x|f(|x|+t)$ , $(N=. 1)$

$f(|x|+t)$ . $(N\geq 2)$

で与えられる. 故に $f\in B$ ならば, 全エネルギーは $t$ 無限大のとき指数減衰する.

Theorem 3.2. $b(x)=b_{0}(x)$ を (3.1) の中の関数とする.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=1$

とし, 定義域を
$D(H_{b})=\{v=(v_{1}, v_{2})\in E|H_{b}v\in E\}$ ,

ここで $E=\dot{H}^{1}(\mathbb{R}^{N})\cross L^{2}(\mathbb{R}^{N})$ はエネルギー空間である. $N\geq 3,$ $(3.1)$ を仮定する.
そのとき,

$\sigma_{\mathrm{p}}(H_{b})=\mathbb{C}_{-}$ , $\sigma_{r}(H_{b})=\emptyset$ ,
$\sigma_{c}(H_{b})=\mathbb{R}$ , $\rho(H_{b})=\mathbb{C}_{+}$ .

(スペクトルに関する記号は \S 2と同じ)

Theorem 3.3. $N\geq 3$ , ある $b_{1}\in(0, N-2)$ が存在して $|b(x)|\leq b_{1}|x|^{-1}$ in $\mathbb{R}^{N}$ を

仮定する. このときつぎの関係が成り立つ :

$\sigma_{\mathrm{p}}(H_{b})\subset\{\kappa=\alpha+i\beta\in \mathbb{C}|\beta^{2}\leq\frac{b_{1}^{2}}{(N-2)^{2}-b_{1}^{2}}\alpha^{2}\}$

TheOrem 3.4. (1.3) について

$w_{0}(x)=f(r)\equiv e^{i\sqrt{\sigma}r}$ , $w_{1}(x)=0$ ,

ここで $\sigma\in \mathbb{C},$ $Im\sigma<0,$ $Im\sqrt{\sigma}>0$ を仮定する. (1.3) の解は $w(t, x)=f(r+t)$ で
与えられ, $t$ 無限大のとき指数減衰する.

\S 4. OUTLINE OF THE PROOFS OF THEOREMS IN \S 2

証明は次の順になされる:
1. $H_{\alpha}$ は maximal dissipative operator になる.

2. $H_{\alpha}^{*}=H_{\overline{\alpha}}$ .
3. $(H_{\alpha}-z)^{-1}$ の具体的表示.
4. $H_{\alpha}$ の具体的な固有値, 固有関数を求める.
5. 波動作用素 $W(\alpha)$ の存在.
6. 一般化された Fourier 変換鑑 $=\mathcal{F}_{0}W(\alpha)$ による部分等長性.

以下, 上述 3,4,6について簡単に概略を補題および命題として記していく. $H_{\alpha},H_{0}$

のレゾルベントをそれぞれ次のように書く:

$R_{\alpha}(z)=(H_{\alpha}-z)^{-1}$ , $R_{0}(z)=(H_{0}-z)^{-1}$ .

3, 4について. レソルベント方程式により次の等式を得る.
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Lemma 4.1. (cf.[l]) $\varphi=\delta$ として, $\alpha=\alpha_{1}+i\alpha_{2},$ $\alpha_{1}\leqq 0$ かつ $\alpha_{2}\leqq 0$ とする. こ

のとき, 任意の $f\in \mathcal{H}$ に対して次が成り立つ:

$R_{\alpha}(z)f=$ 五 h $(z)f-\alpha\{1+\alpha\langle R_{0}(z)\varphi, \varphi\rangle\}^{-1}\langle R_{0}(z)f, \varphi\rangle$埼 $(z)\varphi$

ここで $z\in\rho(H_{0})\cap\{z\in \mathbb{C}|1+\alpha\langle R_{0}(z)\varphi, \varphi\rangle\neq 0\}$ .
さらに, $f\in \mathcal{H}$ に対して,

(4.1)

$(R_{\alpha}(z)f)(x)=(R_{0}(z)f)(x)+ \int_{\mathbb{R}^{1}}K(x, y;z)f(y)dy$ ,

where $K(x, y;z)=- \frac{\alpha}{2i\sqrt{z}(2i\sqrt{z}-\alpha)}e^{i\sqrt{z}(|x|+|y|)}\in L^{2}(\mathbb{R}_{x}^{1}\cross \mathbb{R}_{y}^{1})$

ここで ${\rm Im}\sqrt{z}>0$ ,

$z\in\rho(H_{\alpha})=\{$

$\mathbb{C}\backslash ([0, \infty)\cup\{-\alpha^{2}/4\})$ $(\alpha_{1}<0)$ ,
$\mathbb{C}\backslash [0, \infty)$ $(\alpha_{1}=0)$ ,

特に, $\alpha_{1}<0$ のときは, 固有関数は $e^{\alpha|x|/2}$ である. また, $\sigma_{ess}(H_{\alpha})=[0, \infty)$ .
これは $H_{\alpha}$ のスペクトルはレゾルベント $R_{\alpha}(z)$ の z に関する特異点であること

から, 点スペクトルー\alpha 2/4 $(\alpha_{1}<0)$ , Weyl の補題から essential spectrum(本質的ス
ペクトル) は $H_{0}$ のそれと同じであることが知られているからである.
ここまでで, Theorem 2.1の前半の主張が得られる また, (P) については,

$P_{-\alpha^{2}/4}f=- \frac{1}{2\pi i}\int_{C}R_{\alpha}(z)fdz$

ここで, $C$ は $-\alpha^{2}/4$ を含む曲線である.(Cf.[6]) これと (4.1) を用いて証明される.
6について. 波動作用素 $W(\alpha)$ の存在を認める.

Proposition 4.2 (Generalized Fourier transform for $H_{\alpha}$ ). $(cf.[5,6])\alpha=$
$\alpha_{1}+i\alpha_{2}(\alpha_{1}\leq 0, \alpha_{2}<0)$ とする.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\alpha}=\mathcal{F}_{0}W(\alpha)$ .
とおくと

(4.2) $( \mathcal{F}_{\alpha}f)(k)=\lim_{Rarrow+\infty}\int_{|x|<R}\overline{\psi_{\alpha}(x,k)}f(x)dx$ in $\mathcal{H}$

$f\in \mathcal{H}$ , ここで

$\overline{\psi_{\alpha}(x,k)}=(2\pi)^{-1/2}(e^{-ixk}+\frac{\alpha}{(2i|k|-\alpha)}e^{i|x||k|})$

である. さらに

(4.3) $(\mathcal{F}_{\alpha}H_{\alpha}f)(k)=|k|^{2}(F_{\alpha}f)(k)$ for $f\in \mathfrak{D}(H_{\alpha})$ .
この Proposition の証明は, 次の等式が成り立つことを使う:

$\langle W(\alpha)u, v\rangle=\lim_{\kappaarrow 0}\frac{\kappa}{\pi}\int_{-\infty}^{\infty}\langle R_{\alpha}(\lambda+i\kappa)u, R_{0}(\lambda+i\kappa)v\rangle d\lambda$

$u,$ $v\in \mathcal{H}$ .
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さらに, Lemma 4. 1を使って,

(4.4)

$(W( \alpha)u, v)=\lim_{\kappaarrow 0}\frac{1}{2\pi i}\int_{0}^{\infty}\langle(R_{0}(\lambda+i\kappa)-R_{0}(\lambda-i\kappa))u, v\rangle d\lambda$

$+ \lim_{\kappaarrow 0}\frac{\kappa}{\pi}\int_{0}^{\infty}\frac{\alpha}{2i\sqrt{\lambda+i\kappa}-\alpha}\int_{-\infty}^{\infty}e^{i\sqrt{\lambda+i\kappa}|y|}u(y)dy(\overline{R_{0}(\lambda+i\kappa)R_{0}(\lambda-i\kappa)v})(\mathrm{O})d\lambda$ .

右辺第–項は $\langle u, v\rangle$ に等しいことは知られている 第二項に対しては Poisson 積分
の性質を使って,

$(2 \pi)^{-1/2}\int_{-\infty}^{\infty}\frac{\alpha}{2i|k|-\alpha}\int_{-\infty}^{\infty}e^{i|k||y|}u(y)dy\overline{\mathcal{F}_{0}v(k)}dk$.

が示される. これを使って, 次のような部分等長性が得られる 4

Lemma 4.3. (Generalized Parseval の等式) $f,$ $g\in \mathcal{H}\cap L^{1}(\mathbb{R}^{1}),$ $\alpha\in\{\alpha=\alpha_{1}+$

$i\alpha_{2}$ ; $\alpha_{1}<0$} $\equiv D$ に対して,

(4.5) $\langle \mathcal{F}_{\alpha}f, F_{\overline{\alpha}}g\rangle=\langle f, g\rangle+\frac{\alpha}{2}\langle f, e^{(\overline{\alpha}|\cdot|)/2}\rangle\langle e^{(\alpha|\cdot|)/2}, g\rangle$ .
これは, $\alpha\in(-\infty, 0)$ のとき, 自己共役作用素の結果でよく知られているものであ

り, 後は $\alpha$ に関して解析関数の–致の定理を用いればよい.
$\alpha_{1}=0$ のときは,

Proposition 4.4. $f,g\in \mathcal{H}\cap L^{1}(\mathbb{R}^{1})$ に対して

$\lim_{\epsilonarrow 0}\langle F_{i\alpha_{2}}f, \chi_{\epsilon}\mathcal{F}_{-i\alpha_{2}}g\rangle=\langle f, g\rangle+\frac{i\alpha_{2}}{4}\int_{\mathbb{R}^{1}}e^{i\alpha_{2}}f(x)dxarrow|x|\int_{\mathbb{R}^{1}}e^{\mathrm{t}\alpha}arrow|y|\overline{g(y)}dy$ ,

が成り立つ, ここで $\chi_{a}$ は $\{k\in \mathbb{R};a\leqq||k|+\alpha_{2}/2|\},$ $a>0$ 上の特性関数である.

この Proposition は認めることにする Theorem 2.2 (i) の証明は,

$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}P_{-\alpha^{2}/4}\subset \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}W(\alpha)=\{f;\lim_{tarrow\infty}e^{-itH_{\alpha}}f=0\}$

は容易にわかる. 故に,

$0=W(\alpha)f=W(\alpha)f_{\epsilon}\Rightarrow f_{\mathit{8}}=0$

を示せばよい. Lemma 4.3で $L^{1}(\mathbb{R})\cap \mathcal{H}$ は稠密であるから,
$\langle W(\alpha)f_{\mathit{8}}, W(\overline{\alpha})f_{\mathit{8}}\rangle=\langle F_{\alpha}f_{6}.,F_{\overline{\alpha}}f_{s}\rangle=||f_{\mathit{8}}||^{2}$ .

が得られ, $f_{s}=0$ が得られる.
Theorem 2.2 (ii) の証明は,

$\mathcal{E}=$ { $g\in \mathcal{H}\cap L^{1}\backslash (\mathbb{R}^{1})$ : $\int_{\mathrm{R}^{1}}|y||g(y)|dy<\infty$ , $\int_{\mathbb{R}^{1}}e^{-}$
争 $|y|g(y)dy=0$}.

とおく. このとき次の 3つのことが証明される:

$g\in \mathcal{E}\Rightarrow F_{-i\alpha_{2}}g\in \mathcal{H}$ ;

$f\in \mathcal{H}$ , $g\in \mathcal{E}\Rightarrow\langle \mathcal{F}_{i\alpha_{2}}f,\mathcal{F}_{-i\alpha_{2}}g\rangle=\langle f, g\rangle$ ;

4以 $|\backslash \wedge$の補題で $f$ と固有関数 e(6/2)国が直交するときを考えよ
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(Proposition 4.4で $L^{1}(\mathbb{R})\cap \mathcal{H}$ は稠密性より)
$\mathcal{E}$ は $\mathcal{H}$ で稠密.

これらを使って
$W(i\alpha_{2})f=0\Rightarrow f=0$

が証明される.

\S 5. OUTLINE OF THE PROOFS OF THEOREMS IN \S 3

Theorem 3.1, 3.2の証明は次の Proposition が本質的である.

Proposition5.1. $b(x)$ は (3.1) のものとすると, そのとき, (1.2) の定常問題;

(5.1) $(-\Delta-i\kappa b(x)-\kappa^{2})u(x)=0$,
の解は次で与えられる :

$u(x)=\{$
$|x|e^{-i\kappa|x|}\backslash$ ’ $(N=1)$
$e^{-i\kappa|x|}$ , $(N\geq 2)$

where $\kappa=\alpha+i\beta(\alpha\in \mathbb{R}, \beta<0)$ .

(5.1) を解くために,

(52) $u(x)=e^{\mathrm{p}(|x|)}$ ,

(5.3) $p(|x|)=- \mathrm{i}\kappa|x|-\frac{(N-1)}{2}\log|x|+\frac{1}{2}\int_{1}^{|x|}b(s)ds$ .

とおく. もし $b$ が

(5.4) $2b_{|x|}(|x|)+b(|x|)^{2}- \frac{(N-1)(N-3)}{|x|^{2}}=0$ ,

の解とすると, (5.2) は (2.1) の解であることがわかる.
そこで $h(r)=rb(r)$ with $r=|x|$ とおくと,

$2rh_{r}(r)+(h(r)-N+1)(h(r)+N-3)=0$ ,

を満たすことがわかるので, (5.2) が (2.1) の解であることがわかった.
Theorem 3.1 の証明は次のようになされる 簡単のため $N\geq 2$ を仮定する.

Propositoion 5.1により,
$u(r;\alpha)=e^{-i(\alpha+i\beta)r}$

は (5.1) の解であることに注意して

$w_{0}(r)=u(r;\alpha)$ , $w_{1}(r;\alpha)=u_{r}(r;\alpha)$

を初期値とする (1.2) の解は

$w_{\alpha}(t, r)=u(r+t;\alpha)$

である.–次元の (逆)Fourier 変換を用いて,

$g(r)=(2 \pi)^{-1/2}\int_{1\mathrm{R}}\check{\tilde{g}}(\alpha)e^{-i\alpha r}d\alpha$ ,
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ただし, $g$ は

$\tilde{g}(s)=\{$

$g(s)$ $(s\geq 0)$ ,
$0$ $(s<0)$ ,

と拡張しておく. よって

$(2 \pi)^{-1/2}\int_{\mathbb{R}}\check{\tilde{g}}(\alpha)w_{\alpha}(t, r)d\alpha=e^{\beta(r+t)}\tilde{g}(r+t)=f(r+t)$

は (1.2) の解であることがわかった.

Theorem 3.2を証明するために次の Lemma が必要である.

Lemma 5.4. Theooem 3.2の仮定の下で, $H_{b}$ は極大消散作用素かつ

Range$(H_{b}-i)=E$ .
故に, $H_{b}$ はエネルギー空間 $E$ で縮小半群を生成する.

$H_{b}$ が極大消散作用素であることは容易にわかる. $H_{b}-i$ の値域に関して, $h=$

$\{h_{0}, h_{1}\}\in E$ に対して $v=\{v_{0},v_{1}\}\in D(H_{b})$ で次を満たすものが存在することを
示す:

$(H_{b}-i)v=h$ .
これから,

$(-\Delta+b+1)v_{1}=\dot{\iota}(\Delta h_{0}+h_{1})$ , $v_{0}=v_{1}+ih_{0}$ .
となる. 第–式を $L^{2}$ の枠で考える. $\mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{m}(H_{b})=H^{2}(\mathrm{c}\mathrm{f}.[4,5]),$ $\nabla h0\in L^{2}$ であるこ
とに注意して,

$v_{1}=i[(-\Delta+b+1)^{-1}\nabla]\cdot\nabla h_{0}+i(-\Delta+b+1)^{-1}h_{1}$ .

Theorem 3.2の証明は次のようになされる:Proposition 3.1により $\mathbb{C}_{-}\subset\sigma_{p}(H_{b})$ .
また, $\kappa\in \mathbb{C}+$ ならば

$({\rm Im}\kappa)||v||_{E}\leq||(H_{b}-\kappa)v||_{E}$ .

から, $\sigma_{p}(H_{b})\cap \mathrm{c}_{+}=\emptyset$ も容易にわかる. $\kappa\in \mathbb{R}$ ならば, (5.1) に $\overline{u}$ を掛け部分積分
することにより,

$||\sqrt{b()}u||^{2}=0$

から, $\sigma_{p}(H_{b})\cap \mathbb{R}=\emptyset$ が得られる. また, $H_{b}^{*}=H_{-b}$ と

$\kappa\in\sigma_{r}(H_{b})$ $\Leftrightarrow$ $\overline{\kappa}\in\sigma_{p}(H_{b}^{*})$ & $\kappa\not\in\sigma_{\mathrm{p}}(H_{b})$

に注意して, $\sigma_{r}(H_{b})=\emptyset$ が得られる Lemma 4.1を使って, $\rho(H_{b})=\mathbb{C}+$ が示される.

Theorem 3.3については,

$(-\Delta-i\kappa b(x)-\kappa^{2})u=0$

の両辺に $\overline{u}$ を掛け部分積分を行って実部をとると,

$|| \nabla u||^{2}+\beta\int_{\mathbb{R}^{N}}b(x)|u(x)|^{2}dx+\beta^{2}||u||^{2}=\alpha^{2}||u||^{2}$ .
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これに対して, Hardy の不等式:

$|| \frac{u}{|\cdot|}||\leq\frac{2}{N-2}||\nabla u||^{2}$ ,

を用いて (左辺第二項使う $0\leq b(x)\leq b_{1}|x|^{-1}$ に注意)

$||u||^{2}| \beta|^{2}-\frac{2b_{1}}{N-2}||\nabla u||||u|||\beta|+||\nabla u||^{2}\leq\alpha^{2}||u||^{2}$.

この左辺を平方完成して,

左辺 $\geq\{1-(\frac{b_{1}}{N-2})^{2}\}||\nabla u||^{2}$

となることが分かる. これから,

(5.5) $\{1-(\frac{b_{1}}{N-2})^{2}\}||\nabla u||^{2}\leq\alpha^{2}||u||^{2}$ .

次に虚部については,

$\int_{\mathrm{R}^{N}}b(x)|u(x)|^{2}dx+2\beta||u||^{2}=0$

であるから,

(56) $2| \beta|||u||^{2}\leq\frac{2b_{1}}{N-2}||\nabla u||||u||\Leftrightarrow||u||\leq\frac{b_{1}}{N-2}\frac{||\nabla u||}{|\beta|}$ .

であるから, (5.5) と (5.6) を併せて

$\{1-(\frac{b_{1}}{N-2})^{2}\}||\nabla u||^{2}\leq\alpha^{2}||u||^{2}\leq\alpha^{2}(\frac{b_{1}}{N-2})^{2}\frac{||\nabla u||^{2}}{|\beta|^{2}}$

$\Leftrightarrow(\{1-(\frac{b_{1}}{N-2})^{2}\}\beta^{2}-(\frac{b_{1}}{N-2})^{2}\alpha^{2})||\nabla u||^{2}\leq 0$ .

よって,

$\kappa\not\in\{\kappa=\alpha+i\beta\in \mathbb{C}|\beta^{2}\leq\frac{b_{1}^{2}}{(N-2)^{2}-b_{1}^{2}}\alpha^{2}\}$

ならば, $u=0$ を得る.

\S 6. RANK 1の消散項を持つ波動方程式

このセクションではまだ未完成であるが, いくつかの結果を述べておく. \S 4の中
で処方箋に従うのであるがどの点が問題となるかを考察する.
先ず, $\varphi(x)\in L_{s}^{2}(\mathbb{R}^{n}),$ $s>1/2$ , または $|\varphi(x)|\leq Ce^{-\alpha|x|},$ $\alpha>0$ となる関数とし

(1.2) 式を

(6.1) $\{$

$w_{tt}(x, t)-\Delta w(x, t)+\langle w_{t}(x, t), \varphi\rangle\varphi(x)=0$, $(t, x)\in(\mathrm{O}, \infty)\cross \mathbb{R}^{N}$ ,
$w(x, 0)=w_{0}(x)$ , $w_{t}(x, 0)=w_{1}(x)$ ,
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という形で波動方程式を考える. これは作用素の形に書き換え,

$H=i$ .

このレゾルベントは $r_{0}(z)=(-\Delta-z^{2})^{-1}$ を使って, (\S 4参照)

(6.2)
$R(z)f=R_{0}(z)f+ \frac{i\langle f,(\begin{array}{l}ir_{0}(\overline{z})\varphi\overline{z}r_{0}(\overline{z})\varphi\end{array})\rangle}{1-iz\langle r_{0}(z)\varphi,\varphi\rangle_{0}}$

,

ここで, $\langle\cdot, \cdot\rangle_{0}$ は $L^{2}(\mathbb{R}^{N})$ 内積, と書けることに注意する.
これから分かる事は, $R(z)$ の特異スペクトルは

$\Gamma(z):=1-iz\langle r_{0}(z)\varphi, \varphi\rangle_{0}$

の零点であり, 特異性の位数が問題となる.(\S 4参照) \S 2での Schr\"odinger 方程式
(solvable model) の場合には Theorem 2.1, Lemma 4.1によりスペクトルの位置、そ
の位数が 1であることが分かるが, (6.2) では, 特異性 ( $\Gamma(z)$ の零点) の位数が分かっ
ていない. 特に, ${\rm Im} z=0$ となる点に対してははっきりしていない. 実際に,

$\Gamma(z)=1-\frac{i}{2}\int_{0}^{\infty}(\frac{1}{r-z}-\frac{1}{r+z})r^{N-1}||\hat{\varphi}(r\cdot)||_{L^{2}(\mathrm{S}^{N-1})}^{2}dr$

であるから, $\Gamma(\lambda_{0}-i\mathrm{O})=0({\rm Im}\lambda_{0}=0, \lambda_{0}>0)$ ならば,

$\lim_{\epsilon\downarrow 0}\Gamma(\lambda_{0}-i\epsilon)$

$=1- \frac{i}{2}\mathrm{p}.\mathrm{v}.\int_{0}^{\infty}(\frac{1}{r-\lambda_{0}}-\frac{1}{r+\lambda_{0}})r^{N-1}||\hat{\varphi}(r\cdot)||_{L^{2}(\mathrm{S}^{N-1})}^{2}dr-\frac{\pi}{2}||\hat{\varphi}(\lambda_{0}\cdot)||_{L^{2}(\mathrm{S}^{N-1})}^{2}$

$=0$

となり, 実部, 虚部が零となるがこの式からでは, 位数が分からない. しかしこの困
難は作用素 (レゾルベント) 全体を通して考えると処理でき, 次のような結果を得ら
れる :

Lemma 6.1. $Imz\leq 0$ において $\Gamma(z)$ の零点の位数は 1である,

特殊なケースであるが,

Theorem 6.2. $N=1$ として,

$\Phi(r)=|\hat{\varphi}(r)|^{2}+|\hat{\varphi}(-r)|^{2},$ $r\geq 0$

として, $\Phi(r)$ が単調現象を仮定すると, Theorem 2.2, Corvllary 2.3と同様の結果が
成り立つ.

非自己共役作用素のレゾルベントの実軸上での特異性がどの程度になるか? がこ

れからの課題である.
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