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1 問題と結果
次の波動方程式

$w_{tt}-\Delta w+b(x)w_{t}=0$ , $(x,t)\in \mathrm{R}^{n}\cross \mathrm{R}$ (1.1)

において, $b(x)w_{t}$ の項は $b\geq 0$ のとき摩擦を表す. 以下, $b(x)$ は次を満た
すものとして話を進める.

$\{$

$b(x)\geq 0$ (or $b(x)\leq 0$),
$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}b(x)\subset B_{R}:=\{x\in \mathrm{R}^{n} ; |x|<R\}$.

(1.2)

考える問題は, 摩擦効果によって乱された波の振幅を観測し, そのデー
タからどのような摩擦が働いているかを, つまり $b(x)$ を決定したい.
定式化にはいろいろあるが, (例えば逆境界値問題 [14], [15], [16] を参
照のこと.) ここでは逆散乱問題を考える. 摩擦項を持つ波動方程式の散
乱問題及び逆散乱問題に関してはいくつか結果がある. 望月 [8] は 3次元
以上の場合で, 小さい摩擦 $b(x)$ に対して波動方程式 (11) の散乱振幅を構
成し, さらにその散乱振幅から摩擦項 b(x) を再構成できることを示して
いる. -方で, 2次元の場合は中澤 ([17], [18]) がやはり小さい摩擦に対
して波動方程式 (1.1) の散乱問題を解いている. しかし, 2次元での逆散
乱問題については何の結果も無かった. そこで, 私が目標とするのは 2
次元での逆問題, つまり b(x) を再構成することにある.
まず問題を設定する. (1.1) の定常問題を考える. $w(x, t)=e^{i\sqrt{E}t}u(x)$

を代入すると, u(x) は次のようなエネルギーに依存した複素数値ポテン
シャルを持つ Schr\"odinger方程式をみたす.

$-\Delta u(x)+i\sqrt{E}b(x)u(x)=Eu(x)$ , $x\in \mathrm{R}^{2}$ . (1.3)
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これを満たす解は無数にあるが, その中で今興味があるのは散乱現象を
表すもので, それは次のように記述される.

$u(x)=e^{i\sqrt{E}} \omega\cdot x+\frac{e^{i^{\sqrt{E}\gamma}}}{r^{1/2}}A(E, \theta,\omega)+o(r^{-1/2})$ , $r=|x|arrow\infty$ .
(1.4)

左辺第 1項は \mbox{\boldmath $\omega$} 方向から入射する平面波を, 第 2項は \theta 方向に散乱され
る球面波を表している. A(E, \theta ,\mbox{\boldmath $\omega$}) を散乱振幅という. 考える問題は,

$(*)A(E, \theta,\omega)$ から $b(x)$ を決定せよ. ($E>0$ は固定)

である.

注意 1. この間題は 3次元と 2次元とでは問題の構造が異なる
ことを注意しておく. 3次元の場合, 散乱振幅 $A(E, \theta, \omega)$ は

$E$ を固定しているので $\omega,$
$\theta\in S^{1}$ の 4変数の関数であり, 求

めたい関数 b(x) は 3変数である. -方で, 2次元の場合は散
乱振幅は 2変数であり, また求めたい関数 $b(x)$ も 2変数であ
る. この問題構造の違いから 2次元逆問題は 3次元の場合と
は違った困難さがある.

今回得られた結果は簡単に言うと低周波数の場合 (Eが小さい場
合) は問題 $(*)$ は–意的に解けるである. 以下, 得られた定理を
述べる. まず, 逆問題を考える前に順問題 すなわち方程式 (13), (1.4) を
満たす解がただ 1つ存在することを示す必要がある. L2,s を重みつき L2
空間

$u\in L^{2,\iota}\Leftrightarrow||(1+|x|^{\delta})u||_{L^{2}(\mathrm{R}^{n})}<\infty$ , $s\in \mathrm{R}$

とする.

定理 11. 十分小さい $E>0$ に対して, (1.3), (1.4) を満たす解 $u\in L^{2,-S}$ ,
s>1/2がただ 1つ存在する. さらに散乱振幅は次のように表現される.

$A(E, \theta,\omega)=\int_{\mathrm{R}^{2}}e^{-i\sqrt{E}\theta\cdot x}i\sqrt{E}b(x)u(x)dx$.

逆問題の定理を述べる. 実数 $P$ に対し, $W^{1,p}(\mathrm{R}^{n})$ を $-$回微分までが
P(Rn) である Sobolev 空間とする. b(x) は仮定 (1.2) を満たし, さらに

$||b||_{W^{1,p}(\mathrm{R}^{2})}\leq M$ , $p>2$ , $j=1,2$

を満たすとする. ここで $M>0$ は定数である.
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定理 12. 次を満たすような $p,$ $M_{f}R$ に依存する正の数 $N=N(p, M, R)$
が存在する. もし全ての方向 $\theta,$ $\omega\in S^{1}$ に対して

$A_{1}(E, \theta, \omega)=A_{2}(E, \theta, \omega)$

が 1つの固定した $E<N$ に対して成り立つならば $\mathrm{R}^{2}$ において

$b_{1}=b_{2}$

である.

2 証明概略
定理 1.1の証明

次の作用素が十分小さい $E>0$ に対して $L^{2,s}$ から $L^{2,-\mathit{8}}$ への有界作用素
として定義されることが本質的に重要である.

$R(E+i\mathrm{O})=(I+i\sqrt{E}R_{0}(E+i0)b)^{-1}R_{0}(E+i0)$ . (2.1)

ここで, 瑞 $(E+i \mathrm{O})=\lim_{\epsilonarrow 0}(-\Delta-(E+i\epsilon))_{-\prime}^{-1}$ であり, この極限は $B(L^{2},, {}^{t}L^{2,-s})$ ,
$s>1/2$ で存在することはよく知られている. また, 2次元の場合は,
$R_{0}(E+i0)f(x)$ は Hankel 関数を用いて次のように表示される.

瑞 $(E+i0)f(x)= \int_{\mathrm{R}^{2}}G_{0}(x-y)f(y)dy$, (2.2)

$G_{0}(x)= \frac{i}{4}H_{0}^{(1)}(\sqrt{E}|x|)$ . (2.3)

Hankel 関数の漸近展開公式を用いると,

$G_{0}(x)\sim\{$

$- \frac{i}{4}\frac{1}{\sqrt[4]{E}}\sqrt{\frac{2}{\pi|x|}}e^{(\sim|-\pi/4)}"‘$ , $|x|arrow\infty$ ,

$\frac{1}{2\pi}1\iota \mathrm{o}\mathrm{g}(\sqrt{E}|x|)$ , $|x|arrow 0$

(2.4)

であることがわかる. このことから十分小さい $E>0\text{に対しては}||\sqrt{E}R(E+$

$i0)b||g(L^{2,-}\cdot)<1$ となり, Neumann級数が収束することから $R(E+i\mathrm{O})$

が (21) の形で定義できることがわかる.

$u(x)=e^{i\sqrt{E}\omega\cdot x}-i\sqrt{E}(R(E+i0)be^{e\sqrt{E}\omega})(x)$
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とおくと $u(x)$ は (13) を満たし, さらに (2.1) から得られるレゾ)レベント

方程式

$R(E+i\mathrm{O})=R_{0}(E+i0)-i\sqrt{E}R_{0}(E+i0)bR(E+i0)$ (2.5)

と, Hanke1関数の漸近展開公式 (24) から u(x) は (1.4) を満たすこともわ
かる.

定理 1.2の証明

証明の第–段階は逆散乱問題を逆境界値問題に帰着させることである. つ
まり, 散乱振幅から Dirichlet-Neumann (D-N) 写像を–意的に決定でき
ることを示す. そこでまず D-N写像を定義する. 以下, $\Omega=B.-,$ $\Omega^{e}=$

$\mathrm{R}^{2}\backslash \overline{B}_{R},$ $\alpha=(p-2)/p$ と書くことにする. Dirichlet境界値問題

$\{$

$-\Delta u(x)+i\sqrt{E}b(x)u(x)=Eu(x)$ in $\Omega$ ,

$u(x)=f(x)$ on $\partial\Omega$

(2.6)

を考える. $q_{E}(x)=i\sqrt{E}b(x)-E$ とおく. まず $0$ はすべての $E>0$ に対
して $\Omega$ におけるー\Delta +qE の Dirichlet 固有値ではないことを注意してお
く. $-\Delta u+q_{E}$(x)u=0の両辺に u- を掛け, \Omega 上で積分し Green の公式を
用いると

$\int_{\Omega}|\nabla u|^{2}dx+i\sqrt{E}\int_{\Omega}b(x)|u(x)|^{2}dx=E\int_{\Omega}|u(x)|^{\mathit{2}}dx$ (2.7)

を得る. $b(x)\geq 0$ であることから, 左辺第二項は $\mathit{0}$ でなければならない.
従って $u\equiv 0$ がわかる.

$b\in L^{\mathrm{p}}(\Omega),$ $p>2$ とし, $f\in C^{1,\alpha}(\Omega)$ とする. このとき十分小さい $E>0$
に対し, 境界値問題 (26) の解 $u\in C^{1,\alpha}(\overline{\Omega})$ が唯–つ存在する. この解 $u(x)$

に対し D-N写像 $\Lambda_{b}$ : $C^{1,\alpha}(\partial\Omega)arrow C^{0,\alpha}(\partial\Omega)$ を

$\Lambda_{b}f=\frac{\partial u}{\partial\nu}|_{\partial\Omega}$

で定義する. ここで $\nu$ は $\partial\Omega$ の外向き単位法線ベクトルである.
実数値ポテンシャルの場合は, 散乱振幅から D-N写像を–意的に決定
できることはよく知られている ([5], [11], [13] を参照のこと). 複素数値
ポテンシャルの場合でも, $E>0$ が十分小さくまた, $b(x)$ のサポートが
コンパクト, と制限を加えることにより Nachmann の方法が適用できる.
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定理 2.1. $b_{j}\in L^{p}(\mathrm{R}^{2})$ とし, $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}b_{j}\subset\Omega,$ $j=1,2$ と仮定する. もしす
べての方向 $\omega,$

$\theta\in S^{1}$ に対し

$A_{1}(E, \theta,\omega)=A_{2}(E, \theta, \omega)$

が十分小さい固定された $E>0$ に対して成り立つならば

$\Lambda_{b_{1}}=\Lambda_{b_{2}}$

が成り立つ.

以下, 概要を述べる. D-N写像 $\Lambda_{b}$ を散乱振幅 $A(E, \theta, \omega)$ を用いて表現す
るには二つの作用素が本質的に重要な役割を果たす. Single layer operator
SE と Far field operator FE である. まず SE から Ab が求まることを見て
みよう.

2.1 $S_{E}$ と $\Lambda_{b}$

外部 D-N写像を

$A^{\epsilon}f= \frac{\partial w}{\partial\nu}|_{\Omega}$

で定義する. ここで $w$ は次の外部 Dirichlet 問題の outgoing solution で
ある.

$\{$

$(\Delta+E)w=0$ in $\Omega^{e}$ ,
$w(x)=f(x)$ on $\partial\Omega$ .

$S_{E}$ を $\partial\Omega$ 上の single layer operator とする.

$S_{E}f(x)= \int_{\partial\Omega}G_{E}(x, y)f(y)dy$ .

ここで GE(x, y) は R(E+i0) の積分核である Green 関数である. レゾル

ベント方程式 (25) から $R(E+i\mathrm{O})$ の $x=y$ での singularityは馬 $(E+iO)$

と同じであり, また, R0(E+i0) は Hanke1関数で表現できることから

その singularity はー\Delta の基本解, つまり $\frac{1}{2\pi}\log|x-y|$ に等しいことがわ
かる. このことから古典的なポテンシャル論により $S_{E}$ は $C^{0,\alpha}(\partial\Omega)$ から

CL\alpha (\partial \Omega ) へ有界作用素であることがわかり, また二重層ポテンシャルの
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飛び公式も成り立つことがわかる (例えば Colton-Kress $[$2, $\mathrm{P}\mathrm{P}$ . 51-106$]$

を参照). さらに, Isakov-Nachman [5] の議論に従えば $S_{E}$ は可逆であり
次の公式が成り立つこともわかる.

補題 2.1.

$S_{E}^{-1}=\Lambda_{b}-\Lambda^{e}$ .

2.2 $A(E, \theta, \omega)$ と $S_{E}$

散乱振幅A(E, \theta , \mbox{\boldmath $\omega$}) から SE が求まることを見よう. ここで重要な役割
を果たすのが Far field operator FE である. まずこの FE を用いて散乱振
幅を書き換える. Nachman [11] に従い Far field operator $F_{E}\cdot$ : $C^{1,\alpha}(\partial\Omega)arrow$

$L^{2}(S^{1})$ を次のように定義する.

$F_{E}f(\theta)=w_{\infty}(\theta)$ .
ここで w\infty 。は次の外部 Dirichlet 問題の解に対する Far field pattern と呼
ばれるものである.

$\{$

$(\Delta+E)w(x)=0$ in $\Omega^{\mathrm{e}}$ ,
$w(x)=f(x)$ on $\partial\Omega$ , (2.8)
$w(x)= \frac{e^{\mathrm{i}\sqrt{E}r}}{r^{1/2}}w_{\infty}(\theta)+o(r^{-1/2})$, $r=|x|arrow\infty,$ $\theta=x/r$ .

$f(x)$ を $f(x)=u(x,\omega, E)-e^{1\sqrt{E}}\{v\cdot x$ ととる. ここで $u(x,\omega, E)$ は (13), (1.4)
の解である. $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}b(x)\subset\Omega$ であることから $A(E, \theta, \omega)$ は (2.8) の far field
pattern となる. したがって $F_{E}$ を用いて $A(E, \theta, \omega)$ を次のように書くこ
とができる.

$-A(E,\omega, \theta)=[F_{E}\{u_{l}(x, \omega, E)-e^{i\sqrt{E}\omega\cdot x}\}](\theta)$

$=[F_{E}u(\cdot,\omega, E)](\theta)-A_{\Omega}(E, \theta, \omega)$ . (2.9)

ここで $A_{\Omega}(E, \theta,\omega)$ は境界値を $f(x)=e^{i\sqrt{E}}\omega\cdot x$ とした時の (2.8) の解に対
する far field pattern であり, b(x) には依存しない関数である.

$\phi^{e}(x, \omega, E)$ を $\phi^{e}(x, \omega, E)-e^{:\sqrt{E}\omega\cdot x}$ が outgoing solution となるような外
部 Dirichlet 問題

$\{$

$(\Delta+E)\phi^{e}(x,\omega, E)=0$ in $\Omega^{e}$ ,
$\phi^{e}(x, \omega, E)=0$ on $\partial\Omega$
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の解とする. このとき [5] (または [11]) と全く同じ議論により, $u(x, \omega, E)$

の境界上 $\partial\Omega$ での値は

$u(x, \omega, E)=S_{E}(\frac{\partial\phi^{e}}{\partial\nu}(., \omega, E))(x)$ , on $\partial\Omega$ (2.10)

であることがわかり, 以下の等式を得る.

補題 22. $A(E)$ と $A_{\Omega}(E)$ を $C(E)A(E, \omega, \theta),$ $A_{\Omega}(E, \omega, \theta)$ を核に持つ $L^{\mathit{2}}(S^{1})$

上の積分作用素とする. このとき

$A_{\Omega}(E)-A(E)=F_{E}S_{E}\tilde{F}_{E}$

が成り立つ. ここで

$( \tilde{F}_{Eg})(x)=\int_{S^{1}}\frac{\partial\phi^{e}}{\partial\nu}(x, \omega, E)g(\omega)d$ ノ

である.

補題 2.1と補題 22により定理 2.1を得る.

2.3 逆境界値問題

$q_{E}(x)=i\sqrt{E}b(x)-E$ とおく. $E$ が小さければ $q_{E}(x)$ も小さくなる.
従って十分小さい $E>0$ に対して (2.6) に対する逆境界値問題の Kang-
Uhlmann [6] の–意性の結果が適用でき, つぎの定理を得ることができる.

定理 2.2. $b_{j}(x)\in W^{1,\mathrm{p}}(\Omega),$ $p>2$ とし, また $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{P}\mathrm{p}b_{j}(x)\subset\Omega,$ $j=1,2$ と
する.

$||b_{j}||_{W^{1,\mathrm{p}}(\mathrm{R}^{2})}\leq M$ , $j=1,2$

と仮定する. このとき $E<N(M,p, R)$ を満たす与えられた $E>0$ に対
して, もし

$\Lambda_{b_{l}}=\Lambda_{b_{2}}$

ならば

$b_{1}(x)=b_{2}(x)$ $x\in\Omega$

が成り立つ.

定理 2.1と定理 22により定理 12が得られる.
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3 今後の展望
今回得られた結果は $b(x)$ に (1.2) という制限をつけている. これは逆散

乱問題を逆境界値問題に帰着させているためである. この条件 (12) を緩
め, さらには b(x) を再構成するためには, 逆境界値問題に帰着させない
で解く方法が考えられる.

Novikov [20] の方法に従えば, $b(x)$ が遠方で十分早く減衰していれば
$E>0$が十分小さい限り散乱振幅から $b(x)$ を再構成できるように思われ
る. 以下その考えを述べようと思う. 重要な点は, Faddeev’s solution と

呼ばれる特殊解が純虚数値ポテンシャルの場合は実数値ポテンシャルの
場合と同じ性質を持つことにあるように思われる.

$z=x+iy$ に対 $(\text{し}x=z_{R}=\Re z,$ $y=z_{I}=\Im z$ ,

$\partial=\frac{\partial}{\partial z}=\frac{1}{2}(\partial_{x}-i\partial_{y})$, $\overline{\partial}=\frac{\partial}{\partial\overline{z}}=\frac{1}{2}(\partial_{x}+i\partial_{y})$

と書くことにする. これらの記号を用いて, R2における Schr\"odinger 方
程式を

( $-4\partial\overline{\partial}$ 十 $V$ ) $u(\lambda, z)=Eu(\lambda, z)$ , $E>0$ , $\lambda\in \mathrm{C}$ (3.1)

と書き直して考える. 次のことは知られている (例えば [4] を参照のこと).

$V(z)$ が小さい $C_{0}>\mathit{0}$ に対して

$|V(z)|\leq C_{0}(1+|z|)^{-2-\epsilon}$ , $\epsilon>0$

を満たすならば, 次のような (3.1) の解が唯–つ存在する.

$u(\lambda, z)=e^{\frac{1\sqrt{B}}{2}(\lambda z+_{\mathrm{X}}^{1}z)}v(\lambda, z)$ (3.2)

の形をし, 漸近的に

$v(\lambda, z)arrow 1$ , as $|z|arrow\infty$ . (3.3)

を満たす. さらにこの解 $u(\lambda, z)$ は囚 $\neq 1$ に対して, いわゆる�-方程式
を満たす.

$\frac{\partial u}{\partial\overline{\lambda}}(\lambda, z)=\{$

$T(\lambda),$
$z)T(\lambda)^{\frac{u(-\frac{1}{\overline{\lambda)}}}{u(\lambda,z}},$

’
$V$ が複素数値の場合,

$V$ が実数値の場合.
(3.4)
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ここで

$T( \lambda)=\frac{\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\lambda\overline{\lambda}-1)}{\overline{\lambda}}S(\lambda)$ (3.5)

であり, S(\mbox{\boldmath $\lambda$}) は scattering transform と呼ばれている次の関数である.

$S( \lambda)=\frac{1}{4\pi}\int_{\mathrm{R}^{2}}e^{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2}}\frac{1}{\lambda}\overline{z})V(\overline{\lambda}z+(z)u(\lambda, z)dz_{R}dz_{I}:$. (3.6)

一般に generalized Cauchy-Riemann方程式

$\overline{\partial}u=au+b\overline{u}$

を満たす関数は generalized $an$alytic function (または pseudo-analytic
$\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\rangle$ と呼ばれている (3.4) の性質から V(z) が実数値の場合は Fad-
deev’s solution $u(\lambda, z)$ は $\lambda\in \mathrm{C}$ に関して $\mathrm{g}e$neralized analytic function で
ある. この性質が V(z) を再構成するための重要な役割を果たす. 複素数
値ポテンシャルの場合は (34) からもわかるように Generalized analytic
function とはならないが, 実は純虚数値ポテンシャルの場合は実数値の
場合と同様に $\lambda\in \mathrm{C}$ に関して Generalized $an$alytic function となるの
である. このことを摩擦項を持つ波動方程式から得られるポテンシャル
$V(z)=i\sqrt{E}b(z)$ の場合で見てみる.

定理 31. $b(z)$ は実数値関数で

$|b(z)|\leq M(1+|z|)^{-\alpha}$ , $M>\mathit{0}$ (3.7)

を満たすとする. ここで $\alpha>7/2$ である. $V(z)=i\sqrt{E}b(z)$ とおく. もし

$E>0$ が十分小さければ (32) と (3.3) を満たす (3.1) の解 $u(\lambda, z)$ が唯–っ
存在する. さらに $u(\lambda, z)$ は次の方程式を満たす.

$\frac{\partial u}{\partial\overline{\lambda}}(\lambda, z)=T(\lambda)\overline{u(\lambda,z)}$ , $|\lambda|\neq 1$ . (3.8)

ここで $T(\lambda)$ は (35) で与えられる関数である.

証明概略
以下証明の概略を述べる. まず, Fourier変換

$\hat{f}(\xi)=\frac{1}{2\pi}\int_{\mathrm{R}^{2}}e^{-ix\cdot\xi}f(x)dx$
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を次のように書き換える.

$\hat{f}(k)=\frac{1}{2\pi}\mathrm{R}_{2}^{e^{-_{\overline{2}}(\overline{k}z+kZ)}f(z)dz_{R}dz_{I}}$

:

ここで z=xl+ix2, k=\xi l+i\xi 2である. 簡単な計算により

$\overline{\partial f}(k)=\frac{i}{2}\overline{k}\hat{f}(k)$ , $\overline{\overline{\partial}f}(k)=\frac{i}{2}k\hat{f}(k)$ , $\overline{\partial\overline{\partial}f}(k)=-\frac{1}{4}k\overline{k}\hat{f}(k)$

がわかる.

(3.2) を (3.1) へ代入すると

$(P_{0}(\lambda)+V)v(\lambda, z)=\mathit{0}$ (3.9)

となる. ここで

$P_{\mathrm{o}(\lambda)=-4\partial\overline{\partial}-2i^{\sqrt{E}\lambda\partial-\frac{2i\sqrt{E}}{\lambda}\overline{\partial}}}$

である.

$P_{0}(\lambda)\phi(\lambda, z)=f(z)$

を考える. 両辺 Fourier変換すると

$(k \overline{k}+\sqrt{E}\lambda\overline{k}+\frac{\sqrt{E}}{\lambda}k)\hat{\phi}(\lambda, k)=\hat{f}(k)$

となる. Green 関数 $G(\lambda, z)$ を

$G( \lambda, z)=\frac{1}{4\pi^{\mathit{2}}}\int_{\mathrm{R}^{2}}\frac{6\overline{2}(\overline{k}z+kZ)}{k\overline{k}+\sqrt{E}\lambda\overline{k}+\frac{\sqrt{E}}{\lambda}k}.dk_{R}dk_{I}$

で, また Green作用素 $G_{0}(\lambda)$ を

$G_{0}( \lambda)f(z)=\int_{\mathrm{R}^{2}}G(\lambda, z-k)f(k)dk_{R}dk_{I}$

で定義すると $\phi(\lambda, z)$ は

$\phi(\lambda, z)=G_{0}(\lambda)f(z)$

と書ける. このように Green作用素を用いると (39) は積分方程式

$v(\lambda, z)=1-G_{0}(\lambda)Vv(\lambda, z)$ , $|\lambda|\neq 1$ (3.10)

に書き換えられる.
Green 関数 $G(\lambda, z)$ は次の性質を持つ.
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命題 3.1 ([4], [20]). $|\lambda|\neq 1$ に対して, $G(\lambda, z)$ は次の性質を持つ.

$|G( \lambda, z)|\leq\frac{C}{\sqrt[4]{E}\sqrt{|z|(|\lambda|+|1/\lambda|)}}$ , (3.11)

$G(- \frac{1}{\overline{\lambda}},$ $z)=e^{\frac{1\sqrt \mathrm{E}}{2}\{(\overline{\lambda}+1/\lambda)z+(\lambda+1/\overline{\lambda})z\}}G(\lambda, z)$ , (3.12)

$\frac{\partial G}{\partial\overline{\lambda}}(\lambda, z)=-\frac{\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\overline{\lambda}\lambda-1)}{4\pi\overline{\lambda}}e^{-\frac{:n}{2}\{(\overline{\lambda}+1/\lambda)z+(\lambda+1/\overline{\lambda})\overline{z}\}}$. (3.13)

これらの性質を用いて定理 31を示す. まず積分方程式 (310) は唯–っ
の解を持つことを示そう. もし $[I+G_{0}(\lambda)V]^{-1}$ が有界連続関数の集合 (そ
れを $B^{0}(\mathrm{R}^{2})$ と書くことにする.) 上で存在すれば積分方程式の解は次の
ように構成できる.

$v(\lambda, z)=[I+G_{0}(\lambda)V]^{-1}(1)$ .

従って $[I+G_{0}(\lambda)V]$ の可逆性を示せばよい.
$f\in C(\mathrm{C})$ とする. 次の評価式

$\max_{z\in \mathrm{c}}|V(z)f(z)|\leq\sqrt{E}M\max_{z\in \mathrm{c}}|f(z)|$ ,

$\int_{\mathrm{R}^{2}}|V(z)f(z)|dz_{R}dz_{I}\leq\sqrt{E}\tilde{M}\max_{z\in \mathrm{c}}|f(z)|$

から $Vf\in C(\mathrm{C})\cap L^{1}(\mathrm{C})$がわかる.

$\int_{\mathrm{R}^{2}}\frac{|f(\zeta)|}{\sqrt{|z-\zeta|}}d\zeta_{R}d\zeta_{I}\leq(\int_{|z-\zeta|\geq\text{、^{}+}}\int_{|z-\zeta|\leq 1})\frac{|f(\zeta)|}{\sqrt{|z-\zeta|}}d\zeta_{R}d\zeta_{I}$

$\leq\int_{\mathrm{R}^{2}}|f(z)|dz_{R}dz_{I}+\frac{4\pi}{3}\max_{z\in \mathrm{c}}|f(z)|$

と評価式 (3.11) から

$|G_{0}( \lambda)Vf(z)|\leq\frac{C}{\sqrt[4]{E}\sqrt{|\lambda|+|1/\lambda|}}\{\int_{\mathrm{R}^{2}}|i\sqrt{E}b(z)f(z)|dz_{R}dz_{I}$

$+ \frac{4\pi}{3}\max_{z\in \mathrm{c}}|i\sqrt{E}b(z)f(z)|\}$

$\leq\frac{C}{\sqrt{2}}\sqrt[4]{E}(\tilde{M}+\frac{4\pi}{3}M)\max_{z\in \mathrm{c}}|f(z)|$
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を得る. もし E が十分小さければ Go(\mbox{\boldmath $\lambda$})V の作用素ノルムは l より小さ
くなる. 従って I+Go(\mbox{\boldmath $\lambda$})Vは有界連続関数の集合上で可逆であることが
わかる.

次に $v(\cdot, \lambda)-1\in L^{1}(\mathrm{C})$ であることをみる. $f\in B^{0}(\mathrm{C})$ とする. この

とき (3.11) により,

$||G_{0}( \lambda)Vf||_{L^{1}(\mathrm{C})}\leq C\max_{z\in \mathrm{c}}|f(z)|\int_{\mathrm{R}^{2}}Kg(x)dx$

を得る. ここで

$Kg(x)=\mathrm{R}_{2}^{K(x,y)g(y)dy}$ ,

$K(x, y)=|x-y|^{-1/2}|y|^{-\mathrm{a}/2}$ , $g(y)=(1+|y|)^{-(\alpha-3/2)}$

である. $\alpha>7/2$ とすると $g\in L^{1}(\mathrm{R}^{2})$ となる. $K$ は $L^{1}(\mathrm{R}^{2})$ 上の有界作
用素となることから ([19, Lemma 2.1] を参照のこと), $G_{0}(\lambda)Vf\in L^{1}(\mathrm{C})$

がわかる. 従って (3.3) を得る.

(3.8) 式を示そう. 公式 (313) を用いると

$\frac{\partial v}{\partial\overline{\lambda}}(\lambda, z)=-\frac{\partial G_{0}(\lambda)Vv}{\partial\overline{\lambda}}(\lambda, z)$

$=- \int_{\mathrm{R}^{2}}\frac{\partial G}{\partial\overline{\lambda}}(\lambda, z-z’)V(z’)v(\lambda, z’)dz_{R}dz_{I}$

$-[G_{0}( \lambda)(V\frac{\partial v}{\partial\overline{\lambda}})](\lambda, z)$

$=T( \lambda)\tilde{e}(z, \lambda)-[G_{0}(\lambda)(V\frac{\partial v}{\partial\overline{\lambda}})](\lambda, z)$ (3.14)

がわかる. ここで $\tilde{e}(z, \lambda)=e^{-i\Phi_{\{(\overline{\lambda}+1/\lambda)z+(\lambda+1/\overline{\lambda})\overline{z}\}}}2$ とおいた. さらに公
式 (312) により次を得る.

$v=1-[G_{0}(Vv)](- \frac{1}{\overline{\lambda}},$ $z)$

$=1-\tilde{e}(-z, \lambda)[G_{0}(\lambda)(V\tilde{v})](\lambda, z)$ .
ここで

$\tilde{v}(\lambda, z)=\tilde{e}(z, \lambda)v(-\frac{1}{\overline{\lambda}},$ $z)$
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である. 簡単な計算により $\tilde{v}$ は積分方程式

$\tilde{v}(\lambda, z)=\tilde{e}(z, \lambda)-[G_{0}(\lambda)(V\tilde{v})](\lambda, z)$

を満たすことがわかる. T(\mbox{\boldmath $\lambda$}) は z に依らない \mbox{\boldmath $\lambda$} だけの関数であることに
注意し, 両辺に $T(\lambda)$ を作用させると

$T(\lambda)\tilde{v}(\lambda, z)=T(\lambda)\tilde{e}(z, \lambda)-[G_{0}(\lambda)(VT(\lambda)\tilde{v})](\lambda, z)$

となる. この積分方程式は唯–つの解を持つ. 従って方程式 (314) の両辺
を比較すると

$\frac{\partial v}{\partial\overline{\lambda}}(\lambda, z)=T(\lambda)\tilde{v}(\lambda, z)$

がわかる. さらに

$\tilde{v}(\lambda, z)=u(-\frac{1}{\overline{\lambda}},$ $z)$ , $\frac{\partial u}{\partial\overline{\lambda}}=\frac{\partial v}{\partial\overline{\lambda}}$

であるから

$\frac{\partial u}{\partial\overline{\lambda}}(\lambda, z)=T(\lambda)u(-\frac{1}{\overline{\lambda}},$ $z)$

を得る. さて,

$u(- \frac{1}{\overline{\lambda}},$ $z)=\overline{u(\lambda,z)}$

が成り立つことを示そう. $V(z)=i\sqrt{E}b(z)$ であることから (3.2) により

$u(\lambda, z)=\grave{e}_{\lambda}(z)-i\sqrt{E}\grave{e}_{\lambda}(z)(G_{0}(\lambda)b\grave{e}_{\lambda}u)(\lambda, z)$ (3.15)

がわかる. ここで $\grave{e}_{\lambda}(z)=e^{\frac{1\sqrt \mathrm{B}}{2}(_{T}^{1}z+\lambda\overline{z})}$ である. $b(x)$ は実数値関数である
ことから (3.12) により

$\overline{u(-\frac{1}{\overline{\lambda}},z)}=\grave{e}_{\lambda}(z)+i\sqrt{E}\grave{e}_{\lambda}(z)[G_{0}(\lambda)b\grave{e}_{-\lambda}\overline{u(\begin{array}{l}1-\overline{\overline{\lambda}}’\end{array})}](z)$ (3.16)

がわかる. $w(\lambda, z)=u(\lambda, z)-\overline{u(-1/\overline{\lambda},z)}$ とおくと (3.15) と (3.16) から
$w(\lambda, z)$ は

$w(\lambda, z)=-i\sqrt{E}\grave{e}_{\lambda}(z)[G_{0}(\lambda)b\grave{e}_{-\lambda}w](\lambda, z)$

99



を満たすことがわかる. 従って

$[[I+i\sqrt{E}G_{0}(\lambda)b](\grave{e}_{-\lambda}w)](\lambda, z)=0$

を得る. $[I+i\sqrt{E}G_{0}(\lambda)b]$ が可逆であることから $w(\lambda, z)=0$ を得る. こ

のようにして定理 31が証明される.

定理 3.1を利用し Grinevich [4], Novikov [20] らの議論を応用すること
で, 散乱振幅から b(x) を再構成することができるのではないか ? 今後の
研究課題である.
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