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1 序節

1900年のパリにおける国際数学者会議で、Hilbert により提唱された「数学の将来を方向付ける
23の問題」の中のひとつである第 13問題は多変数関数の重ね合わせ表現問題として知られ、約
50年後に Kolmogorov と Arnold によって、

rどのような多変数同時連続関数も、いくつかの 1変数連続関数と和演算とを合成することによ
り表現される。$\mathrm{J}$

という形で解決された。 さらに殆ど同じ時期に、『多変数同時連続関数族』を r多変数有限回連続
微分可能関数族』で置き換えた重ね合わせ表現問題も Vituskin によって解決されている。 このよ
うな–連の問題を解決するために用いられた $\epsilon$ -エントロピーの手法は、単に『重ねあわせ表現問
題 J だけでなく 『同型問題」にも応用することが可能である。
本稿では、Kolmogorov により示された『多変数解析関数族の同型間題 J による手法と、Vituskin
による r多変数有限回微分可能関数の重ね合わせ表現問題』を組み合わせることにより、『多変数
有限回連続微分可能関数族の同型間題 J に関する結果を紹介することを目的とする。

2 多変数有限回連続微分可能関数族の \epsilon -エントロピー

(X, $d$) を距離空間、 $A$ を $X$ の部分集合とする。 $\epsilon$ を任意の正数として、 $N_{\epsilon}(A)$ により、集合
$A$ を被覆するために必要となる半径 $\epsilon$ の自盛の最小個数を表すことにしたとき、

$S_{\mathrm{g}}(A)^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}\log N_{\epsilon}(A)$

によって定義される値 $S_{e}(A)$ を距離空間 (X, $d$) における部分集合 $A$ の $\epsilon-\not\subset$ントロピーと定義

する。 $n,$ $q\in N$, $\mathrm{c}>0$ を任意に選ぶ。 このとき、 $[0,1]^{n}$ 上で定義された実数値関数 $f$ が $q$ 回ま

での偏微分係数に関する有界性条件を満たす。 すなわち、任意の $(x_{1}, \cdots,x_{n})\in[0,1]^{n}$ に対して、

$| \frac{\partial^{k}f(x_{1},.\cdot.\cdot\cdot,x_{n})}{\partial^{\alpha_{1}}x_{1}\cdot\partial^{\alpha_{n}}x_{n}}|\leq c,$ $0\leq\alpha_{1},$ $\cdots,\alpha_{n},$ $\alpha_{1}+\cdots+\alpha_{n}=k,$ $0\leq k\leq q$

を満たすことを仮定する。 さらに、偏微分係数に関する有界条件を満たす関数の全体、 すなわち
$q$ 回連続微分可能な $n$ 変数関数で第 $0$ 次から第 $q$ 次までの導関数が有界であるような関数の全体
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を $W_{q}^{n}([0,1]^{n}, c)$ と書く。 このとき、 次の不等式が成り立つ。

定理 1(Kolmogorov-Vitu8kin の不等式)

毒 $>\epsilon_{0}>0$ を満たす十分小さい $\epsilon_{0}$ に対して、

$b( \frac{1}{\epsilon})^{\frac{n}{q}}\leq S_{\epsilon}(W_{q}^{n}([0,1]^{n}, c))\leq B(\frac{1}{\epsilon})^{\mathrm{n}}\mathrm{q}\log\frac{1}{\epsilon}$ , $0<\epsilon<\epsilon_{0}$

が成り立つ。 ここで $b,$ $B$ は共に $\epsilon$ に無関係な正定数である。

証明. 上からの評価式が成り立つことを示す。 $n$次元立方体 $[0,1]^{n}$ を 1辺 $\epsilon^{\mathrm{A}}\mathfrak{g}$

の $n$ 次元小立
方体に分割し、作製される小立方体の頂点の族を

画 =(ui,l, $\cdot$ .., u:,n), $i=1,$ $\cdots,$

と書く。 いま、 $f\in W_{q}^{n}([0,1|^{n},c)$ に対して、Taylor展開を施して、

$f( \vec{u:}+\dot{h})=\sum_{k=0}^{q-1}\frac{1}{k!}(.\sum_{1=1}^{n}h:\frac{\partial}{\partial x_{1}})^{k}f(\vec{u_{*}}.)+\frac{1}{q!}(_{j}\sum_{=1}^{n}h_{i}\frac{\partial}{\partial x_{1}})^{q}f(\vec{\xi})$

が得られたとする。ただし、$\xi^{arrow}$ は、 $\tilde{u_{1}}\leq\xi\leqarrow\vec{u_{1}}+\dot{h}$ を満たすあるベクトルとする。ここで関数 $f$ を、
ある $n$ 次元小立方体燐 $+[0, \epsilon^{\frac{1}{\mathrm{q}}}]^{n}$ 上で精度 $\epsilon$ で近似するためには、 $\{\partial^{\tilde{\alpha}}f/\partial^{\alpha_{1}}x_{1}\cdots\partial^{\alpha_{n}}x_{\mathfrak{n}};|\tilde{\alpha}|=$

$k$ , $0\leq k\leq q\}$ の各微係数を精度 $\epsilon/e^{nC}$
9 で近似すれば十分である。 そこで、

$\wp_{\epsilon}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=\{\sum_{k=0}^{q}\sum_{|\delta|=k}\frac{a_{\alpha}}{\alpha_{1}!\cdot\cdot\alpha_{n}!}-f\iota_{1}^{\alpha_{1}}\cdot$ . $.h_{n}^{\alpha_{n}}$ ; $a_{\dot{\alpha}}= \frac{\epsilon i}{e^{n6l}\iota},i\in \mathrm{Z},$
$|a_{\tilde{\alpha}}|\leq c,$ $|\vec{\alpha}|\leq q\}$

と定義したとき、任意の $f\in W_{q}^{n}([0,1]^{n}, c)_{\text{、}}$ および任意の $n$ 次元小立方体嘱 $+[0, \epsilon^{\frac{1}{q}}]^{n}$ に対し
て、 $\wp_{\epsilon}$ の要素をうまく選ぶと

$\tilde{h}\in 10,$

$\text{\’{e}}\alpha\sup_{\iota_{]^{n}}}|f(\overline{u}:+\tilde{h})-[\sum_{k=0}^{q}\sum_{|\delta|=k}\frac{a_{\tilde{\alpha}}(f)}{\alpha_{1}!\cdots\alpha_{n}!}h_{1}^{a_{1}}\cdots h_{n}^{\alpha_{\hslash]}}|$

$\leq$

$\vec{h}\in[0,$

$\epsilon \mathrm{r}\sup_{\iota}\sum_{1^{nk=0|}}^{q}\sum_{\tilde{\alpha}|=k}|:\frac{h_{1}^{\alpha\iota}h_{n}^{\alpha_{n}}}{\alpha_{1}!\alpha_{n}!}::(\frac{\partial^{k}.f(u\gamma}{\partial^{\alpha_{1}}x_{1}\cdot\cdot\partial^{\alpha_{n}}x_{n}}-,a_{\overline{\alpha}}(f))|$

$\leq$ $\sum_{k=0}^{q}\frac{1}{k!}[\frac{\epsilon}{\exp(n\epsilon^{\frac{1}{\mathrm{q}}})}]\{\sum_{|\tilde{\alpha}|=k}\frac{k!}{\alpha_{1}!\cdots\alpha_{n}!}\epsilon^{\alpha}q\lrcorner$ ... $\mathrm{g}^{\underline{\alpha}}\mathrm{r}^{\mathrm{A}}$

.
$\}$

$\leq$ $\frac{\epsilon}{\exp(\begin{array}{ll} \iota n\epsilon q\end{array})}\sum_{\mathrm{k}=0}^{q}\frac{1}{k!}$

$\leq$ $\mathrm{g}$

が成り立ち、 $\wp_{\mathrm{g}}$ の要素を用いると、小立方体燐 $+[0, \epsilon\tau]^{n}\iota$ 上で精度 $\epsilon$ で近似可能であることが
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分かる。従って、 $[0,1]^{n}$ を分割する $n$ 次元小立方体の族 :

$\{\tilde{u_{1}}+[0, \frac{1}{\mathrm{g}q\iota}]^{n};i=1,$
$\cdots,$

$\frac{1}{\epsilon^{\frac{n}{q}}}\}$

を構成する要素ごとに精度 $\epsilon$ で近似する多項式を炉\epsilon の中から選ぶと、 $f$ は $n$ 次元立方体 $[0,1]^{n}$

上で、 多項式を連結して構成される関数によって精度 $\epsilon$ で近似される。 ここで $\epsilon$ を十分小さい正
数としたとき、 $f$ を瞬 $\dotplus[0, \epsilon^{\frac{1}{q}}]^{n}$ 上で精度 $\epsilon$ で近似するために必要となる飾の個数は、上から

$\prod_{k=0}^{q}\prod_{|S|=k}[\frac{2c}{\neg,e^{n\mathrm{g}\overline{l}}\mathrm{g}}+1]$ $\leq$
$\prod_{k=0}^{q}(\frac{2\mathrm{c}\epsilon^{n\epsilon l}\iota}{\epsilon}+1)^{n^{k}}$

$\leq$

$( \frac{2ce^{n\text{\’{e}} \mathrm{r}}\iota}{\epsilon}+1)^{\frac{n^{l+1}-1}{n-1}}$

$\leq$

$( \frac{2ce}{\epsilon}+1)^{\frac{\hslash \mathrm{r}+1-1}{n-1}}$

と評価される。–方 $n$次元立方体 $[0,1]^{n}$ を構成する小立方体の個数は $\{_{\epsilon}=_{\mathrm{q}}^{1}\}^{n}$ であるから、上の

2式より、 $f$ を $[0,1]^{n}$ 上で精度 $\epsilon$ で近似するために必要となる多項式を連結して得られる関数の
総数に関する上からの評価は、

$\{(\frac{2oe}{\epsilon})^{\frac{n^{q}-1}{n-1}}\}^{-\tau_{q}}\mathrm{g}1$

で与えられる。 したがって,

$S_{\epsilon}(W_{q}^{n}([0,1]^{n}, c))$ $\leq$ $( \frac{n^{q}-1}{n-1})(\frac{1}{\epsilon})^{\frac{n}{q}}(\log\frac{1}{\epsilon}+\log 2oe)$

$\leq$
$B( \frac{1}{\epsilon})^{\frac{\mathfrak{n}}{q}}\log\frac{1}{\epsilon}$

を得て、上からの評価式が示された。次に、下からの評価式の成立を示す。
$\phi$ を即で定義された実数値関数で、以下の 3条件を満たすものとする :

$\phi\in W_{q}^{n}(\mathrm{R}^{n}, c)$ ,
$0\leq\phi(\vec{x})\leq c=\phi(0)\sim$ , $\tilde{x}\in \mathrm{R}^{n}$ ,

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\phi\subset[\frac{-a}{2}, \frac{a}{2}]^{n}$ ,

ただし、 $a$ はある正数とする。 これらの条件を満足する関数 $\phi$ の存在は明らかである。 このとき、
十分小さい正数 $e$ に対して、

$\phi_{\epsilon}(\tilde{x})^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}\epsilon\phi(\frac{\tilde{x}}{\epsilon^{\frac{1}{q}}},)$ , $\tilde{x}\in \mathrm{R}^{n}$
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で定義される関数 $\phi_{\epsilon}$ は次の条件を満たす:

$\phi_{\epsilon}\in W_{q}^{n}(\mathrm{R}^{n}, c)$ ,
$0\leq\phi_{\epsilon}(\vec{x})\leq ce=\phi(0)\sim$ , $\tilde{x}\in \mathrm{R}^{n}$ ,

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\phi_{\epsilon}\subset[\frac{-a\epsilon \mathrm{e}\iota}{2},$ $\frac{a\epsilon^{\frac{1}{q}}}{2}]^{n}$ .

最初に与えられた $n$ 次元立方体 $[0,1]^{n}$ を 1辺が $a\epsilon$

a
である $n$ 次元小立方体に分割する。 こ

のとき、分割されてできる小立方体の個数 $M(\epsilon)$ は下から $\{1/(ae^{\frac{1}{q}})\}^{n}$ と評価される。 そこで、
各小立方体の重心を

$\{v_{i}^{\wedge};i=1,$ $\cdots,$
$\{\frac{1}{(a\epsilon^{\frac{1}{q}})}\}^{n}\}$

と置く。 いま、
$\tilde{\beta}=(\beta_{1},$ $\cdots,\beta_{M(\mathrm{g})})\in\{-1,1\}^{M(\epsilon)}$

としたとき、

$\Phi_{\epsilon}^{\vec{\beta}}(\tilde{x})$

$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\sum_{:=1}^{M(\mathrm{g})}\text{角}\phi_{\text{、}}$ $(\tilde{x}-v_{1}^{\vee})$

$=$ $\sum_{i=1}^{M(e)}(\beta_{1}\epsilon)\phi(\frac{\overline{x}-v_{i}^{\sim}}{\epsilon^{\frac{1}{q}}})$

と定義し、上式で定義される関数の族

$\{\Phi_{\mathrm{g}}^{\tilde{\beta}}$ ; $\tilde{\beta}\in\{-1,1\}^{M(\epsilon)}\}$

を作製する。 このとき、次の性質が満たされる:

$\Phi_{e}^{\vec{\beta}}\in W_{q}^{n}([0,1]^{n},c)$ , $\vec{\beta}\in\{-1,1\}^{M(\epsilon)}$ ,

$|\{\Phi_{\epsilon}^{\tilde{\beta}}$ ; $\vec{\beta}\in\{-1,1\}^{M(\epsilon)}\}|=2^{M(\mathrm{g})}$ ,

$||\Phi_{\epsilon}^{\beta}-\Phi_{\epsilon}^{\vec{\gamma}}||=2\mathrm{c}\epsilon$ , $\vec{\beta}\neq\tilde{\gamma}$ .

したがって、 これらの条件が満たされることは、 $\{\Phi_{\mathrm{g}}^{\vec{\beta}}$ ; $\tilde{\beta}\in\{-1,1\}^{M(\epsilon)}\}$ が $W_{q}^{n}([0,1]^{n},c)$ の中

で。\epsilon -分離集合になっていることを示している。 このことから、

$S_{ee}(W_{q}^{\mathfrak{n}}([0,1]^{n},c))$ $\geq$ $\log 2^{M(e)}$

$=$ $( \frac{1}{a})^{n}\cdot(\frac{1}{\epsilon})^{\frac{\hslash}{q}}$

が得られる。 ここで、 $\epsilon$ を $e/c$ で置き換えると

$S_{6}(W_{q}^{n}([0,1],c)) \geq(\frac{1}{a})^{n}c^{\frac{n}{q}}(\frac{1}{\epsilon})^{\frac{\mathfrak{n}}{q}}$

が得られ、下からの評価式が示された。 口
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3 多変数有限回連続微分可能関数族の同型問題

任意のコンパクト部分集合 $V$ および任意の原点の近傍 $U$ に対して、適当な有限個の点列
$\{x_{1}, \cdots, x_{n}\}$ を選び、

$\bigcup_{k=1}^{n}x_{k}+\epsilon U\supset V$

を成立させることを考える。 このとき、 $U$ の平行移動の和集合によって $V$ を被覆するために必要
となる点の最小個数、すなわち、上式を満たすために必要となる点列の最小個数を $C\alpha J(V, U)$ で

表す。 $\phi$ を $(0, \infty)$ 上で定義され $[0, \infty)$ に値をとる関数としたとき、任意の有界集合 $V$ および任
意の原点の近傍 $U$ に対して、 ある適当な正数 $\epsilon(V, U)$ を選ぶと、

$\emptyset(e)\geq Cov(V, \epsilon U)$ , $0<\epsilon<\epsilon(V, U)$

を成立させることができるとき、 $\phi$ を (X, $\tau$) の位相的近似次元評価関数と呼ぶ。 さらに位相的近
似次元評価関数の全体を $\Phi(X)$ もし \langle は $\Phi(X, \tau)$ で表し、 (X, $\tau$) の位相的近似次元と呼ぶ。

$F_{q}^{n}$ を $[0,1]^{n}$ 上で定義された $q$ 回連続微分可能な実数値 $n$ 変数関数の全体とする。 さらに、
$F_{q}^{n}([0,1]^{n})$ 上のノルムを

$||f||_{n,q}= \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\sup_{i\in[0,1]}\sum_{n_{k=0|}}^{q}\sum_{\tilde{\mathfrak{a}}|=k}|\frac{\partial^{k}}{\partial^{\alpha_{1}}x_{1}\cdots\partial^{\alpha_{n}}x_{n}}f(\vec{x})|$ , $f\in F_{q}^{n}([0,1]^{n})$

と定義すると ‘ ($F_{q}^{n}([0,1]^{n})$ , $||$ . $||_{n,q}$) は Banach空間となることが知られている。 これらの結果
を用いて、次\emptyset \not\in B\hslash s,\tau -‘8れる。 以下、 $m,n,p,$ $q\in \mathrm{N}$ とする。

定理 2.

$m/p<n/q$ が成立するとき、 $F_{q}^{n}([0,1]^{n})$ と $\text{」_{}p}m([0, 1]^{m})$ を同型にする位相写像で、両空間の–様
ノルムを同値にするものは存在しない。

証明. $rr\iota=2,7\mathrm{t}=3$ の場合についてのみ証明する。一般の場合も同様にして証明可能である。
$\Phi_{\mathrm{p}}^{m}([0,1]^{m})$ および $\Phi_{q}^{n}([0,1]^{n})$ をそれぞれBanach空間 $F_{\mathrm{p}}^{m}([0,1]^{m}, ||\cdot||_{m,\mathrm{p}})$ および $F_{q}^{n}([0,1]^{n},$ $||\cdot$

$||_{m,p})$ の近似的位相次元とする。以下では、 $F_{q}^{n}([0,1]^{n})$ 上で定義され $F_{\mathrm{p}}^{m}([0,1]^{m})$ に値をとる位相
写像 $h$ の存在を仮定して矛盾を導く。任意の正数 $c$ に対して, $W_{q}^{n}([0,1]^{n},$ $c\rangle$ を $[0,1]^{n}$ 上で定義さ
れた $q$ 回連続微分可能な関数で,第 $0$ 階から第 $q$ 階までの全ての導関数が有界で, その絶対値が定
数 $c$, に因って押さえられるものの全体とする。 $K$ を $F_{\mathrm{p}}^{m}([0, 1]^{m})$ の任意のコンパクト部分集合と
する。 このとき、 ある正数 $a$ が存在して、

$K\subset\{f\in F_{p}^{m}([0,1]^{rr\iota});||f||_{m,p}\leq a\}$

が成立する。 –方、
$\{f\in F_{p}^{m}([0,1]^{m}) ; ||f||_{m,p}\leq a\}\subset W_{p}^{m}([0,1]^{m}, a)$

が成立する。 ここで位相写像 $h$ が、 $F_{q}^{n}([0,1]^{n})$ および $F_{p}^{m}([0,1]^{m})$ 上で定義される–様ノルムを
同値にするという仮定より、 ある適当な正定数 $k_{1},$ $k_{2}$ をうまく選ぶと、

$k_{1}||f\leq||||h(f)||\leq k_{\mathit{2}}||f||$ , $f\in F_{q}^{n}([0,1]^{n})$
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という不等式が成立する。 したがって、定理 1によりある適当な正数 $B$ が存在して, 十分小さな
$\epsilon$ に対して,

$S(K, \epsilon)\leq B(\frac{1}{\epsilon})^{\frac{m}{p}}\log\frac{1}{\epsilon}$,

を成立させることができる. 従って,任意の正数 $\delta$ に対して

$d_{\delta}^{m\mathrm{p}}(\epsilon)$
$=( \frac{1}{\epsilon})^{\frac{m}{\mathrm{p}}+\delta}$ , $\epsilon>0$ ,

と定めたとき, $d_{\delta}^{m,p}$ は $F_{p}^{m}([0, 1|^{m})$ の近似的次元評価関数である. ところで,任意の正数 $c$ に対し

て 7 $W_{q^{\hslash}}([0,1]^{n},c)$ は $F_{q}^{n}([0,1]^{n})$ のコンパクト部分集合であり, さらに, ある適当な正数 $\epsilon_{b}$ および
$b$ が存在して, 十分小さな正数 $\epsilon$ に対して,

$b( \frac{1}{\epsilon})^{\mathrm{q}}\mathrm{g}\leq S(W_{q}^{\hslash}([0,1]^{n}, c),$
$\epsilon),$

$\cdot$

が成り立つ. –方, 十分小さい正数 $\delta$ に対して,

$\frac{m}{p}+\delta<\frac{n}{q}$

を成立させることができるから, このような $\delta$ に対しては, $d_{\delta}^{m,\mathrm{p}}$ ?は $F_{q}^{n}([0,1]^{n})$ の近似的次元評価
関数とならない. 以上の結果より, 両 Banach空間の近似的位相次元が異なることが示されたため,
$(F_{q^{\hslash}}([0,1]^{n}),$ $||\cdot||_{n,q})$ と $(F_{p}^{m}([0,1]^{rn}),$ $||\cdot||_{m,\mathrm{p}})$ は位相同型とはならない. 口

註 1. 近似的位相次元は、与えられた 2つの線形位相空間の同型問題に関する不変量として知ら
れており、参考文献 [3] に、 Kolmogorov の結果である r開領域上で定義された多変数解析関数族
にコンパクト開位相を導入して構成される位相空間の同型問題 J が具体例として記載されている。
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