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1 序論

$H$ を H丑 bert 空間, $C$ を $H$ の空でない面心部分集合とし, $T$ は $C$ から $C$ への非拡大写

像とする. このとき, $x_{1}=x\in C,$ $n\in \mathrm{N}$ に対して

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})Tx_{n}$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ を Halpern 型点列と呼ぶ ここで, $\{\alpha_{n}\}$ は $[0,1]$ の数列であ

る. Halpern [9] によって導入されたこの点列は, 非拡大写像 $T$ の不動点近似法の–つ

として知られている. 1992年, Wittmann [30] は, Hilbert 空間において Halpern 型点

列 $\{x_{n}\}$ が強収束することを証明した. その後, Shioji-Takahashi [25] は, ある Banach
空間において Halpern 型点列 $\{x_{n}\}$ が強収束することを証明し, Wittmann [30] より

も –般的な結果を得た. これらに関連する結果としては, 例えば, Takahashi-Kim [27],

Atsushiba-Takahashi [2] 等がある.

$H$ を Hilbert 空間, $C$ を $H$ の空でない閉凸集合とし, $A$ を $C$ から $H$ への単調作用素と

する. このとき, すべての $v\in C$ に対して

$(v-u,$ $Au\rangle\geq 0$

が成り立つとき, $u\in C$ を変分不等式の解といい, その解の集合を $\mathrm{V}\mathrm{I}(C, A)$ で表す. 変

分不等式の解 u を見つける問題は変分不等式問題と呼ばれる. この間題に関する研究は,

Stampacchia $[17, 18]$ によって 1964年に始まり, その後, 幅広く研究が行われてきた. $P_{C}$

を $H$ から $C$ への距離射影とし, 嫁よ正の実数とする. このとき, $x_{1}=x\in C,$ $n\in \mathrm{N}$ に対

して
$x_{n+1}=P_{C}(x_{n}-rAx_{n})$
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で定義される偶列 $\{x_{n}\}$ によって変分不等式の解を見つける手法は, 射影法と呼ばれる.
$\mathrm{I}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{k}\mathrm{a}-\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{a}s$ hi [10] は, 逆強単調作用素に関する変分不等式の解を求めるために,

Halpern 型点列に射影法を取り込んだ新たな点列を考察し, 次のような定理を得た.

定理 1.1 ([10]). $C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とし, $\alpha>0$ とする. $A$ を

$C$ から $H$ への $\alpha$-逆強単調作用素, つまり, 任意の $x,$ $y\in C$ に対して

$\langle$Ax–Ay, $x-y\rangle$ $\geq\alpha||Ax-Ay||^{2}$

が成り立つとし, $\mathrm{V}\mathrm{I}(C, A)\neq\emptyset$ を仮定する. $\{\alpha_{n}\}$ は $[0,1]$ の数列で,

$narrow\infty 1\mathrm{i}\mathrm{m}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}$ $\alpha$

$n$
$=$ $\infty$。かつ $\sum_{\mathrm{n}=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n1}<\infty$ (1.1)

を満たすとする. $\{\lambda_{n}\}$ はある $a>0$ に対して

$\sum_{n=1}^{\infty}|\lambda_{n+1}-\lambda_{n}|<\infty$ (12)

を満たす $[a, 2\alpha]$ の数列とする. さらに, $x_{1}=x\in C$ とし, $n\in \mathrm{N}$ に対して

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})P_{C}(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$

で点列 $\{x_{n}\}$ を定義する. このとき, $\{x_{n}\}$ は $\mathrm{V}\mathrm{I}(C, A)$ のある点 $z$ に強収束する.

この論文では, Hilbert 空間における変分不等式問題を拡張した次のような問題 [1] を取

り扱い, 定理 11の拡張を議論する.

問題 1.2. $E$ を smooth な Banach空間とし, $E^{*}$ を $E$ の相対空間とする. $\langle x, f\rangle$ で $x\in E$

における $f\in E^{*}$ の値を表す. $C$ を空でない $E$ の詔旨部分集合とし, $A$ を $C$ から $E$ への

増大作用素とする. このとき, すべての $v\in C$ に対して

$\langle$Au, $J(v-u)\rangle$ $\geq 0$

を満たす $u\in C$ を求めよ. ただし, $J$ は $E$ 上の相対写像である.

問題 L2の解 $u\in C$ の集合を $\mathrm{S}(C, A)$ で表す. つまり,

$\mathrm{S}(C, A)=$ {$u\in C$ : すべての $v\in C$ に対して $\langle$ Au, $J(v-u)\rangle\geq 0$}.

この問題は, 非拡大写像の不動点問題, 増大作用素のゼロ点を求める問題等と関連がある

[1]. 問題 12の解を求めるために, 次のような点列 $\{x_{n}\}$ を考える. $x_{1}=x\in C,$ $n\in \mathrm{N}$ に
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対して
$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})Q_{C}(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$ . (1.3)

ここで, $Qc$ は $E$ から $C$ の上へのサニー非拡大射影であり, {\alpha 擁は $[0,1]$ の数列, $\{\lambda_{n}\}$

は正の実数列である. そして, ある Banach 空間において, [10] で得られた強収束定理 (定

理 11) の拡張 (定理 3.1) が得られることを述べる. さらに, その応用についても言及する.

2 準備

$E$ をそのノルムが $||\cdot||$ で表される Banach空間とし, $E^{*}$ を $E$ の相対空間とする. $x\in E$

における $f\in E^{*}$ の値を $\langle x, f\rangle$ で表す. 正の整数全体の集合を $\mathrm{N}$ で表す.

$q>1$ とする. 各 $x\in E$ に対して, 次式で定義される $E$ から $2^{E}$ への写像 $J_{q}$ を (一般

化された) 相対写像という.

$J_{q}(x)=\{x^{*}\in E^{*} : \langle x, x^{*}\rangle=||x||^{q}, ||x^{*}||=||x||^{q-1}\}$ , $\forall x\in E$ .

特に, $J_{2}$ を単に $J$ と表し, (正規化された) 相対写像という. $x\neq 0$ のとき, $J_{q}(x)=$

$||x||^{q-2}J(x)$ であり, $E$ が Hilbert 空間の場合, $J$ は $E$ 上の恒等写像 $I$ である. この相対

写像 $J$ は $E$ のノルムの微分可能性と多いに関わりを持つ. $U=\{x\in E:||x||=1\}$ とす

るとき, すべての $x,$ $y\in U$ に対して

$\lim_{tarrow 0}\frac{||x+ty||-||x||}{t}$ (2.1)

が常に存在するとき, $E$ のノルムは G\^ateaux 微分可能であるといわれる. このとき,

Banach 空間 $E$ は smooth であるともいわれる. $E$ が smooth であるならば, 相対写像 $J$

は–価となる. 任意の $y\in U$ に対して極限 (2.1) が $x\in U$ に対して–様に存在するとき,
$E$ のノルムは uniformly G\^ateaux 微分\urcorner D能でるといわれる. $x,$ $y\in U$ に対して–様に極

限 (2.1) が存在するとき, $E$ は uniformly smooth であるという [26].
次式で定義される関数 $\rho:[0, \infty)arrow[0, \infty)$ は, Banach 空間 $E$ の modulus of smooth-

naes と呼ばれる.

$\rho(\tau)=\sup\{\frac{1}{2}(||x+y||+||x-y||)-1$ : $x,$ $y\in E,$ $||x||=1,$ $||y||=\tau\},$ $\forall\tau\in[0, \infty)$ .

$E$ が uniformly smooth であるための必要十分条件は, $\lim_{\tauarrow\infty}\rho(\tau)/\tau=0$ であること

が知られている. $q$ を $1<q\leq 2$ となる実数とする Banach 空間 $E$ が q-uniformly
smooth(q-US) であるとは, ある定数 $c>0$ が存在し, すべての $\tau>0$ に対して, $\rho(\tau)\leq$
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$c\tau^{q}$ が成り立つときをいう. この性質については, 例えば, [3] または [29] を参照するとよ
い. q-US な Banach 空間については, 次の定理が知られている $[3, 4]$ :

定理 2.1 ([3, 4]). $E$ を Banach 空間, $q$ を $1<q\leq 2$ となる実数とする このとき, $E$

が qq-US であるための必要十分条件は, ある定数 $K\geq 1$ が存在し, すべての $x,$ $y\in E$ に対

して

$\frac{1}{2}(||x+y||^{q}+||x-y||^{q})\leq||x||^{q}+||Ky||^{q}$ (2.2)

が成り立つことである.

不等式 (2.2) を成り立たせるもっとも良い定数 $K$ は, $E$ の q-uniformly smoothn\’es

constant と呼ばれる [3]. 定理 2.1を使うと次の補助定理を示すことができる.

補助定理 2.2 ([$1]). $E$ を Banach 空間, $q$ を $1<q\leq 2$ となる実数とし, $E$ は q-US で

あるとする. このとき, すべての $x,$ $y\in E$ に対して

$||x+y||^{q}\leq||x||^{q}+q\langle y, J_{q}(x)\rangle+2||Ky||^{q}$

が成り立つ. ここで, $J_{q}$ は $E$ の–般化された相対写像であり, $K$ は $E$ の q-uniformly
smoothn\’es constant である.

Banach 空間 $E$ が–様凸であるとは, 各 $\epsilon\in(0,2]$ に対して, ある $\delta>0$ が存在し, 任意

の $x,$ $y\in U=\{x\in E:||x||=1\}$ に対して

$||x-y||\geq\epsilon$ ならば $\mathrm{I}\mathrm{I}^{\frac{x+y}{2}||}\leq 1-\delta$

が成り立つときをいう. また, $x,$ $y\in$ U(ただし, $x\neq y$ ) に対して, 常に $||x+y||<,2$ であ

るとき, $E$ は狭義凸であるといわれる. $E$ が $E=(E^{*})^{*}$ を満たすならば, $E$ は回帰的であ

るといわれる. 一様凸な Banach 空間は, 狭義凸かつ回帰的であることが知られている.

$E$ を Banach 空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とする このとき, $C$ から $C$

への写像 $T$ が非拡大であるとは, すべての $x,$ $y\in C$ に対して

$||Tx-Ty||\leq||x-y||$

が成り立つときをいう. $T$ の不動点集合を $\mathrm{F}(T)$ で表す 狭義凸な Banach 空間では,

$\mathrm{F}(T)$ は閉開集合である [26]. Banach 空間 $E$ の空でない閉凸集合 $C$ が正規構造を持つと

は, 2点以上からなる $C$ の有界閉凸集合 $D$ に対して, 点 $z\in D$ が存在し

$\sup\{||z-y|| : y\in D\}<\sup\{||x-y|| : x, y\in D\}=\delta(D)$
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となることである. 一様凸な Banach 空間の閉凸集合および Banach 空間のコンパクト
凸集合は正規構造を持つことが知られている [26]. 次の定理は Kirk[15] によって証明さ
れた.

定理 2.3 (Kirk [15]). $E$ を回帰的な Banach 空間とし, $E$ の有界閉凸集合 $C$ は正規構

造を持つとする. $T$ を $C$ から $C$ への非拡大写像とする. このとき, $\mathrm{F}(T)\neq\emptyset$ である.

$C$ を Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とし, $D$ を $C$ の部分集合とする. このと

き, $C$ から $D$ の上への写像 $Q$ がサニーであるとは, 任意の $x\in C$ と $t\geq 0$ に対して

$Q(Qx+t(x-Qx))=Qx$

が成り立つことである. また, $C$ から $D$ の上への写像 $Q$ が射影であるとは, 任意の $x\in C$

に対して, $Qx=x$ が成り立つことである. $D$ が $C$ のサニー非拡大レトラクトであるとは,
$C$ から $D$ の上へのサニー非拡大射影が存在するときをいう. サニー非拡大射影の存在に

ついては, 次の定理 [16] が知られている.

補助定理 2.4 ([16]). $E$ を–様凸かっ uniformly smooth な Banach 空間とし, $C$ を $E$

の空でない閉凸部分集合とする. $T$ を $C$ から $C$ への非拡大写像とし, $\mathrm{F}(T)\neq\emptyset$ とする.

このとき, $F(T)$ は $C$ のサニー非拡大レトラクトである.

次の補助定理 [22] は, サニー非拡大射影の–つの特徴づけを述べている.

補助定理 2.5 ([22], [7]). $C$ を smooth な Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とす

る. $Q_{C}$ を $E$ から $C$ の上への射影とする. このとき, $Q_{C}$ がサニー非拡大であることと,

任意の $x\in E$ と $y\in C$ に対して

$\langle x-Qcx, J(y-Q_{C^{X}})\rangle\leq 0$

が成り立つことは同値である.

$E$ が Hilbert 空間のとき, $E$ から $C$ の上へのサニー非拡大射影 $Qc$ は, $E$ から $C$ の上へ

の距離射影と–致することが知られている.
$E$ を Banach 空間, $C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とする. $C$ から $E$ への作用素 $A$ が

増大作用素であるとは, 任意の $x,$ $y\in C$ に対して, ある $j(x-y)\in J(x-$ のが存在して
$\langle Ax-Ay,j(x-y)\rangle\geq 0$

が成り立つときをいう. 問題 12の解はサニー非拡大射影を使って次のように特徴づけら
れる [月.
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補助定理 2.6 ([1]). $C$ を smooth な Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とする.
$Q_{C}$ を $E$ から $C$ の上へのサニー非拡大射影とし, $A$ を $C$ か日 $E$ への増大作用素とする.

このとき, 任意の $\lambda>0$ に対して

$\mathrm{S}(C, A)=\mathrm{F}(Q_{C}(I-\lambda A))$

が成り立つ. ここで, $\mathrm{S}(C, A)$ は, 問題 12の解の集合である.

本論文では, smooth な Banach 空間において, Hilbert 空間における逆強単調作用素の
つの–般化である次のような作用素を取り扱う. $C$ を smooth な Banach 空間 $E$ の部

分集合とし, $\alpha>0$ とする. $C$ から $E$ への作用素 $A$ が \alpha 逆強増大作用素 [1] であるとは,
すべての $x,$ $y\in C$ に対して

$\langle$Ax–Ay, $J(x-y)\rangle$ $\geq\alpha||Ax-Ay||^{2}$ (2.3)

が成り立つときをいう. $E$ が Hilbert 空間のとき, 逆強増大作用素は, 逆強単調作用素

[6, 13, 19] である. 不等式 (2.3) から, すべての $x,$ $y\in C$ に対して

$|| \dot{A}x-Ay||\leq\frac{1}{\alpha}||x-y||$

が成り立つことがわかる. 2-US な Banach 空間において, 逆強増大作用素は次のような性

質を持つ.

補助定理 2.7 ([1]). $C$ を 2-US な Banach 空間 $E$ の空でない閉凸集合とする. $\alpha>0$ と

し, $A$ を $C$ から $E$ への \alpha 逆強増大作用素とする. $\lambda$ を $0<\lambda\leq\alpha/K^{2}$ を満たす実数とす

る. このとき, $I-\lambda A$ は $C$ から $E$ への非拡大写像である ここで, $K$ は $E$ の 2-uniformly

smoothness constant である.

証明. 補助定理 22と $A$ の定義 (2.3) より, 任意の $x,$ $y\in C$ に対して, 次の不等式が成り
立つ.

$||(I-\lambda A)x-(I-\lambda A)y||^{2}=||(x-y)-\lambda(Ax-Ay)||^{2}$

$\leq||x-y||^{2}-2\lambda\langle Ax-Ay, J(x-y)\rangle$

$+2K^{2}\lambda^{2}||Ax-Ay||^{2}$

$\leq||x-y||^{2}-2\lambda\alpha||Ax-Ay||^{2}+2K^{2}\lambda^{2}||Ax-Ay||^{2}$

$\leq||x-y||^{2}+2\lambda(K^{2}\lambda-\alpha)||Ax-Ay||^{2}$ .

したがって, $0<\lambda\leq\alpha/K^{2}$ であることから, $I-\lambda A$ が非拡大写像であることがわか

る 口
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定理 2.3, 補助定理 26および補助定理 27の結果から, $D$ が–様凸かつ 2-US な Banach
空間 $E$ の空でない有界閉凸集合で, $E$ のサニー滴拡大レトラクトであり, さらに, $A$ が $D$

から $E$ への逆強増大作用素であるならば, $\mathrm{S}(D, A)\neq\emptyset$ であることがわかる.

3 強収束定理とその応用

本節では, $2$-US かつ–様凸な Banach 空間における逆強増大作用素に対する強収束定
理を–つ紹介し, その後, その応用をいくつか述べる. この定理の証明の本質的な部分は,
Shioji-Takahashi [25] を参考にすることによって証明できる.

定理 3.1. $E$ を 2-US かつ–様凸な Banach 空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合と

する. $Q_{C}$ を $E$ から $C$ へのサニー非拡大射影とする. $\alpha>0$ とし, $A$ を $C$ から $E$ への $\alpha-$

下強増大作用素とし, $\mathrm{S}(C, A)\neq\emptyset$ を仮定する. $\{\alpha_{n}\}$ を (1.1) を満たす $[0,1]$ の数列とし,
$\{\lambda_{n}\}$ をある $a>0$ に対して (1.2) を満たす $[a, \alpha/K^{2}]$ の数列とする. ここで, $K$ は $E$ の

-uniformly smoothness constant である このとき, $x_{1}=x\in C$ , かつ, $n\in \mathrm{N}$ に対して

(1.3) によって定義された点列 {x訂は, $\mathrm{S}(C, A)$ のある点 $z$ に強収束する.

次に, 定理 3.1の応用を議論する. まず, 逆強増大作用素のゼロ点を求める問題に関する

つの定理を述べる.

定理 3.2. $E$ を $2$-US かっ一様凸な Btach 空間とし, $\alpha>0$ とする. $A$ を $E$ から $E$ へ

の $\alpha$-思強増大作用素とし, $A^{-1}0=$ {$u\in E$ :Au=0}\neq \emptyset を仮定する. $\{\alpha_{n}\}$ を (1.1) を

満たす $[0,1]$ の数列とし, $\{\lambda_{n}\}$ をある $a>0$ に対して (1.2) を満たす $[a, \alpha/K^{2}]$ の数列と

する. ここで, $K$ は $E$ の 2-uniformly smoothness constant である. $x_{1}=x\in E$ とし,
$n\in \mathrm{N}$ に対して

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$

として点列 $\{x_{n}\}$ を定義する. このとき, 点列 {x訂は $A^{-1}0$ のある点 $z$ に強収束する.

証明. $E$ 上の恒等写像月よ $E$ から $E$ の上へのサニー非拡大射影である. つまり, $Q_{E}=I$ .
よって,

$x_{\mathrm{n}+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$

$=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})Q_{E}(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$ .

を得る. また, $S(E, A)=A^{-1}0$ である. ここで定理 3.1を使うと, {x訂は $A^{-1}0$ のある

点 $z$ に強収束することが示せる. 口
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定理 3.1の二つ目の応用として, 狭義擬縮小写像 (strictly pseudocontractive maPPing)

の不動点を求める問題を考える. $k$ を $0\leq k<1$ を満たす実数とし, $C$ を Banach 空間 $E$

の空でない部分集合とする. このとき, $C$ から $C$ への写像 $T$ が $k$-狭義擬縮小写像 $[6, 21]$

であるとは, 任意の $x,$ $y\in C$ に対して, ある $j(x-y)\in J(x-y)$ が存在して,

$\langle$Tx–Ty, $j(x-y)\rangle$ $\leq||x-y||^{2}-\frac{1-k}{2}||(I-T)x-(I-T)y||^{2}$ (3.1)

が成り立つときをいう. 不等式 (3.1) は,

$\langle(I-T)x-(I - T)y,j(x-y)\rangle\geq\frac{1-k}{2}||(I-T)x-(I-T)y||^{2}$

と変形できるので, $T:Carrow C$ が $k$-狭義擬縮小写像であるならば, $I-T$ は $C$ から $E$ へ

の (l–k)/2-逆強増大作用素であることがわかる.

定理 8.8. $E$ を $2$-US かっ一様凸な Banach 空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合で $E$

のサニー非拡大レトラクトとする. $k$ を $0\leq k<1$ を満たす実数とし, $T$ を $C$ から $C$ へ

の $k$-狭義擬縮小写像とし, $\mathrm{F}(T)=\{x\in C:Tx=x\}\neq\emptyset$ を仮定する. $\{\alpha_{\mathrm{n}}\}$ を (11) を

満たす $[0,1]$ の数列とし, $\{\lambda_{n}\}$ をある $a>0$ に対して (1.2) を満たす $[a, \alpha/K^{2}]$ の数列と

する. ここで, $K$ は $E$ の 2-uniformly smoothnaes constant である. $x_{1}.=x\in C$ , かつ,

$n\in \mathrm{N}$ に対して
$x_{\mathrm{n}+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})((1-\lambda_{n})x_{n}+\lambda_{n}Tx_{n})$

によって羅列 $\{x_{n}\}$ を定義する. このとき, 点列 $\{x_{n}\}$ は $\mathrm{F}(T)$ のある点 $z$ に強収束する.

証明. 仮定より, $I-T$ は $C$ から $E$ への $(1 -k)/2$-逆強増大作用素である. また,

$\mathrm{F}(T)=\mathrm{S}(C, \dot{I}-T)\text{であることは容易に確}\mathrm{B}^{\mathrm{a}}$. められる. ここで, $Qc$ を $E$ から $C$ の上へ

のサニー非拡大射影とすると, 各 $n\in \mathrm{N}$ に対して

$(1-\lambda_{n})x_{n}+\lambda_{n}Tx_{n}=Q_{C}(x_{n}-\lambda_{n}(I-T)x_{n})$

が成り立つ. したがって, 定理 31より, $\{x_{n}\}$ は $\mathrm{F}(T)=\mathrm{S}(C, I-T)$ のある点 $z$ に強収

束する 口
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