
AMPLITUDE ET POSITIVIT\’E DES FIBR\’ES VECTORIELS $l\mathrm{i}\mathrm{O}\mathrm{L}\mathrm{O}\mathrm{M}\mathrm{O}\mathrm{R}\mathrm{P}l\mathrm{I}\mathrm{E}\mathrm{S}$

CHRISTOPHE MOUROUGANE

1. INTRODUCTION

Tous les r\’esultats \’enonc\’es dans la troisi\‘eme partie ont $6\mathrm{t}6$ obtenus en collaboration avec Shi-
geharu Takayama de l’Universit\’e de Tokyo (Graduate School of Mathematical $\mathrm{S}\mathrm{c}_{\dot{\mathrm{i}}}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{s}$ ).

math. $h\mathrm{G}/0505324$

1.1. La question de Griffiths. On rappelle quelques d\’efinitions classiques. Sur une $\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}6\mathrm{t}6$

analytique complexe $X$ , un fibr6 vectoriel holomorphe $E$ est dit globalement engendrd si pour
tout point $x$ de $X$ , l’application d’\’evaluation des sections globales $H^{0}(X, E)arrow E_{x}$ est surjec-
tive. Le fibr6 $E$ est dit semi-ample si une de ses puissances $\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}6\alpha \mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{s}S^{k}E$(avec $k\in \mathrm{N}^{\star}$) est
globalement $\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{r}6\mathrm{e}$. Le $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{r}6E$ est dit tr\‘es ample si pour tout point $x$ de $X$ , l’application
d’\’evaluation des sections globales $H^{0}(X, E)arrow J^{1}E_{x}$ sur les jets d’ordre 1 en $x$ est $\mathrm{s}\mathrm{u}\dot{\eta}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}$

et pour tout couple $(x, y)$ de $X\cross X-\Delta_{X}$ , l’application d’\’evaluation $H^{0}(X, E)arrow$ $E_{x}\oplus E_{y}$ est
surjective. Le fibr\’e $E$ est dit ample si une de ses puissances sym\’etriques $S^{k}E$ (avec $k\in \mathrm{N}^{*}$ ) est
tr\‘es ample. Hartshorne [10] a montr\’e que cette d\’efinition est $6\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}$ a l’amplitude du fibr6
en droites quotient universel $O_{E}(1)arrow \mathrm{P}(E)$ sur la vari6t6 $\mathrm{P}(E)arrow X\pi$ des quotients de rang 1
de $E$ . L’amplitude de ce fibr\’e en droites $6\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{t}$ par le th6or\‘eme de plongement de Kodaira a
l’existence d’une m\’etrique \‘a courbure strictement positive sur $O_{E}(1)$ .

On cherche une $\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}6\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$en terme de $\mathrm{m}6\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{s}$ hermitiennes de l’amplitude des $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{r}6\mathrm{s}$

vectoriels. Puisque l’espace total $O_{E}(-1)$ est l’\’eclat\’e de l’espace total $E^{\star}$ le long de sa section
nulle, une m\’etrique hermitienne sur $O_{E}(1)$ fournit seulement une $\mathrm{m}6\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}$ de Finsler sur $E$.

On note que si $h$ est une m\’etrique hermitienne sur $E$ et $h_{q}$ la m\’etrique quotient sur $O_{E}(1)$

alors apr\‘es le choix d’un rep\‘ere holomorphe normal de $(E, h)$ , la courbure de la connexion de
Chern $\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{i}6\mathrm{e}$ est donn\’ee en $(x, [a^{\star}])$ par

$\Theta(O_{E}(1), h_{q})$ $=$
$\frac{\sqrt{-1}}{2\pi}\partial\overline{\partial}1o\mathrm{g}||e_{0}^{\star}+z_{1}e_{1}^{\star}+\cdots z_{r-1}e_{r-1}^{\star}||^{2}$

(1) $=$ $\Theta(O_{\mathrm{P}(E_{x})}(1), FS(h_{x}))-\frac{\langle\pi^{\star}\Theta(E^{\star}h))a^{\star},a^{\star}\rangle}{\langle a^{\star},a^{\star}\rangle}$.

Ici, $a^{\star}$ est la variable qui param\‘etre les quotients de rang 1 de $E$ et $FS(h_{x})$ la m6nique de
Fubini-Study $\mathrm{d}6\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}$ du produit scalaire hermitien $h_{x}$ sur $E_{x}$ .

On est ainsi amen6 \‘a poser les $\mathrm{d}6\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}$ suivantes. Une $(1, 1)$ -forme $\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{t}e\mathrm{m}6\mathrm{e}\Theta$ sur un es-
pace vectoriel complexifi\’e $T_{\mathbb{C}}=T\otimes \mathbb{C}$ \‘a valeurs dans l’espace des endomorphismes hernitiens
d’un espace vectoriel hermitien (V, $\langle$ , $\rangle$ ) est dite strictementpositive au sens de Griffiths si

$\forall\xi\otimes v\in T_{\mathrm{C}}\otimes V-\{0\},$ $\langle(\xi,\overline{\xi})\rfloor\ominus v,v\rangle>0$ .
On notera $\Theta>_{\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}}0$ . La forme $\Theta$ est dite strictement positive au sens de Nakano si, $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}6\mathrm{r}6\mathrm{e}$

comme forme $\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}6\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{e}$ a $\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}6\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}$ hermitienne sur $T_{\mathbb{C}}\otimes V$ , elle est $\mathrm{d}6\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{e}$ positive.
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D\’eflnition 1. [8] Un fibr\’e vectoriel holomorphe $E$ sur une $\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}6\mathrm{t}6$ analytique complexe lisse
$X$ est dit strictement positif au sens de Griffiths (resp. strictement positif au sens de Nakano)
s’il peut \^etre muni d’une $\mathrm{m}6\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}h$ hermitienne de classe $C^{\infty}$ dont la courbure de Chem,
$(1, 1)$ -forme diff\’erentielle \‘a valeurs dans le fibr\’e des endomorphismes hermitiens de $(E, h)$ ,
est strictement positive au sens de Griffiths (resp. strictement positive au sens de Nakano) en
tout point de $X$ .

Par exemple, tout fibr6 globalement engendr6 est semi-positif au sens de Griffiths, son dual
est m\^eme semi-n\’egatif au sens de Nakano. Si $A$ est un fibr6 en droites ample et si $E\otimes A^{-1}$ est
globalement engendr6 alors $E$ est strictement positif au sens de Griffiths. Un fibr6 ff\‘es ample
est strictement positif au sens de Griffiths. La positivit6 au sens de Nakano (utile pour les th6o-
r\‘emes d’annulation de cohomologie) implique la positivit6 au sens de Griffiths (g\’eom6trique).
D’autre part, une $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}6\mathrm{t}6$ \’etablie dans [4] montre en particulier que si $E$ est un fibr6 vectoriel
hermitien semi-positif au sens de Griffiths, alors $E\otimes\det E$ est semi-positif au sens de Nakano.

La formule 1 montre que la stricte positivit\’e au sens de Griffiths implique l’amplitude. La
question de P. A. Griffiths [8, problem (0.9)] est la r\’eciproque.

$E$ ample $\Leftrightarrow$ $O_{E}(1)$ ample
La question de Griffiths $\Downarrow$ ?

$E>_{\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}}0$ $\Rightarrow$

$o_{E}(\mathrm{L})>_{\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}}0\mathrm{Q}$

H. Umemura [17] et ind\’ependamment F. Campana et H. Flenner [3] en se ramenant au cas
des $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{r}6\mathrm{s}$ amples et stables ont montr6 que la stricte positivit6 au sens de Griffiths $\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}6\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}$

l’amplitude sur les courbes.

1.2. Comparaison amplitude et posltlvltl Les th\’eor\‘emes connus d’annulation de groupes
de cohomologie sont les m\^emes sous les hypoth\‘eses d’amplitude et de positivit\’e au sens de
Griffiths.

La construction de m\’etriques sur un fibr\’e vectoriel permet l’utilisation de la $\mathrm{t}\mathrm{h}6\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}$ de Morse
pour le calcul de groupes d’homotopie de sous $\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}6\mathrm{t}6\mathrm{s}$ ou de rev\^etements a partir de l’homoto-
pie d’un espace (voir par exemple [6] et [13, Chapitre 7]).

On consid\‘ere $Z$ le lieu des $\mathrm{z}6\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{s}$ d’une section holomorphe de $E$ et $Z^{\star}$ le lieu des $\mathrm{z}6\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{s}$ de
la section correspondante de $O_{E}(1)$ . On suppose d’abord que $E$ est ample. Comme la vari\’et6
affine $\mathrm{P}(E)-Z^{\star}$ est un fibr6 en fibre $\mathbb{C}^{r-1}$ sur $X-Z$, on obtient l’annulation des groupes
d’homologie relative $H^{:}(X, Z)$ en degr\’e $i\leq\dim X$ -rang $E$ (th\’eor\‘eme de Sommese).

On suppose maintenant que $(E, h)$ est strictement positif au sens de Griffiths, et que $Z$ est
lisse de codimension $6\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{e}$ au rang de $E$ . L’application $x$ ト\rightarrow h(s(x)) dont le hessien est

$\frac{\sqrt{-1}}{2\pi}\partial\overline{\partial}h(s(x))=-\langle\Theta(E, h)s(x), s(x)\rangle_{h}+\frac{\sqrt{-1}}{2\pi}\langle ds(x),ds(x)\rangle_{h}$

a un indice (i.e. le nombre de valeurs propres strictement $\mathrm{n}6\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{s}$ du hessien) au moins
$\dim X$ –rang $E+1$ en chaque point critique de $X-Z$. On obtient donc l’annulation des
groupes d’homotopie relative $\pi:(X, Z)$ en degr\’e $i\leq\dim X$ -rang $E$ .

Pour les rev\^etements, le lemme cl\’e est
LEMME. –Si $(E, h)$ est strictement positif au sens de Griffiths et si $S$ est une sous-varidtd

de $E-X\cross\{0\}$ alors en tout point critique de $h_{|S}$ l’indice est au moins $\dim S-(\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}E-1)$ .
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On note simplement que l’espace tangent a $S$ en un point $p$ critique de $h_{|S}$ ne contient pas
tout $E_{p}$ car $h_{|E_{\mathrm{p}}}$ quadratique admet $0$ comme seul point critique.

2. LE TRANSPORT DE POS[TIVIT\’E PAR IMAGE DIRECTE

Puisque par $\pi$ : $\mathrm{P}(E)arrow X$ , le faisceau image directe $\pi_{\star}O_{E}(1)$ est (le faisceau des sec-
tions holomorphes locales de) $E$, la question de Griffiths se formule en termes de transport de
positivit6 par image directe.

On rappelle que l’image directe d’un faisceau $\mathcal{F}$ sur $X$ par un morphisme $f$ : $Xarrow \mathrm{Y}$ de
vari\’et6s analytiques complexes est le faisceau $f_{\star}F$ sur $\mathrm{Y}$ des sections relatives $\mathrm{d}6\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}$ sur tout
ouvert $U$ de $\mathrm{Y}$ par $f_{\star}F(U):=F(f^{-1}(U))$ .

Par exemple, la $\mathrm{d}6\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ d’un $\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{n}6\mathrm{m}\mathrm{e}P_{2m}(z)$ de degr6 $2m$ en une variable complexe
$z$ en $P_{2m}(z)=Q_{m}(z^{2})+zR_{m-1}(z^{2})$ donne $1’ 6\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}6f_{\star}(O_{\mathrm{F}_{\mathrm{c}}^{1}}(2m))=O_{\mathrm{F}_{\mathrm{C}}^{1}}(m)\oplus O_{\mathrm{P}_{\mathrm{C}}^{1}}(m-1)$

pour le morphisme $f$ : $\mathrm{P}_{\mathbb{C}}^{1}arrow \mathrm{P}_{\mathrm{C}}^{1},$ $z\mapsto z^{2}$ . De m\^eme, $f_{\star}(O_{\mathrm{F}_{\mathrm{C}}^{1}}(2m+1))=O_{\mathrm{P}_{\mathrm{C}}^{1}}(m)\oplus O_{\mathrm{P}_{\mathrm{C}}^{1}}(m)$

et $f_{\star}(O_{\mathrm{P}_{\mathrm{C}}^{1}}(1))$ n’est pas ample.
On souligne que le calcul des classes de Chern d’une image directe se fait par le th6or\‘eme de

Riemann-Roch-Grothendieck. Le transport de positivit6 par image directe est donc en $\mathrm{g}6\mathrm{n}6\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l}$

difficile \‘a v\’erifier.
On $\mathrm{p}\mathrm{r}6\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}e$ ici dans des cas $\mathrm{t}\mathrm{r}6\mathrm{s}$ simples, quelques unes des techniques qui ont $6\mathrm{t}6\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{s}6\mathrm{e}\mathrm{s}$

pour obtenir ce type de $\mathrm{r}6\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{s}$. On note que ces r\’esultats servent par exemple pour \’etudier

la projectivit6 de certains espaces de modules, la conjecture d’Iitaka de sous-additivit6 des di-
mensions de Kodaira dans les fibrations et l’existence de fibres singulibres dans les familles non
isotriviales de surfaces minimales de type g\’en\’eral $\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}6\mathrm{t}\mathrm{r}6\mathrm{e}\mathrm{s}$ par une courbe rationnelle ou
elliptique [14].

Le th\’eor\‘eme d’annulation de Kodaira permet par utilisation du crit\‘ere de Castelnuovo-Mumford
sur l’engendrement par Ies sections globales de montrer que si $L$ est un fibr6 en droites ample
sur une vari\’et6 $X$ projective lisse et si $F$ : $Xarrow \mathrm{Y}$ est une submersion sur une $\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}6\mathrm{t}6$ pro-
jective lisse alors $f_{\star}(K_{\mathrm{x}/Y}\otimes L)$ est localement libre et ample. On utilise les produits fibr\’es de
plusieurs copies de $Xarrow Y$ . On peut aussi simplement en $\mathrm{d}6\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{e}$ que si $E$ est un fibr6 vectoriel
ample sur $\mathbb{P}$ , alors $S^{k}E\otimes\det E\otimes O_{\mathrm{F}}*(-1)$ est globalement engendr6 et $S^{k}E\otimes\det E$ est donc
strictement positif au sens de Griffiths.

Le th\’eor\‘eme d’annulation de J. Kolldr [12] (qui affirme que les faisceaux $\mathcal{R}^{q}f_{\star}(\Omega_{X}^{p})$ sont
sans torsion et peuventjouer le $\mathrm{r}6\mathrm{l}\mathrm{e}$ de $K_{Y}$ dans les th6or\‘emes d’annulation) permet de montrer
que sous les m\^emes hypoth\‘eses $f_{\star}K_{X/Y}$ est $\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}6\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}e\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ effectif. C’est \‘a dire que pour toute
application $\iota$ d’une courbe $C$ dans $\mathrm{Y}$ , tout quotient de rang 1 de $\iota^{\star}f_{\star}(K_{X/Y})$ est de degr6 positif
ou nul. Les deux types de $\mathrm{r}6\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{s}$ pr\’ec\’edents ont $\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{n}6\mathrm{s}$ lieu \‘a beaucoup de g\’en6ra1isations
notamment par Y. Kawamata et E. Viehweg.

On peut citer les r\’esultats de B. Berndtsson [1]. Dans un contexte local, il montre en particu-
lier que si $T$ et $\Omega$ sont deux ouverts de $\mathbb{C}^{N}$ et $\mathbb{C}^{n}$ et si $\Phi$ est une fonction strictement pluri-sous-
harnonique $C^{\infty}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{n}6\mathrm{e}$ sur $T\cross\Omega$ alors le fibr\’e trivial $T\cross B$ de fibre l’espace des fonctions
holomorphes $L^{2}$ sur $\Omega$ avec la $\mathrm{m}6\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}$ sur $B_{t}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{n}6\mathrm{e}$ par 11 $f||_{t}^{2}:= \int_{\Omega}|f|^{2}e^{-\Phi(t,.)}$ est a courbure
smctement positive au sens de Nakano. $\mathrm{L}’ \mathrm{i}\mathrm{d}6\mathrm{e}$ est de $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}6\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{r}T\cross B$ comme sous-fibr6 du
fibr6 trivial $T\cross L^{2}$ de fibre l’espace des fonctions $L^{2}$ sur St avec la m\^eme $\mathrm{m}6\alpha \mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}$. Pour le
calcul de la courbure de $T\cross B$ il faut estimer la seconde forme fondamentale de l’inclusion
$T\cross B\subset T\cross L^{2}$, ce qui revient a montrer qu’une $6\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\overline{\partial}$ peut se r\’esoudre avec estimations.
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On peut aussi citer dans un contexte plus large la $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}6\mathrm{t}6\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}6\mathrm{e}$ par M. Brunella [2]
de variation sous-harnonique de la m\’etrique de Poincar6 sur les feuilles hyperboliques d’un
feuilletage en courbes sur une surface complexe.

T. Fujita [7] a montr6 que si $f$ est un morphisme surjectif \‘a fibres connexes entre une $\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}6\mathrm{t}6$

$X\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{l}6\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{e}$ compacte et une courbe $C$ , l’image directe du faisceau canonique relatif est
$\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}6\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}e\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ effectif. Il construit pour cela des m\’etriques de Hodge \‘a l’aide de la $\mathrm{t}\mathrm{h}6\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}$

de Griffiths de variations de structures de Hodg$e$ sur la partie o\‘u le morphisme $f$ est lisse et
montre que les singularit\’es ne peuvent contribuer que positivement sur le degr6 des quotients de
rang 1 de $f_{\star}(K_{X/C})$ . C’est la d\’emarche qu’avec Shigeharu Takayama nous avons adopt\’ee pour
montrer nos r6su1tats.

3. LES RfiSULTATS
Dans le sens de la conjecture de Griffiths nous avons montr6 le

Th\’eor\‘eme 2. Soit $E$ un fibrd vectoriel ample sur une $vari\ell tP$ projective. Alors, pour tout en-
tier $k$, le fibr\’e vectoriel $S^{k}E\otimes\det E$ es$t$ strictement $po\mathrm{s}$itifau sens de Griffiths.

Ce th\’eor\‘eme n’apporte d’informations que sur les petites puissances $\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}6\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{s}$ de $E$ puisque
qu’un fibr6 tr\‘es ample est strictement positif au sens de Griffiths. Bo Beodtsson a obtenu
$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}6\mathrm{p}e\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ des $\mathrm{r}6\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{s}$ analogues [1].

$\mathrm{n}$ est $\mathrm{n}6\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{e}$ de g\’en6ra1iser la notion de positivit\’e au sens de Griffiths pour englober le cas
des m6niques qui ne sont pas de classe $C^{\infty}$ . Dans le cas de $\mathrm{m}6\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}$ hermitienne de classe $C^{\infty}$

on a remarqu6 (voir 1) que la positivit6 de Griffiths de $(E, h)$ est \’equivalente \‘a la positivit\’e de
$O_{E}(1)$ . Il est ainsi naturel de poser la

D\’eflnition 3. Une m\’etrique hermitienne continue $h$ sur un fibr\’e vectoriel holomorphe $b$ : $Earrow$

$X$ est dite \‘a courbure strictement positive au sens de Griffiths s’il existe une $(1, 1)$ -forme $\omega_{X}$

d\’efinie positive sur $X$ telle qu’au sens des courants

$- \frac{\sqrt{-1}}{2\pi}\partial\overline{\partial}\log h(\xi)\geq b^{\star}\omega_{X}$ ,

o\‘u $h$ est vue comme une fonction quadratique continue sur l’espace total $E-X\mathrm{x}\{0\}$ .
Aux points $0\theta$ la m\’etrique $h$ est de classe $C^{\infty}$ les deux notions de positivit6 au sens de Griffiths

coincident. Avec cette nouvelle d\’efinition, nous montrons le

Th\’eoreme 4. Soit $E$ un fibrd vectoriel semi-ample sur une $vari\ell td$ analytique complexe com-
pacte. Alors, pour tout entier $k$, le fibrd vectoriel $S^{k}E\otimes\det E$ a une mPtrique continue $\delta$

courbure semi-positive au sens de Griffiths.
4. LES OUTILS

4.1. Les rev\^etements cycliques. C’est la construction qui permet de formaliser l’id& due a
Ramanujam de r\’eduire des th\’eor\‘emes d’annulation pour la cohomologie de certains faisceaux
coh\’erents \‘a des propri6t6s purement topologiques [16] (voir aussi [12]). Une $\mathrm{r}6\mathrm{f}6\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}$ pour ce
paragraphe est [5, \S 3].

Soit $E$ un fibr6 vectoriel holomorphe globalement engendr6. On fixe un entier $k$ tel que
$O_{E}(k)arrow \mathrm{P}(E)$ soit globalement engendr6. Par le lemme de Bertini, toute section $\mathrm{g}6\mathrm{n}6\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}s$

de $O_{E}(k)arrow \mathrm{P}(E)$ est transverse \‘a la section nulle et $\mathrm{d}6\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}$ un diviseur lisse $D_{\epsilon}:=(s=0)$ .
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On consid\‘ere alors le rev\^etement $Y_{s}arrow \mathrm{P}(E)$ de $\mathrm{P}(E)$ totalement ramifi\’e le long de $D_{\delta}$ obtenu
en prenant la racine $k$-i\‘eme de $s$ c’est \‘a dire

$\{l\in O_{E}(1)/l^{k}=s(p(l))\}=:Y_{s}$ $\subset$ $O_{E}(1)$

$p\downarrow$

$\mathrm{P}(E)$

ou encore le spectre Spec $A_{s}$ de l’alg\‘ebre

$O_{\mathrm{P}(E)}= \oplus_{i=0}^{+\infty}O_{E}(-i)arrow A_{s}:=\frac{\oplus_{1\approx 0}^{+\infty}O_{E}(-i)}{(l^{\star}-\check{s}(l^{\star}),l^{\star}\in O_{E}(-k))}$

.

o\‘u $\check{s}$ est l’inclusion de faisceaux $O_{E}(-k)\mathrm{x}arrow O_{E}=O_{\mathrm{P}(E)}s$ . L’image directe du faisceau de struc-
ture $O_{Y_{s}}$ est $p_{\star}O_{\mathrm{Y}_{l}}=A_{\delta}\simeq\oplus_{1=0}^{k-1}\cdot O_{E}(-i)$ . Le $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{I}\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{e}\pi\circ p$ est donc \‘a fibres connexes et de
plus lisse au dessus des points $x\in X\mathrm{o}\mathrm{U}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}s_{|\mathrm{P}(E_{x})}\in\Gamma(\mathrm{P}(E_{x}), O_{E}(k))$est transverse
\‘a la section nulle. On notera $\Sigma_{\epsilon}$ le lieu discriminant de $\pi\circ p.$ L’int\’er\^et de la construction est
pour nous l’isomorphisme

$\mathcal{R}^{r-1}(\pi\circ p)_{\star}O_{Y_{l}}$ $=\mathcal{R}^{r-1}\pi_{\star}(\mathcal{R}^{0}p_{\star}O_{\mathrm{Y}}.)$

$=\mathcal{R}^{r-1}\pi_{\star}(\oplus_{1=0}^{k-1}\cdot O_{E}(-i))$

(2) $=\oplus_{i=0}^{k-1}\pi_{\star}(\omega_{\mathrm{P}(E)/\mathrm{x}}\otimes O_{E}(i))^{\star}$

$=$ $\oplus_{i=0}^{k-1}\pi_{\star}(O_{E}(i-r)\otimes\pi^{\star}\det E)^{\star}$

$=\oplus_{i=r}^{k-1}(S^{i-r}E\otimes\det E)^{\star}$

On a utilis6 la dualit6 de Serre relativement au morphisme lisse $\pi$ : $\mathrm{P}(E)arrow X$ dont le
faisceau dualisant est $\omega_{\mathrm{P}(E)/X}=O_{E}(-r)\otimes\pi^{\star}\det E$ . Cet isomorphisme pennet la construction
de m\’etriques de Hodge.

4.2. Les variations de structures de Hodge. Une $\mathrm{r}6\mathrm{f}6\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}$ pour ce paragraphe est [18].
L’existence d’une structure $\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\iota \mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{e}$ sur les termes de la filtration de Hodge de la coho-
mologie (localement constante) d’une famille lisse de vari\’et6s projectives lisses et la construc-
tion d’une pseudo-m6trique (i.e. non d\’eg\’en6r\’ee mais de signe changeant) plate sur la partie
primitive de la cohomologie fait apparaftre g6om\’etriquem$e\mathrm{n}\mathrm{t}$ des $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{r}6\mathrm{s}$ vectoriels holomorphes
hermitiens a courbure de signe $\mathrm{d}6\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}$ .

Plus pr6cis\’ement, on consid\‘ere une famille lisse $f$ : $Yarrow B$ de vari6t\’es projectives. On
fixe un degr6 $d$. Le syst\‘eme local $\mathcal{R}^{d}f_{\star}\mathbb{C}$ peut-\^etre r\’ealis6 comme le faisceau des germes de
sections horizontales du fibr6 vectoriel holomorphe $\mathrm{H}_{\mathbb{C}}^{d}$ (associ6 au faisceau localement libre)
$(\mathcal{R}^{d}f_{\star}\mathbb{C})\otimes O_{B}$ muni de la connexion plate V : $\mathrm{H}_{\mathbb{C}}^{d}arrow\Omega_{B}^{1}\otimes \mathrm{H}_{\mathbb{C}}^{d}$, la connexion de Gauss-
Manin. Par la $\mathrm{t}\mathrm{h}6\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}$ de Hodge et la semi-continuit6 $\sup 6\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}$ des dimensions, les espaces
$H^{\mathrm{p},d-p}(\mathrm{Y}_{b}, \mathbb{C})(b\in B)$ sont de dimension constante et, par la th\’eorie des $\mathrm{o}\mathrm{p}6\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{s}$elliptiques,
ils forment donc un sous-fibr\’e diff\’erentiable $\mathrm{H}^{p,d-p}$ de $\mathrm{H}_{\mathbb{C}}^{d}$ . P. A. Griffiths a montr6 qu’il faut
consid\’erer le sous fibr6 $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}6\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\oplus_{i}{}_{\geq p}\mathrm{H}^{l,d-i}$ , des classes $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{r}6\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s}$ par des formes avec
au moins $p$ variables holomorphes, pour obtenir un objet qui peut \^etre muni d’une structure
de sous-fibr6 holomorphe $\mathrm{F}^{p}$ de $\mathrm{H}_{\mathbb{C}}^{d}$ . Par un th6or\‘eme de Dolbeault relatif on peut identifier
$\mathrm{E}^{\mathrm{p}}:=\mathrm{F}^{p}/\mathrm{F}^{p+1}$ avec le fibr\’e $\mathcal{R}^{d-p}f_{\star}\Omega_{Y/B}^{p}$ .

On rappelle maintenant la construction de $\mathrm{m}6\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}$ de Hodge sur la partie primitive de $\mathrm{E}^{p}$ .
On fixe une famille $\eta_{b}(b\in B)$ de polarisations $\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{n}6\mathrm{e}$ par une section de $\mathcal{R}^{2}f_{\star}\mathbb{Z}$ , par exemple la
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famille des classes de Chern $c_{1}(L_{|Y_{b}})$ des restrictions d’un fibr6 ample $L$ sur $Y$ . Par le th\’eor\‘eme
de Lefschetz difficile, la forme bilin\’eaire sur $\mathrm{H}_{\mathbb{C}}^{d}\mathrm{d}6\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}e$ par

$S(c_{1}, c_{2}):=(-1)^{\frac{d(d-1)}{2}} \int_{\mathrm{Y}_{b}}\eta_{b}^{n-d}\wedge c_{1}\wedge c_{2}$

est non-d\’eg\’en\’er\’ee. On note $\mathrm{P}^{d}:=Ker(\eta^{n-d+1}\cup : \mathrm{H}^{d}arrow \mathrm{H}^{2n-d+2})$ la partie primitive
de la cohomologie qui, puisque la polarisation a 6t\’e choisie parall\‘ele, est aussi un sous-fibr6
$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}6\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ de $\mathrm{H}^{d}$ . Par les relations $\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}6$aires de Hodge-Riemann, $\mathrm{H}^{p,d-p}$ et $\mathrm{H}^{\mathrm{p}’,d-p’}$ sont
orthogonaux sauf si $p+p’=d$ et sur la partie primitive $\mathrm{H}_{ptim}^{\mathrm{p},d-p}$ , la formule

$h(c):=(\sqrt{-1})^{2p-d}S(c,\overline{c})$

$\mathrm{d}6\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}$ une m\’etrique. $\mathrm{n}$ faut noter l’altemance de signe. On note que $\mathrm{F}_{p\mathrm{r}im}^{\mathrm{p}}:=\mathrm{F}^{p}\cap \mathrm{P}^{d}$ admet
une smcture de sous-fibr6 holomorphe de $\mathrm{F}^{p}$ . On pose $\mathrm{E}_{\mathrm{P}^{r}}^{\mathrm{p}}:=|m\mathrm{F}_{pr m}^{\mathrm{p}}/\mathrm{F}_{\mathrm{p}\mathrm{r}im}^{p+1}$ . On obtient donc
une m\’effique appel\’ee m\’etrique de Hodge sur $(\mathrm{E}_{prim}^{p})$ et par isomorphisme de Dolbeault sur
$\mathcal{R}_{p\gamma 1m}^{d-p}f_{\star}\Omega_{Y/B}^{\mathrm{p}}$ .

Il faut poser quelques $\mathrm{d}6\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}$ afin de d\’ecrire la courbure de la connexion de Chem as-
soci\’ee. P.A. Griffiths a montr6 la propri6t\’e de transversalit6 $\nabla \mathrm{F}^{\mathrm{p}}\subset\Omega_{B}^{1}\otimes \mathrm{F}^{\mathrm{p}-1}$ qui formalise la
formule de Cartan-Lie de d\’eriv6e d’une famille de classes (voir [18, proposition 9.14]). On note
$\overline{\nabla}^{p}$ : $\mathrm{E}^{p}arrow\Omega_{B}^{1}\otimes \mathrm{E}^{p-1}1’ \mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}O_{B}- 1\mathrm{i}\mathrm{n}6\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{r}e$ obtenue en choisissant d’abord un rel\‘evement
\‘a $\mathrm{F}^{\mathrm{p}}$ , en appliquant ensuite la connexion de Gauss-Manin et en projetant enfin sur $\mathrm{E}^{\mathrm{p}-1}$ . On peut
aussi noter que la seconde forme fondamentale dans $C_{1,0}^{\infty}(B, Hom(\mathrm{F}^{p}, \mathrm{H}_{\mathbb{C}}^{d}/\mathrm{F}^{p}))$ de la suite

$0arrow \mathrm{F}^{p}arrow \mathrm{H}_{\mathbb{C}}^{d}arrow \mathrm{H}_{\mathbb{C}}^{d}/\mathrm{F}^{\mathrm{p}}arrow 0$

pour la m6nique plate induit $\overline{\nabla}^{p}$ : $\mathrm{E}^{p}arrow\Omega_{B}^{1}\otimes \mathrm{E}^{p-1}$ . Les formules de courbure du quotient
d’un fibr\’e vectoriel hermitien m\‘enent au

$\mathrm{T}\mathrm{H}\text{\’{E}} \mathrm{o}\mathrm{R}\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{E}$ [$9$ , theorem 5.2]. –La courbure $(\mathrm{E}_{\mathrm{p}\mathrm{r}im}^{\mathrm{p}})du$ fibrd vectoriel holomorphe $\mathrm{E}_{p\mathrm{r}\dot{\iota}m}^{p}$

muni de sa m\’etrique de Hodge est

(3) . $\Theta(\mathrm{E}_{p\mathrm{r}im}^{\mathrm{p}})(V,\overline{V})\sigma,\sigma\rangle_{Hodge}=\langle\overline{\nabla}_{V}^{\varphi}\sigma,\overline{\nabla}_{V}^{\mathrm{r}}\sigma\rangle_{Hodge}-\langle(\overline{\nabla}_{V}^{p+1})^{\star}\sigma, (\overline{\nabla}_{V^{+1}}^{p})^{\star}\sigma\rangle_{Hdg\mathrm{e}}$ .

Ici $V$ est un champs de vecteurs local sur $B$ et $\sigma$ une section locale de $\mathrm{E}^{\mathrm{p}}$ .
On peut appliquer le r\’esultat pr\’ec6dent \‘a la famille $\pi \mathrm{o}p$ : $\mathrm{Y}_{s}arrow X$ de rev\^etements cy-

cliques obtenue en prenant la racine k-i\‘eme d’une section $\mathrm{g}6\mathrm{n}6\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}es$ de $O_{E}(k)$ . Mais, il
faut se restreindre aux ouverts de Zariski $\mathrm{Y}_{s}^{0}:=(p\mathrm{o}\pi)^{-1}(X-\Sigma_{\theta})$ et $X^{0}:=X-\Sigma_{s}$ o\‘u
$\pi\circ p$ : $Y_{\epsilon}^{0}arrow X^{0}$ est une famill$e$ lisse. Puisque $\overline{\nabla}^{0}$ est nulle, on obtient en remarquant que
$\mathrm{E}_{p\mathrm{r}im}^{0}=\mathrm{E}^{0}=\mathcal{R}^{r-1}(\pi \mathrm{o}p)_{\star}O_{Y_{\epsilon}^{0}/x^{0}}=\oplus_{1=r}^{k-1}.(S^{i-r}E\otimes\det E)_{|X^{0}}^{\star}$ le

Corollaire 5. Lefibrd vectoriel $(S^{i-f}E\otimes\det E)_{|X^{0}}$ muni de la mdtrique de Hodge $donn\ell e$ par
le choix d’une section globale g\’en\’erique de $O_{E}(k)$ est semi-positifau sens de Nakano.

Le calcul de courbure avec la pseudo-m6trique plate $S(c,\overline{c})$ se r\’eduit en fait ici \‘a celui du
quotient

$0arrow F^{1}arrow(\mathcal{R}^{r-1}(\pi \mathrm{o}p)_{\star}\mathbb{C})\otimes O_{X^{0}}arrow R^{r-1}(\pi\circ p)_{\star}O_{Y_{\epsilon^{0}}/X^{0}}arrow 0$.
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4.3. Les singularit\’es des m\’etriques de Hodge. $\mathrm{n}$ faut maintenant $6\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}$ les $\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}6\mathrm{s}$des
m\’etriques de Hodge au voisinage du discriminant.

Si $X$ est une courbe, la situation locale se $\mathrm{d}6\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}$ avec un entier $m$ positif par
$\pi \mathrm{o}p$ : $Y_{s}=\{(x, z, l)\in \mathbb{C}^{3}/l^{k}=x+z^{m}\}$ $arrow X=\{x\in \mathbb{C}\}$

$(x, z,l)$ $rightarrow x$

Le fibr\’e cotangent $\Omega_{Y_{l}}^{1}$ est engendr\’e par $dx,$ $dz,$ $dl$ soumis \‘alarelation $kl^{k-1}dl-dx-mz^{m-1}dz=$
$0$ . Une section locale $\omega\in\Gamma(U, f_{\star}K_{Y./\mathrm{x}})$ vue dans $\Gamma(U, f_{\star}Hom(f^{\star}K_{X}, K_{Y_{\delta}}))$ et $\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}6\mathrm{e}$ a
$f^{\star}dx$ donne une section locale $\omega\cdot dx$ de $K_{Y_{\iota}}$ sur $f^{-1}(U)$ . Elle $\mathrm{s}’ 6\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\eta(z, l)dz$ A $dl$ . Puisque
$\omega\cdot dx=\eta(z, l)dz\wedge dl=k^{-1}l^{1-k}\eta(z, l)dz\wedge f^{\star}dx$ et que $\varphi_{0}:=k^{-1}l^{1-k}\eta(z,l)dz$ est une forme
relative de $\Gamma(\mathrm{Y}_{0}, K_{Y_{0}})$ , la norme de Hodge de $\omega$

$|| \omega||_{Hodg\mathrm{e}}^{2}=(\sqrt{-1})^{n}(-1)^{\frac{n(n-1)}{2}}\int_{Y_{0}}\varphi_{0}\wedge\overline{\varphi_{0}}$

a \’eventuellement un $\mathrm{p}6\mathrm{l}\mathrm{e}$ d’ordre $k-1$ en $0$ et pas d’autres $\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}6\mathrm{s}$. Ce cas indique par
dualit6 que la m\’etrique de Hodge sur $(S^{i-f}E\otimes\det E)_{|X^{0}}^{\star}$ doit se prolonger \‘a $X$ tout entier en
une m6nique continue avec des $\mathrm{z}6\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{s}$ comme seules singularit\’es. C’est ce que montre le lemme
suivant. Par choix d’un $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{p}6\mathrm{r}\mathrm{e}$ naturel $(a^{\star})^{-k}$ de $O_{E}(k)$ , la section $s\in H^{0}(\mathrm{P}(E), O_{E}(k))$ est
$\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{n}6\mathrm{e}$ par une fonction holomorphe locale $\sigma=\sigma(x, z_{2}, \ldots, z_{r})$ .
Lemme 6. La m\’etrique de Hodge sur $(S^{i-r}E\otimes\det E)^{\star}$ construite par le choix de la section $s$

est donn\’ee par la formule
$||e_{I}^{\star}\otimes e_{1}^{\star}$ A $e_{2}^{\star}\wedge\cdots$ A $e_{r}^{\star}||_{h_{*}}^{2}= \int_{[a^{*}]\in \mathrm{F}^{-\iota_{(E_{x})}}}\frac{|\langle e_{I},a^{*:-r}\rangle|^{2}|a_{1}|^{2r}|\sigma|^{2}\tau^{1}}{||a^{\star}||_{g^{\star}}^{4}|}.\Omega^{r-1}$.

Ce lemme est d\’emontr6 par $1’ 6\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}e$ explicite de chaque $6\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{e}$ de l’isomorphisme (2).
Nous avons g\’en\’eralis6 $1’ 6\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{e}$ des $\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}6\mathrm{s}$des $\mathrm{m}6\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{s}$ de Hodge.

Lemme 7. Soit $f$ : $Zarrow X$ un morphisme surjectifpropre et de K\"ahler entre deux $varidt\ell s$

projective lisses.
(1) Alors, la m\’etrique de Hodge sur $(f^{0})_{\star}(K_{Z^{0}/X^{0}})$ s’\’etend en une mdtrique avec $p\delta les$ sur

$f_{\star}(K_{Z/X})$ .
(2) La mdtrique de Hodge sur $(f^{0})_{\star}(K_{Z^{0}/X^{0}})$ s’dtend en une mtftrique lisse sur $f_{\star}(Jac_{f}\otimes$

$K_{Z/X})$ .

5. LA CONSTRUCTION DE $\mathrm{M}\mathcal{B}\mathrm{T}\mathrm{R}\mathrm{l}\mathrm{Q}\mathrm{U}\mathrm{E}\mathrm{S}$

P. A. Griffiths [9, proposition 2.16] a montr\’e que $1’ \mathrm{o}\mathrm{p}6\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{r}\overline{\nabla}^{\Psi}$ : $\mathrm{E}^{\mathrm{p}}arrow\Omega_{B}^{1}\otimes \mathrm{E}^{p-1}$ qui
intervient dans la formule de courbure (3) s’exprime a l’aide du produit d’intersection avec
la classe de Kodaira-Spencer de la famille $f$ : $Yarrow B$ dans $\Omega_{B,b}^{1}\otimes H^{1}(Y_{b},TY_{b})$ avec un
accouplement naturel. L’id\’ee premi\‘ere pour la $\mathrm{d}\text{\’{e}} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\alpha \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ du th\’eor\‘eme 2 est que l’amplitude
du fibr\’e $E$ se traduit par la mobilit\’e des diviseurs $D_{s}$ des sections de $O_{E}(k)$ . Comme leur
$\mathrm{d}6\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ infinit\’esimal est reli6 \‘a la pr\’ec\’edente classe de Kodaira-Spencer [11, chapter 5.2
$(\mathrm{c})]$ , on peut s’attendre \‘a ce que la courbure ait un signe d\’efini.

La mise en eeuvre de cette $\mathrm{i}\mathrm{d}6e\mathrm{n}6\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}$ la construction de plusieurs rev\^etements cycliques et
de plusieurs $\mathrm{m}6\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{s}$ associ\’ees sur $(S^{i-r}E\otimes\det E)^{\star}$ . Pour toute $(1, 0)$-forme $u$ , on $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t}e|u|^{2}$
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la quantit\’e $\sqrt{-1}u\wedge\overline{u}$. La formule de Legendre pour la m\’etrique $h= \sum_{\alpha=1}^{\ell}h_{\alpha}$ sur $(S^{i-\Gamma}E\otimes$

$\det E)^{\star}$ obtenue par addition de plusieurs m\’etriques d\’eduites des rev\^etements $\mathrm{Y}_{s_{\alpha}}\mathrm{s}’ 6\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}$ :

$\sqrt{-1}ae\mathrm{l}-\mathrm{o}\mathrm{g}(\sum_{\alpha}||\xi||_{h_{\alpha}}^{2})$
$=$ $\frac{\sum_{a}||\xi||_{h_{\alpha}}^{2}\sqrt{-1}\overline{\mathfrak{B}}\log||\xi|_{h_{\alpha}}^{2}}{\sum_{\alpha}||\xi||_{h_{\alpha}}^{2}}$

$+ \frac{\sum_{\alpha<\beta}|\partial\log||\xi||_{h_{\alpha}}^{2}-\partial\log|\xi|_{h_{\beta}}^{2}|^{2}|\xi|_{h_{\alpha}}^{2}|\xi|_{h\rho}^{2}}{(\sum_{\alpha}||\xi||_{h_{a}}^{2})^{2}}$.

C’est cette formule qui motive la pr6f\’erence de \’etude de $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{r}6\mathrm{s}$ semi-n6gatifs. En choisissant
l’entier $k$ suffisamment grand pour que les applications

$H^{0}(\mathrm{P}(E), O_{E}(k))$ $arrow H^{0}(\mathrm{P}(E), O_{E}(k)\otimes\pi^{\star}(O_{X}/\mathcal{M}_{x}^{2}))$

soient $\mathrm{s}\mathrm{u}\dot{\eta}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{s}$ en tout point $x$ de $X$ , on peut assurer par la formule

$\partial|e_{I}^{\star}\otimes e_{1}^{\star}$ A $e_{2}^{\star}\wedge\cdots$ A $e_{r}^{\star}||_{h_{\mathit{8}}}^{2}$ $= \pi_{\star}(\frac{|\langle e_{I},a^{\star i-r}\rangle|^{2}|a_{1}|^{2f}|\sigma|\#-1}{||a^{\star}|_{\mathit{9}^{\star}}^{4i}}\partial\sigma\wedge\Omega^{r-1})$

.
$\cdot$

la positivit6 de la courbure de la m\’etrique somme sur toutes les directions. Comme la $\mathrm{m}6\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}$

ainsi obtenue n’est que continue, on utilise un $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{c}6\mathrm{d}6$ de r\’egularisation de m6niques sur les
$\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{r}6\mathrm{s}$ vectoriels hermitiens continus, par convolution et transport parall\‘ele comme dans [15],
pour obtenir des metriques lisses sans perdre la stricte positivit\’e de la courbure.
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