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概要

回路の消費電力は回路が消費する平均電力と最大
電力の二つの観点から問題視される. 本稿では後者
の最大電力に注目し, 2入力の AND ゲートと NOT
ゲートから構成される–般の $n$ 入力の二段組合せ回
路について, ゲート出力が変化したときのみ電力消
費が発生するとして単純にモデル化を行った. 更に
入力変化に対応する消費電力の指標として回路の動
作率を定義し, 回路入力 $n>4$ の場合について回路

ごとに異なる最大動作率の下限を $n$ の関数の形で示

した. また n=4の場合には下限を実現する回路を
提示し下限がタイトであることを示した.

1 はじめに

回路の消費電力を扱うとき, その対象は大きく二
つに分けることができる. –つは回路が消費する平
均電力で, この問題の背景には携帯機器の駆動時間
や発熱などが存在する. いま-つは回路が消費しう
る最大電力で, こちらは回路の要求を満たす電源の

設計という観点から問題となる. 本稿では回路が消
費しうる最大電力を対象とする.
一般に対象となる回路にランダムにテスト入力を
与えて消費電力を測定することを繰返すと, その平
均値は真の平均値に収束してゆく性質が中心極限定
理として知られている. 回路の平均消費電力を見積
もる方法としてこの性質を利用したものが提案され
ている. [1], [2]
これに対して回路が消費する最大電力の見積もり

はその入力値のとる空間の広大さのため困難である.
一般に $n$ 入力の回路は $2^{n}$ の入力パターンを持つ. 回
路の電力消費は主に回路を構成する素子がその出力
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を変化させる際に生ずる性質があるため, n 入力回
路の最大消費電力を見積もるとき, 探索すべき空間
は $4^{\hslash}$ と指数関数的に増大する. この困難を克服する
ために回路が表す論理関数を SAT の問題に還元し,

SAT に対する近似アルゴリズムを応用する手法が提
案され [3], [4], 一定の成果を挙げている.
回路の最大消費電力を考えるに当たり, 回路の最

大消費電力に自明でない下限が存在することが言え
れば, その値を用いて最大消費電力の見積もり襖差
をパウンドすることができる. 本稿では回路がその
規模に比例した形で–定の電力を消費してしまうこ
とを示し, 最大電力消費を見積もる際の–助とする.
本稿は以下のように構成される. 第 2章で考察の

対象とする回路について説明し, 最大動作率の定義
を与える. 第 3章で回路入力 $n=4$ の場合を考察し,

次いで第 4章で回路入力が–般の $n>4$ の場合を考
察する. 最後に第 5章で得られた結果をまとめる.

2 電力消費および回路モデル
この章では本稿で取り扱う回路や, 用語について

説明を行う. まず回路のモデル化を行い. 次いで回
路の最大動作率を定義する.

21 回路モデル

本稿で取り扱う回路は 2入力の AND ゲートと
NOT ゲートで構成される $n$ 入力の組合せ二段回路

である. 二段目の出力を除き, NOT ゲートは AND
ゲートの入力に附属するものとして扱い, 段数に数
えない. 各ゲートへの入力は遅延無く伝わるものと
し, その出力変化も遅延無く生ずるとする. 回路の
構成は任意であるがいくっかの例外が存在し, 出力

が同じ関数で表現される冗長な AND ゲート, およ
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び出力が恒真または恒偽である AND ゲート (不動

ゲート) は回路から排除する.

22 回路動作率

回路の電力消費は回路内に存在する素子の負荷容
量への充放電, スイッチング時にグランドと電源ラ
インが短絡するために生ずるショートサーキット効
果, 信号伝搬遅延によるグリッド, など様々な要因に
より引き起こされる. そのためある回路の消費電力
を正確に求めるためには個々の素子固有のパラメー
タを始めとして. 素子のスイッチング確率や入力パ
$\text{ターン間の相関など様々な情報が必要であり},$. その

値を正確に求めることは–般に困難である. 本稿で
は素子のスイッチングによる電力消費が回路におけ
る電力消費の主因であることから, これを電力消費
の唯–の原因として回路を単純にモデル化する. 更
に本稿では各 AND ゲートの消費電力を規格化し全
て等しいとする. これらの仮定をおくことで以下に
定める回路動作率と回路の電力消費率を対応付ける
ことができる.

前項で述べた回路のモデル図を図 1に示し, これ
を例に回路動作率の説明を行う. 回路への入力があ
る入カセット $S$ から別の入カセット $S’$ へと変化した
とき, 回路中に存在する AND ゲートにその出力値
が変化したものが現れる. この AND ゲートを動作
ゲートと呼び, 回路中に存在する全 AND ゲート数と
動作ゲート数の比をその回路のその入力変化に対す
る動作率とする. 図 1の例では始めに $S_{(\text{。},b,c,d,\epsilon,f)}=$

(0,1,1,0,0,1) なる入力値が与えられ, このとき出力
値が 1である ANDゲート集合 $G_{at},(S)$ は $G_{\iota at}(S)=$

$\{4,5,7\}$ である. 次いで $S_{(a,b,\mathrm{c},d,\epsilon,f)}^{l}=(1,1,0,0,1,0)$

なる入力値が与えられ, このときは $G_{\iota\text{。}t}(S’)=\{1\}$

である. ここで出力値が変化した AND ゲート集合
$G_{w\sigma rk}(S, S’)$ を考えると $G_{w\mathrm{o}rk}(S, S’)=\{1,4,5,7\}$

である. 回路に存在する全 AND ゲートは 7なので,
この回路の $S$ から $S’$ への入力変化に対する回路動

作率は 4となる. 同様に $S’$ から $S”$ への入力変化
に対する回路動作率は $\frac{3}{\tau}$ と計算される. 全ての入力
セットの変化に対して回路動作率を求め, その最大
値をその回路の最大動作率とする. 最大動作率は回
路に固有の値であり. 回路入力を n と定めても回路
ごとに様々な値をとる. 本稿では回路の最大動作率
の下限を回路入力 $n$ の関数の形で示す.

Input Set Satisfied Switched Ratio
ta. $\mathrm{b},$

$\mathrm{c},$
$\mathrm{d},$ $.,$ $\mathrm{t}$ )

$\mathrm{s}$ $(0,1,1.0.0.1)$ $\{‘\prime 5,7\}$

$\mathrm{s}^{\iota}(1,1,0,0,1,0)$ {1} $(1,4,5,7\}\{2,3,6\}$ $\alpha/73/7$

$\mathrm{s}^{n}(1,1,0,1,1,1)$ {1,2.3,6)

図 1: 回路モデルおよび回路動作率の計算例

23 入力変化とゲート動作

本稿では入力変化に対する AND ゲートの出力変
化を考える. そのため 4種類の入力変化ごとに文字
を割当て, 変化前の入力と変化後の入力をまとめる
と表記が簡略化され, 取扱いが容易となる. そこで
表 1のように入力変化に文字を割当てる.

表 1: 入力変化と文字割当て

各入力変化をここで割当てた文字で表したものを
新たに回路への入力として考える. $f,t,$ $d,$ $u$ からなる

ある入力が与えられたとき, 出力が $d,u$ のいずれか
である AND ゲートが動作したゲートである. AND
ゲートへの入力と出力の関係は表 2のようになる.

表 2: AND ゲートの入出力表

ここで $f$ もし $\text{く}$ }$\mathrm{h}t$ のみからなる入力について考
えると, そのような入力は回路中に存在するいかなる

189



AND ゲートをも動作させない. そのためそのような

入力は考慮すべき範囲から除く. 従って n入力回路に
ついて考慮する全入力パターン数塩は, $I_{n}=4^{n}-2^{n}$

となる.

また $S_{(a,b,\mathrm{c},d)}=(f,t, d, u)$ と $s_{(\text{。},b,c,d)}’=(f,t, u, d)$

のように入力に存在する全ての $d$ を $u$ に, $u$ を $d$ に置

換した入力は回路中に存在する AND ゲートの出力
値を $d$ から $u,$ $\mathrm{u}$ から $d$ と変化させるだけで各 AND
ゲートの動不動自体は変化させない. この入力対
を双対入力と呼ぶ. $d,$ $u$ を含む入力, すなわち考察

の対象となる入力は必ず–つだけ双対入力を持つ.
次に回路入力が増えたときある AND ゲートを動

作させる入力を部分入力として持つ入力が全入心中
にいくつ存在するのかを考える. これはその AND
ゲートの論理式に使用されていない入力とその AND
ゲートの論理式に使用されている入力とで値域の直
積を考えればよい. 例えば回路入力が (a, $b,c,$ $d,$ $e,$ $f$ )
の 6入力の場合, ある二段目ゲート $g_{\mathrm{t}^{\text{。},b,\mathrm{c},d)}}=(a\wedge$

b)\triangle (cAのを動作させる入力がいくつあるのかを考え
る. このとき $(e, f)$ は $(a, b, c,d)$ と独立であるから,

その値のとり方は任意に選ぶことができる. そのた
め g(。,b,c両を動作させる $(a, b, c, d)$ からなる入力ー

つにつき, $4^{6-4}=16$通りの入力が $(a, b, c,d, e, f)$ か

らなる入力について考えられる. 以上のことからそ

の出力が $k$ 入力の論理式で表される AND ゲートが,

回路入力が $k$ のとき $x$ の入力について動作するとす

ると, 回路入力が $n$ に増えたときその AND ゲート
が動作する入力数は $x\mathrm{x}4^{(n-k\rangle}$ で表される.

る 1の数は対応する AND ゲートが全入力中いくつ
の入力について動作したかを表し, これをゲート動

作数と呼ぶ. 列方向に存在する 1の数はある入力に
ついて回路中に存在する AND ゲートがいくつ動作
したかを表し, これを回路動作数と呼ぶ. 各入力に
対する回路動作率は回路動作数を行数で割ることで
求められる.

例を図 2に示す. この動作表は 5つの ANDゲー
トからなる回路について作成されたもので, 回路動
作数を行列下部に記載してある. 各列は各入力に対
する ANDゲートの動作状況を示す. 例えば, 左端列
に対応する入力が回路に加えられたとき AND ゲー
ト $g_{4},\mathit{9}5$ のみが動作し, この入力に対する回路動

作数は 2である. したがってこのとき回路動作率は
$\frac{2}{5}=0.4$ である. また回路動作数が最大となる入力
に対して回路動作率も最大値をとる.

Name

$g_{1}g_{2}g_{3}\mathrm{g}_{4}\mathrm{g}_{5}$ ($001^{\cdot}11000101010000010111^{\cdot}..\cdot..\cdot.$

.

$1010010100010011010001$ )$000$

2 2 3 $0$ $4$ 22221
$\mathrm{T}\mathrm{h}\epsilon 1\backslash ^{1}’ \mathrm{L}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{o}t\mathrm{w}\circ \mathrm{r}\mathrm{k}\ln g\mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\epsilon$ for $\mathrm{e}*\mathrm{c}\mathrm{h}$ Input

図 2: 動作表の–例

3 4入力回路の最大動作率の下限

本稿で考察する回路に使用される AND ゲートは
2入力なので, ある二段目 AND ゲートに影響を及ぼ
す入力は最大で 4である. そこで本章では回路入力
$n=4$ の場合を考察し, 次章で–般化した $n$ 入力回

路の場合を考える.
面諭に先立って動作表とよばれる, 以下に述べる
ような行列を導入する. 各入力に対する回路の動作
率を考えるとき, 回路に存在する個々の AND ゲー
トの各入力に対する動・不動を行方向に 1 $\cdot 0$ で表し

たものを考える. これを列方向に重ねた行列を回路
ごとに考えることができ, このようにして作成した

行列を回路動作表と呼ぶ.
回路動作表の行数は回路中に存在する AND ゲー
ト数, 列数は入力数煽に対応し, ある行中に存在す

4入力回路でその最大動作率が最小であるものが
どのような AND ゲートで構成されているであろう
か, ということを予想すると, その回路を構成する

AND ゲートは次に述べる二つの特長を持つものが
望ましいと言える.. ゲート動作数が小さい.. ある入力について他の AND ゲートと同時に動

作しにくい.

表 3: 二段目 AND ゲートとその動作数

そこでコンピュータプログラムを作成し, 4入力回

路の二段目において考えられる全てのAND ゲート
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についてゲート動作数を調べた. その結果ゲート動
作数とゲート個数の関係は表 3に示すものとなった.
この動作数最小の 16個の二段目 AND ゲートを用い
て作成した回路を図 3に示す. この回路について全

ての入力を与えてその最大動作率を求めたところ最
大動作率 $\frac{1}{4}$ . –段目部分の最\star 動作率 $\frac{1}{2}$ , 二段目部分
の最大動作率 $\frac{1}{8}$ が得られた. これらの値が 4入力回
路において–段目, 二段目, 回路全体の最大動作率
の下限 $R_{\max}^{lm\epsilon r_{1’ t}},(4),$ $\mathrm{R}_{\max}^{low\epsilon f},2\mathrm{v}\mathrm{x}\mathrm{d}$(4), $R_{\max}^{low\mathrm{e}\mathrm{r}}(4)$ である

こと, すなわち $R_{\max}^{low\epsilon r_{1_{\theta}t}},(4)= \frac{1}{2},$ $R_{m\text{。}x^{f}2nd}^{low\mathrm{c}}$, (4) $= \frac{1}{8}$ ,

$R_{\max^{\mathrm{C}f}}^{low}(4)= \frac{1}{4}$ を以下に示す.

図 3: 4入力で最大動作率最小の回路

まず回路の–段目部分の最大動作率の下限を考え
る. 回路中に存在する ANDゲートは 2入力なので
段目 AND ゲートの出力に影響を与えることのできる
入力は最大で 2種類である. 冗長な AND ゲート. お
よび不動ゲートは回路に存在しないので $(x\wedge x)=x$

や $(x\wedge\neg x)=0$ の形の AND ゲートは存在せず, $-$

段目 AND ゲートは常に 2入力の積の形をとる.
段目 AND ゲートはゲート入力部分への NOT

ゲートの配置パターンにより, ある 2入力の組合せ
について $(x\wedge y),$ $(x\wedge\neg y),$ $(\neg x\wedge y),$ $(\neg x\wedge-y)$ の 4

種類が考えられるが, その各種類について AND ゲー
トを動作させる入力が 6通り存在する. 例えば $(x\wedge y)$

の形の–段目 AND ゲートについては $(x, y)=(t,.d)$
, $(d, t),$ $(d, d),$ $(t, \mathrm{u}),$ $(u, t),$ $(u, u)$ が存在する. 今は
回路入力 $n=4$ の場合を考えているので各–段目
AND ゲートは $I_{4}=240$ の入力中, 6 $\mathrm{x}4^{4-2}=96$ 通

りの入力について動作する. 単純な最大動作率の下
限 $R_{m\text{。}x,1\iota t(4)}^{l\alpha v\epsilon t}$ は動作数最小の AND ゲートのみで構
成された回路について, その動作表中に存在する 1
が各列に均等に存在すると考えたときに与えられる.
そのため–段目 AND ゲート数 $m$ , 最小動作数 $x$ と

したとき任意の 4入力回路–段目部分の最大動作率
$R_{m\text{。}x,1,l}(4)$ について以下の式が成立する.

$R_{\max,1t},(4)$ $\geq$
$\frac{\mathrm{r}_{\tau_{n}^{\rceil}}^{mx}}{m}$

$\geq$ $\frac{mx}{I_{n}m}=\frac{x}{I_{n}}=\frac{96}{240}=\frac{2}{5}$

この値はある入力について複数の AND ゲートが
同時に動作することを考慮しない場合の値である. 実

際には複数の AND ゲートがある入力について同時
に動作するため $R_{m\text{。}x,1st}(4)$ の下限はより大きくな

る. そこで, 動作表全体からそのような入力に対応
する部分の行列を取り出し, 平均値の底上げを考え
る. このときその部分行列の丁数 $I$ , 行数 $m$’とし,
部分行列中に $mx\prime\prime$ 個 1が存在するとすると, 動作

表の–部分について回路の最大動作率を考えたとき
も同様に以下の式が成立する.

$R_{m\text{。}x,1\iota t}(4)$ $\geq$
$\frac{\lceil mx/\eta\prime\prime}{m’}$ (1)

$\geq$
$\frac{m’x’/I}{m’}=\frac{x’}{I}$ (2)

回路に存在する AND ゲートが多く動作すること
が期待できる入力について考える. f が入力された
AND ゲートはその入力について動作しないため, $f$

もしくは $t$ を含む入力が動作させる AND ゲートは $d$

もしくは $u$ のみで構成される入力が動作させる AND
ゲートよりも少ないと思われる. $d$ もしくは $u$ のみ

で構成される入力を考えてみると, 4入力回路につ
いてそのような入力は 24=16存在する. 以下では
この 16入力について考える.

NOT ゲートの配置パターンにより –段目 AND
ゲートは 4種類に分類されるが, どの種類の–段目

AND ゲートにも $d$ もしくは $\mathrm{u}$ のみで構成される入力
中に自身が動作する入力を二つ持つ. 例えば (x\triangleの
には $(x, y)=(d,d),$ $(u, u)$ が存在する. AND ゲート
は 2入力なので 4入力回路の場合, ある–段目 AND
ゲートを動作させる $d$ もしくは $u$ からなる入力は

2 $\mathrm{x}2^{4-2}=8$存在する.
したがって–段目 AND ゲートが $m$個存在する場

合, 回路動作表中の 16入力の部分に 8m個の l が存
在する. このときの $R_{\max,1\iota t}(4)$ は式 2より次のよ
うになる.

Rmax, $1\epsilon t(4)$ $\geq$ $\frac{8}{16}=\frac{1}{2}$ (3)

この値は図 3の回路の示す値と–致する. したがっ
て回路入力 $n=4$ のとき, R淵瀬.,(4) $=f1$ が示さ

れた.

次に回路の二段目部分の最大動作率の下限を考え
る. 二段目 AND ゲートのゲート動作数は各々異なる
が, その最小値は 30である. したがって 4入力回路
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表 4: -段目, 二段目 AND ゲートの個数の関係

の場合, 回路の二段目部分の最大動作率 Rm。2,2nd(4)
は式 2から,

$R_{\max,2nd}(4)$ $\geq$ $\frac{30}{240}=\frac{1}{8}$ (4)

この値もまた図 3の回路の示す値と–致する. した

がって $R_{\max,2nd(4)=_{\mathrm{F}}^{1}}^{lower}$ が示された.

続いて回路全体の最大動作率の下限について考え
る. はじめに回路の二段目部分が動作数最小の AND
ゲートでのみ構成された回路について考える. この
とき $d$ もしくは $u$ のみからなる 16入力に対して–段
目 AND ゲートの最小動作数は 8, 二段目 AND ゲー
トの最小動作数は 2であるから回路全体の最大動作

率へ。3(4) について以下の式が成り立つ.

$R_{m\text{。}x}(4)$ $\geq$ $\lceil\frac{8x+2y}{16}\rceil/(x+y)$

$=$ $\frac{1}{8}(1+\frac{3}{1+_{x}^{\mu}})$ (5)

ユが最大のとき式 5は最小値をとる. 動作数最小の二
段目 AND ゲートは図 5に示すとおり 4入力の積の形
をしているため, 二段目 ANDゲートの入力となる二
つの–段目 AND ゲートは入力を共有してはならな
い. したがって入力 $(x, y)$ を入力に持つ–段目 AND
ゲートが対になって動作数最小の二段目 AND ゲート
を作ることのできる–段目 AND ゲートは $(z, w)$ を

入力に持つ $(z\wedge w),$ $(z\wedge\neg w),$ $(\neg z\wedge w),$ $(\neg z\wedge\urcorner w)$

の 4通りのみである. –段目 AND ゲート個数 $x$が与
えられたとき, 構成できる動作数最小の二段目 AND
ゲート個数の上限 ymax をまとめたものを表 4に示す.

4入力回路の場合前述したように $y\leq 16$ なので

$\mathrm{A}x\leq.2$ が言える. したがって,

$R_{m\text{。}x}(4)$ $\geq$ $\frac{1}{8}(1+\frac{3}{1+_{x}^{\mu}})$

$\geq$ $\frac{1}{8}(1+\frac{3}{1+2})=\frac{1}{4}$

である.

次に, 動作数が最小でない二段目 AND ゲートを
組合せた場合の回路全体の最大動作率を考える. 回

路の–段目部分に a 個, 二段目部分に $b$ 個の AND
ゲートが存在するとし, $d$ もしくは $u$ のみで構成さ
れる 16の入力範囲についてこの回路の最大動作率を
考える. このとき–段目 AND ゲートの動作数はこ
の入力範囲において全て 8で等しいが, 二段目 AND
ゲートの動作数は各々異なる. この入力範囲での二
段目 AND ゲートの動作数の最小値は 2であるから,
二段目 AND ゲート全体で平均したとき $(2+\epsilon)$ の動

作数を持つとする. このとき以下の式が成立する.

$R_{\max}’(4)$ $\geq$ $\lceil\frac{8a+(2+\epsilon)b}{16}\rceil/(a+b)$

$\geq$ $\frac{1}{8}(1+\frac{\epsilon}{2}+\frac{\-\frac{e}{2}}{1+\frac{}b}{\text{。}})$ (6)

式 6と図 3に示す回路の最大動作率 $\frac{1}{4}$ を比較すると

以下の不等式が成立すれば $R_{\max}^{l\alpha v\epsilon f}(4)= \frac{1}{4}$ であると

言える.

$\frac{1}{8}(1+\frac{\epsilon}{2}+\frac{3-2\epsilon}{1+\text{。}b}=)$ $\geq$ $\frac{1}{4}$

より

$\frac{\epsilon}{2}+2\frac{a}{b}$ $\geq$ 1 (7)

式 7の成立を判定するために $\epsilon$ と $b$ について考える.
$\epsilon$ は動作数が最小の二段目 AND ゲート以外のものを
回路に加えたために生じた動作数の増分を表す値と
して導入された. そこで, $b=m+n$ とする. ここで

$n$ は $b$ 個の二段目 AND ゲートのうち動作数最小の
ものの個数, m は動作数最小でないものの個数とす
る. d もしくは u のみで構成された入力範囲におい
て二段目 AND ゲートの動作数の最小値は 2なので
$m$個の二段目 AND ゲートは少なくとも新たに 1つ,
動作する入力を持つことになる. また, この増分の
入力も $d$ もしくは $u$ のみで構成される入力であるか
ら, その双対入力もまた d もしくは u のみで構成さ
れる入力である. したがって, $m$ 個の二段目 AND
ゲートは少なくとも 4以上の入力について動作する.
以上の議論から $\epsilon$ について以下の式が成立する.

$(2+\epsilon)$ $\geq$ $\frac{2n+4m}{n+m}=2+\frac{2}{1+\frac{\mathfrak{n}}{m}}$ (8)

式 8より $\epsilon\geq\overline{\frac{11}{}}_{+}2\mathrm{R}_{m}$ である. これと $b=n+m$ を式

7に代入すると以下の不等式が新たに得られる.

$\frac{\epsilon}{2}+2\frac{a}{b}$ $\geq$ $\frac{m+2a}{m+n}\geq 1$ (9)

2a\geq n のとき式 9が成立する. ところで式 9におい
て $a$ は–段目 AND ゲートの個数, $n$ は二段目 AND
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ゲートのうち動作数最小のものの個数であった. すな
わち動作数最小の二段目 AND ゲートからなる回路
にそれ以外のものをつけ加えた回路の最大動作率の
下限が式 9で表されると考えると, 式 9の a, n は式
5における $x,$ $y$ にそれぞれ対応する. 4入力回路にお
いて亙 $= \frac{n}{a}$ の値域は $0$ く亙く 2である. したがって
式 9は常に成立する. 以上のことから $R_{m\text{。}x}^{\mathrm{t}ow\epsilon\prime}(4)= \frac{1}{4}$

が示された.

4 n入力回路の最大動作率の下限
回路入力 $n$ が般の自然数 $(n>4)$ の場合も前章
と同様の考え方でその最大動作率の下限を求めるこ
とができる.

$n$入力回路の–段目部分に AND ゲートが $x$個, 二

段目部分に動作数最小の AND ゲートが $y$ 個存在す

るとする. $d$ もしくは $\mathrm{u}$ のみからなる $2^{n}$ の入力中に

段目 AND ゲートは $2^{n-2}$ , 二段目 AND ゲートは
$2^{n-4}$ の動作入力を必ず持つ. したがって回路の最大
動作率 $R_{m\text{。}x}(n)$ の下限として以下の式が得られる.

$R_{m\text{。}x}(n)$ $\geq$ $\lceil\frac{2^{n-2}x+2^{n-4}y}{2^{n}}\rceil/(x+y)$

$\geq$ $\frac{1}{8}(1+\frac{3}{1+_{x}^{\mu}})$ (10)

また二段目 AND ゲートに動作数最小のもの以外を
含んだ回路の最大動作率 $R_{m\text{。}x}’(n)$ として前章の議

論と同様に, –段目 AND ゲートの個数 $a$ , 二段目

AND ゲート個数 $b$ , 平均動作数の増分 $\epsilon$ として $d$ も

しくは $\mathrm{u}$ のみからなる $2^{n}$ の入力範囲での最大動作
率を考えることで以下の式が成立する.

$R_{m\text{。_{}-}x}’(n)$ $\geq$

$\frac{\mathrm{r}^{8a\mathrm{x}2^{\mathfrak{n}-}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\hslash}^{\ell_{+2+\epsilon b\mathrm{x}2^{n-4}}}\rceil}{a+b}$

$\geq$ $\frac{1}{8}(1+\frac{\epsilon}{2}+\frac{}3-}{1+\text{。})$ (11)

式 11は式 6と同じである. したがって 2a\geq nのとき

式 11の値は $\frac{1}{4}$ 以上であると言え, 式 $11\geq$ 式 10が成
立する. ところが $n>4$ の場合を考えると $1x$ の最大

値 1 。は $lxm\text{。}x\geq 16/4=(n-2)(n-3)/3>$
$2x \max(n\geq 5)$ より 2を超えてしまい, $2a<n$ のケー
スが生じる. したがって $1x>2$ の領域で式 10と式
11の値を比較する必要がある.
以上の議論から以下の不等式が成立するならば最
大動作率の下限を与える回路の二段目は, 動作数が

最小の二段目 AND ゲートのみで構成されていると
考えてよいことが言える.

$R_{\max}(n)-R_{\max}(n)>0$

$\frac{1}{8}((1+\frac{\epsilon}{2}+\frac{3-\epsilon 2}{1+_{a}b}=)-(1+\frac{3}{1+^{\mathrm{A}}x}))>0$

より

$\frac{y}{x}\frac{a}{b}+\frac{\epsilon}{6}(1+\frac{y}{x})$ $>$ 1 (12)

前章と同様に $\epsilon$ と $b$ について考える. $b=m+n$ と

し, $n$ を回路中の二段目 AND ゲートのうち動作数
最小のものの個数, $m$ を動作数が最小でないものの
個数として $\epsilon$ について以下の式が成立する.

$(2+\epsilon)2^{n-4}$ $\geq$ $\frac{2n+4m}{n+m}2^{n-4}$

$=$ $(2+ \frac{2}{1+\frac{n}{m}})2^{n-4}$

したがって $\epsilon\geq$ 毒である. これと $b=m+n$ を
式 12に代入すると以下の式が得られる.

$\frac{y}{x}\frac{a}{b}+\frac{\epsilon}{6}(1+\frac{y}{x})$ $\geq$
$\frac{(_{x}^{\mathrm{A}}a+\frac{m}{3}(1+_{x}^{1}))}{m+n}$

ここで前章の議論と同様に, 動作数最小の二段目

AND ゲートのみで構成された回路にそれ以外のもの
を付け加えた回路の最大動作率の下限が式 11で表さ
れると考えると $x=a,$ $y=n$ とでき, 更に $2a<n$

であるから,

$\frac{(_{x}^{\iota}a+\frac{m}{3}(1+_{x}^{\mathrm{A}}))}{m+n}$ $=$
$\frac{n+\frac{m}{\mathrm{q}}(1+\frac{n}{a})}{n+m}$‘

$>$ $\frac{n+m}{\mathrm{n}+m}=1$

したがって式 12は $n>4$ について成立する. 以上の

議論から $n>4$ のとき最大動作率の下限を考える際
には, 回路の二段目部分が動作数最小の AND ゲー
トのみで構成された回路について考えれば十分であ
ることが分かる.
亙が最大のとき式 10は最小値をとる. したがって

$1x$ の最大値が $n$ の関数として求められればタイトな
下限を示すことができる. しかし回路入力が–般の

$n>4$ の場合, 前章と同様に–段目 AND ゲートの
組合せを総当りで探索するアプローチを試みるのは
組合せが膨大な数になるため困難である.
二段目 ANDゲートは–段目 AND ゲートを組合せ
て作ることから $y$ の上界として $y\leq(:)$ $=x(x-1)/2$
が言え, 更にある 2入力の組合せひとつにつき NOT
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ケ–\vdash \emptyset gE\not\in }\breve \rightarrow X $\text{り}4\supset\Phi-\text{段目}$ AND ケ– ト $\mathrm{B}\backslash \text{考}$

えられることから $x\leq 4\cross=2n(n-1)$ より,

$\frac{1}{8}(1+\frac{3}{1+_{x}^{\mathrm{A}}})$ $\geq$ $\frac{1}{8}(1+\frac{6}{1+x})$

$\geq$ $\frac{1}{8}(1+\frac{3}{n^{2}-n+\frac{1}{2}})(13)$

が $n>4$ の場合の $R_{m\text{。}x}^{l\mathrm{r}er}(n)$ として得られる.
動作数最小の二段目 AND ゲートを作るためには
入力を共有していない–段目 AND ゲートを組合せ
る必要があるため, 実際には生成可能な二段目 AND
ゲート数は式 13で想定している数よりも少ない. $-$

段目 AND ゲートを入力組合せの種類で分類したと
き, その入力組合せ種類の中での各入力の延べの登

場回数が k で等しいとき, 最も多くの動作数最小の
二段目 AND ゲートを構成できる.
そのように–段目 AND ゲートを構成すると回路

入力 $n$ が偶数のとき, $x=4 \frac{nk}{2}$ の–段目 AND ゲー
トを考えられる. このときある–段目 AND ゲート
は自身と入力を共有していない $4( \frac{nk}{2}-2k+1)$個の

段目 AND ゲートと動作数最小の二段目 AND ゲー
トを構築できる. そのため動作数最小の二段目 AND
ゲート数 $y$ は $y=16 \frac{nk}{2}(\frac{nk}{2}-2k+1)/2$ と表される.

ただし, この値は全く同じ 4入力で構成される動作
数最小の二段目 AND $\Psi-\vdash$を重複してカウントし
ている. このとき $1x$ は,

$\frac{y}{x}$ $=$ $2( \frac{nk}{2}-2k+1)$

$=$ $k(n-4)+2$

更に $k\leq n-1$ であるので,

$\frac{y}{x}$ $=$ $k(n-4)+2$

$\leq$ $(n-1)(n-4)+2=n^{2}-5n+6(14)$

$(n^{2}-5n+6)-(n^{2}-n+1/2)=-4n+11/2$ より
$n\geq 4$ の範囲で式 14より式 13の与える $y/x$ の方が
大きい. したがって $R_{\max}(n)$ について式 10より

$R_{m\text{。}x}(n)$ $\geq$ $\frac{1}{8}(1+\frac{3}{n^{2}-5n+7})$

$=$ $R_{\max}^{low\epsilon r}(n)$

が言え. n が奇数のときはn–l 入力について同様
に考えると

$R_{\max}(n)$ $\geq$ $\frac{1}{8}(1+\frac{3}{n^{2}-7n+13})$

$=$ $R_{ma\mathrm{r}}^{low\epsilon r}(n)$

である.

5 おわりに

本稿では回路の電力消費機構のシンプルなモデ
ルおよび回路の最大動作率を定義し, n 入力の組合
せ二段回路において最大動作率の下限 R盤 wax\epsilon r(n) が

$n>4$ の偶数の場合 $\frac{1}{8}(1+\frac{3}{n-5n+7})$ , 奇数の場合

$\frac{1}{8}(1+\frac{3}{n-7n+13})$ で与えられることを示した. また
$n=4$ の場合には最大動作率の下限を与える回路を
示し, その値がタイトな下限であることも示した.
一般の $n>4$ の自然数に対するタイトな下限を与
える式を示すためには前述したように且の最大値を
与える式を $n$ の関数として示すことが必要である.
そのためには式 14で重複してカウントされている動
作数最小の二段目 AND ゲートの個数の算定が必要
であり, これが今後の研究課題として残されている.
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