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$\ovalbox{\tt\small REJECT}$: lhevious research has begun to show the cmnecdons between the properties of
formal language classes that can be leamed ficvm positive data and algebraic structures such
as the class of ideals of polynomial rings $[5, 9]$ . In particular, it has been shown that a
computable commutative $\mathrm{r}\dot{\varphi}$ is Noetherian if and only if the class of its ideals has finite
elast icity [$\varpi$ . In this paper, we generalize these results by defining languages using closure
operators, and Chow how some sufficient conditions forr leaming from positive data appear
naturally as properties of families of closed sets. In part icular, we show that the conditions
ECI, C2, and C3 as defined in [7] become equivalent witlin the family of closed sets of an
algebraic closure operator.

1. はじめに
可挿 K\mbox{\boldmath $\kappa$}!時に多 qUJDの性質を形式凄け禾本稿では単
に言語とよ濁の正データからの帰納推論によって特
徴付ける研究が始められている [5, 91. 本研究 3上その
特徴付けを抽象化し, 再び言語の正データからの帰納
推論に利用できる形にすることを目的とする.

$\text{�}\mathrm{l}\mathrm{u}\dot{\mathrm{m}}[1]$による正データからの帰納推論可能な言
語族の特徴付けを出発点に, 理論上実用上の多くの
研究がなされてきた. 特に, 言語族が推論可能である
ための十分条件については 改学的にも興味深いもの
が 4つ発見されている. 榊原ら [\eta の成書ではこれらの
条件を ECI, C2, C3, C4と表している. $\text{�}\mathrm{l}\mathrm{u}\dot{\mathrm{m}}$ の特
徴付けは EC1であり, この順序で後者は前者より真
に強い条件である.
形式言語の要素である語を定義するための代数的な

演算は文字の連結 (conca艶 naUon)であり, 語全体は非
可換の半群をなすそこで, 半群よりも複雑な構造を
帰納推論の対象とすることが考えられる. 実際,
Angluin[l]では, 正データからの帰納推論可能条件

C4の例として, 整数環のイデアルを取り上げている.
$\mathrm{E}^{\backslash }]\mathrm{E}$ Stephan and Venv\mbox{\boldmath $\kappa$}yv[91上可換環 $R$力 t卜ー
夕性を持つこと t2 $R$ のイデアルを形式言語として捉
えたときに, $R$ のイデアルの全体からなる族について
条件 $\mathrm{E}\mathrm{C}1$ が成立することと同値になる. 4淋ら [邸上
可換環 $R$のネータ性がイデアルの族について条件 C3
が成立することと同値であることを示した. このこと
は条件 $\mathrm{E}\mathrm{C}1$ , C2, C3, C4が正データからの帰納推論
可能性に関する尺度として用いることができること,
そして, 可換環という構造ではそのうちの $\mathrm{E}\mathrm{C}1$ , C2,
C3力洞値になることを示している.
本稿で t2言語族の構造を閉包演算で定義すること
により, これらの同値性が形式言語の帰納推論でも成
立するような条件を与える. 次節では, 正ア—-タから
の帰納推論の基本定義や帰納推論可能性のための様々
な条件を述べておく. 3節で可換環と正\check T----タからの
帰納推論の関係を復習する. 4節で{\mbox{\boldmath $\lambda$} 閉包演算を導入
し, 主定理を述べる. 最後に 5節で今後の展望を述べ
る.

2. 言語族の正データから帰納推鎗
最初に, 正データからの帰納推論の基本定義を述べ
ておく. \Sigma を記号の有限集合とし, $\Sigma^{*}$の部分集合を
言語という. 言語の列 $L_{1},$ $L\mathrm{z},$ $L_{3},$

$\ldots$ に対して,
$f(iw)=1$ $w\in L_{i}$のとき

$=0$ そうでないとき

のような計算可能な特徴関数 $f$ が存在するとき, $L$

$=\{L_{1}, L_{2}, L_{3}, \ldots\}$を ‘ $\mathrm{b}\sim \mathrm{d}$
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fammily of recursive $\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{n}\text{即昭}\mathrm{e}\mathrm{s}$)という. 以下の議論
では添字付き帰納的言語族しか考慮しないので, 単に
言語族と省略することがある. 無限列 $\sigma=s\mathrm{o},$ $s1,$ $S2$,
... が $L=\{ s\mathrm{j}| si\in\sigma\}$を満たせ (上 \mbox{\boldmath $\sigma$}は $L$ の正帽の
提示, または正提示\mbox{\boldmath $\phi$}osifive preaent麓お n)であると
いう.
推脂\sim $\mathrm{h}$ eoence ma出 ine)と t上特殊なチューリ
ング機械で, 時折入力を要求したり, 仮説を出力した
りする. 正提示 \mbox{\boldmath $\sigma$}に対して推論機械 $M$ の出力の列を

$M$ [\mbox{\boldmath $\sigma$}]で表す $M$ [\mbox{\boldmath $\sigma$}]力撫限で有限個以外の要素が全
て $i$である場合, または $M$ [\mbox{\boldmath $\sigma$}]が有限で最後の要素が
jである場合に, M[\mbox{\boldmath $\sigma$}]が jに収束するという $(M[\sigma|\downarrow$

$=j$と表力.
言語 $L_{i}$ の任意の正提示 \mbox{\boldmath $\sigma$}に対して $M[\sigma]\downarrow=j$か

つ $L_{j}=L_{i}$ が成り立つとき, $M$ は $L_{\mathrm{i}}$ を引例から
帰納推論するという. 添字付き帰納的言語族 $L\dashv^{-}L_{1}$,
$L_{2},$ $L_{3},$ $\ldots\}$の全ての言語を正野から帰納推論する $M$

が存在すれ x $L$ は正夢から帰納推論可能 0\sim fer山 le
ffim $\mathrm{p}\mathrm{o}\dot{\mathrm{a}}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}$ data)であるという. 正例からの学習の
詳細については [1, \eta などを参照されたい.

A� luin[l]は言語族の正例からの帰納推論可能性の
必要十分条件を有限証拠集合を用いて証明した.

添字付き帰納的言語族 $L=${ $L_{1},$ $L_{2}$, L3v... }の全て
の言語が有限証拠集合を持て【上文献団にならって $L$

は条件Cl を満たすとよぶことにする. 乙が条件Cl を
満たし, かっ, 任意の $i$ に対して $L_{\mathrm{j}}$ の有限証拠集合
の要素を枚挙する手続きが存在すれ\iota x $L$ は条件 EC1
を満たすという.

定理 $1(\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{M}\mathrm{l}])$ . 添字付き帰納的言語族 $L$ が正読
から帰納推論可能であるための必要十分条件は乙が
条件 $\mathrm{E}\mathrm{C}1$ を満たすことである.

$\mathrm{E}\mathrm{C}1$ より強い条件がいくつか挙げられている.

定養 (Kobayashi, S. [司 ). $L$ を添字付き帰納的言語
族とする. 全ての刀 \in 乙に対して, $F\subseteq L’\Rightarrow L\subseteq L$

を満たす $L\in L$ の有限部分集合 Fが存在すれ 12 Fを
$L$の特慴 $\overline{\mathrm{u}}fl\bm{\mathrm{i}}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\{\ \dot{\mathrm{n}}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{c}$ sample aet)という. $\text{乙}$

の全ての言語が特徴例集合を持て【凰乙は条件 C2を

満たすという.

定義 (Wn$\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}[10]$ , Mb虫起 et al. [81). $L$ を添字付き
帰納的言語族とする. 2つの無限列, $L_{1},$ $L_{2},$ La, $\ldots$ と so,
$S1,$ $S2,$ $\ldots$ (但し, $L_{i}\in Ls_{\mathrm{J}}\cdot\in$ 翌) が存在し, しかも
{so, 81, $\ldots,$

$Sn-\mathit{1}$ } $\subseteq L_{D}$かつ Sr\not\in LI2が成り立つ場合,
$L$ は無限の弾力性 (infinite elasticity)を持つという.
乙が無限の弾力性を持たなけれ【主乙は有限の弾力
性\mbox{\boldmath $\omega$}n--ite elasticity)を持つ, または乙は条件 C3を満た
すという.

定襲 (Angluin[l]). $L$ を添字付き帰納的言語族とす
る. 任意の $s\in$翌に対して, 集合 { $L$ j\in 乙 $|s\in$

$L_{i}\}$ \iota 秘ず有限個の言語しか含まない場合, 乙は有限
の厚さ (finite thidkne8s)を持つ, または $L$ は条件 C4
を満たすという.

条件Cl から C4の間に{上
$\mathrm{C}4\Rightarrow \mathrm{C}3\Rightarrow \mathrm{C}2\Rightarrow \mathrm{E}\mathrm{C}1\Rightarrow \mathrm{C}1$

という関係が知られている. 逆方向の含意は 般には
成立しないことに注意する.

3. 環のイデアルと帰{(納推論
以下の議論で t\mbox{\boldmath $\lambda$} 考慮する環の要素は枚挙可能であ

り, 置上に定義される和演算と積演算が計算可能であ
ると仮定する. また, 定義や議論を簡潔するために,
環の積演算が可換であることを仮定する.
環 $R$ の集合 Iが次の条件を満たせ&4 $I$ を Rのイデ

アル (ideal)という.
$\bullet$ $0\in I$.
$\bullet$ $fg\in I$ ならば 1+8\in I
$\bullet$ $f\in I$かつみ \in Rならば $Bf\in I$.
XRから生成されるイデア)ll<-X>とは Xを含む最
小のイデアルであり, 以下のように定義される :

$<X>= \}\sum_{=1}\Lambda_{\mathrm{j}}f_{l}|4,\ldots,h_{n}\in R,f_{1},\ldots,f_{\mathrm{r}}\in X,n<\infty\}$ .

$R$のイデアルからなる集合の包含関係で真に増加す
る無限列が存在しなけれ t4 $R$を*\rightarrow 環という. イデ
アルの詳細は [3]を参照されたい.
ネータ環と帰納推論の間の関係【末 当初は次の定理
で与えられた.

定理 2 (Steplum and Vrbov [9]). 環 Rがネータ環
であるための必要十分条件はRのイデアルのクラス $\mathcal{J}$

が正データから帰納推論可能であることである.

この定理は次のように詳細化することができる.
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定理 3(小林, 徳永, 山本 ED. 心 Rがネータ環である
ための必要十分条件は $R$ のイデアルのクラス $\mathcal{J}$ が有
限の弾力性を持つことである.

義する. このように定義された閉集合族と学習可能性
の各条件の関係を議論するに 12 コンパクト性という
概念が有用である.

すなわち, 環というデータ構造においては, $\mathrm{E}\mathrm{C}1$ ,
C2, C3謡講値になる. しかし, C4については 般に
は同値にならない.

例 1. 有理数を係数とし, $X$と yの変数からなる多項式
全体の集合を $\mathrm{Q}[*y]$とする. $\mathrm{Q}[<\mathrm{y}]$はネータ環であ
るため, $\mathrm{Q}$ [$*$ y]のイデアルのクラスが有限の弾力性を
持つ. 全ての自然数 $i$に対して, $x\in<_{4}$yi>である焼
拘のとき, $<\mathrm{x}y^{\mathrm{j}}>\neq<x$ yj>が成り立つ. 従って,
$X$は無限個のイデアルに含まれているため, $\mathrm{Q}$[$K$ y]の
イデアルのクラスは有限の厚さを持たない.

上の例で示したように, 一般的にイデアルのクラス
は有限の厚さを持たない. しかし, 有限の厚さを持つ
有用なイデアルの部分クラスが知られている. 有理数
を係数とする 12変数の多項式環を $\mathrm{Q}[x1, \ldots, n]$とし,

$x^{\rho}=x_{1^{\alpha_{1}}}\ldots \mathrm{x}_{?}^{a_{\mathit{1}2}}$ ( $a1,$ $\ldots$ , \alpha n\in N)のような変数の
積を単項式と定義する.

補題 1(de Brecht et $\mathrm{a}1[4]$). $1$つの単項式から生成され
るイデアルのクラス $\{<\swarrow>|a\in \mathrm{N}^{n}\}$は有限の厚
さを持つ.

細明. 多項式の指数しの整礎な完全順序を適切に決め
て, 任意の fは $f=gx^{x}$, 但し $g$ は定数か単項式で
ない多項式, と–意的にかけるので, $f\in<x^{\beta}>\Leftrightarrow$

$\Lambda l=f(\mathrm{A}\in \mathrm{Q}[x], \ldots, x_{1}])\Leftrightarrow\beta\leqq$ が成り立つ. そ
して, \alpha より小さい指数は有限個しか存在しないため,

$f$は有限個のイデアルにしか含まれていない. 多項式
$f$は任意であるため, 1つの単項式から生成されるイ
デアルのクラスは有限の厚さを持つ.

4. 閉包演算と正データからの帰納推鎗
多項式環で成立した性質が言語族の正フ\tilde ---タから
の学習に対しても成立するための条件を考察する.

定義. Uを集合とする. $C:2^{U}arrow 2^{U}$ が次の条件を満
たすとき, Cを閉包演算とよぶ
$\bullet$ $X\subseteq C(X)$ .
$\bullet$ C(C(X)$\rangle$ =C(躍).
$\bullet$ XYならば $C(X)\subseteq C(Y)$.
さらに X=CCOであれ【凰 Xを Cに対する閉集合
とよぷ 曖昧さが生じなけれ\iota x 単に閉集合とよぶ

以下の議論で t2 $U=\Sigma^{\mathrm{B}}$ とし, ある閉包演算 Cが与
えられたとき, $Lc=\{X|$ Xは Cに対する閉集線と定

定義. 閉集合Xと任意の閉集合族 Yj(i\in のに対して,
$X \subseteq C(\bigcup_{i}\mathrm{c}IY_{\mathrm{j}}\rangle$ であれば XC(\cup i $\in^{I’\mathrm{Y}_{i})}$ が成立す
るような IIv有限部分集合 I’が存在するとき, Xまコ
ンパクトであるという.

閉集合族の集合のコンパクト性と有限証拠集合は次
の関係を持つ.

定理 4. 任意の閉包演算 Cの閉集合族を LCとする. あ
る閉集合 L\in LCが枚挙可能で LCにおいてコンパクト
ならば $L$は LCにおいて有限証拠集合を持つ.

証明. $L\in$乙 cがコンパクトで有限証拠集合を持たな
いと仮定する. so, $s_{1}$, sち...というように Lの全ての要
素を枚挙すると, {S0}は $L$の有限証拠集合でないため
Co=C({SO})は Lの真部分集合となる. 同様に, $Si_{l}\in L$

$-C_{\mathrm{r}-1}$ となる最小の $i_{D}$をとって, $c_{n}=C(\{s\mathrm{o}, \ldots, s:\})$

は $L$ の真部分集合となる. 無限に続けると, 明らかに
$L\subseteq C$( $\bigcup_{n}\mathrm{c}.\mathrm{N}$ ClI)が成り立つが, 作り方により $a\subset c_{1}$

$\subset\cdots$であるため, 任意の有限集合 $I\subseteq \mathrm{N}$ に対して
$c( \bigcup_{\mathit{1}2\Leftarrow b}c_{\mathrm{n}})=c_{\mathrm{m}u_{D}}\subset L$が成り立ち, Lのコンパクト
性と矛盾する.

以上の定理はコンパクト閉集合の有限証拠集合の枚
挙可能性を議論しないので正データからの学習可能
性のための十分条件にはならない. 学習可能性を保証
するために次のような閉包演算を導入する.

定義. 閉包演算 Cは任意のXUに対して,
$C(X)=\cup$ { $C(Y)|$ Y\subseteqq --X 】Y\iota ま有限集合}

を満たすとき, 代数的閉包演算 (algebrai-c closuoe
02rat(のであるという.

例 2. Rは任意の環で, XRに対して I(濁は Xから生
成されるイデアルとする. 明らかに $I()$は閉包演算で
ある. また, 任意の a\in I(罰は $r_{1}x_{1}+\cdots$ +rnxn(但
し, $\Gamma i\in R$ xi\in 劫というような有限の和であるため,
$s\in I$($\{X1,$

$\ldots$, x,})が成り立つ. 従って, I$($ . $)$劃勺改的閉
包演算である. 同様に, 任意の群 $G$に対して, S(X\mbox{\boldmath $\gamma$}が
XGから生成される部分群なら&4 S$()$は代数的閉
包演算である.

定義. 集合Xは有限集合 Yに対して, $X=$ ( めであ
るとき, 有限生成の閉集合であるという.

定理 5([2]参照). Cが代数的閉包演算であれ 12 コン
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パクト閉集合と有限生成閉集合は 致する.

この事実を用いて代数的閉包演算のコンパクト性は
学習可能性の条件と次の関係を持つ.

定理 6. 代数的閉包演算 Cの閉集合族を $\text{乙}c$とする. $X$

$\in Lc$がコンパクト閉集合であるための必要十分条件
は Xが廊において特徴例集合を持つことである.

註明. Xがコンパクト閉集合と仮定すれ【凰 $X=C(Y)$

を満たす Xの有限部分集合 Y力椿在する. 任意の閉集
合 $X’$ に対して, $Y\subseteq X’\Rightarrow C(Y)\subseteq C(X’)\Rightarrow X\subseteq X$

’

より, YはXの特徴例集合である. 逆に, Xの特徴例集
合を Yと仮定すれ【凰特徴例集合の定義より却ま Yを
含む最小の閉集合であり, X=C0\neg )が成り立つ. 従っ
て, Xは有限生成閉集合で, コンパクトである.

定理 7. 代数的閉包演算 Cの閉集合族を LCとする. あ
る閉集合 L\in 乙 cが $Lc$において有限証拠集合を持て
(上 $L$は乙 Cにおいてコンパクトである.

胸現. $L\in$乙 cは有限証拠集合を持つと仮定する. $T\subseteq L$

を $L$の $Lc$における有限証拠集合とすれば $C(\eta\subseteq L$

が成り立つ潮 $C(\text{の}\in$動であることと有限証拠集合
の定義より $C(T$ Lが成立しなければならない. 従っ
て, $L$は有限生成閉集合であり, コンパクトである.

$S1,$ $\ldots$ と $X_{1},$ $X_{2}$, X3, ...が有限の弾力性の仮定と矛盾す
る.

閉包演算として形式化すると, イデアルのクラスで
$\mathrm{E}\mathrm{C}1$ , C2, C8二二値になる理由が次の定理より明らか
になる.

定理 9. 代数的閉包演算 $C$ において, 全ての閉集合が
コンパクトであるための必要十分条件は真に増加する
閉集合の無限列が存在しないことである.

証明. 全ての閉集合がコンパクトであるが真に増加
する閉集合の無限列 C0\subset Cl\subset C2\subset が存在すると仮
定する. $C_{\omega}=C(\mathrm{U}\mathrm{j}_{\in_{\mathrm{s}}\mathrm{N}}a)$とすれば 壬意の有限集合 $I$

$\subset \mathrm{N}$に対して $C( \bigcup_{\mathrm{j}_{\Leftarrow}I}C)=C_{\mathrm{n}\mathrm{m}J\rangle}\subset C_{\omega}$ が成り立つた
め, $C_{\omega}$ はコンパクトではない. これは矛盾である.
逆に, 真に増加する閉集合の無限列が存在しない力\searrow

非コンパクトの閉集合が存在すると仮定する. $X$ を非
コンパクト閉集合とすると, $X \subseteq C(\bigcup_{\mathrm{j}}\in \mathrm{N}$ 玲である力\searrow
全ての有限集合 $I\subset \mathrm{N}$ に対してXは $C$( $\bigcup_{\mathrm{j}_{\in}I}$ YYi)の部
分集合ではないよう凝無限個の閉集合名 (i\in N)が存
在する. $X$ は C(YO)の部分集合ではないので, Y&-
$aY\mathrm{o})\neq\emptyset$ を満たす班が存在する (–#\dagger *性を失わずに
これを箔とする). 従って, $C(\eta_{\mathit{0}}\subset C(Yo\cup$玲, かつ
Xは $C(Yo\cup$ 玲の部分集合ではない. 無限に繰り返す
と, C(Yo)\subset \subset C(Y0\cup $\cdot$ ..\cup YB $\rangle$ \subset ...という真に増
加する無限列が存在することより矛盾である.

定理 4, 6と 7より, 代数的閉包演算の閉集合族で}上
条件Cl と C2が同値になる. さらに, 環のネータ性と
イデアルの有限の弾力性の関係を次のように 般化で
きる.

定理 8. 閉包演算 $C$に対して真に増加する閉集合の無
限列が存在しないための必要十分条件はCに関する閉
集合のクラスが有限の弾力性を持つことである.

証明. $C$ に関する閉集合のクラスは真に増加する閉
集合の無限列を含まない潮無限の弾力性を持つと仮
定する. 従って $B_{D-1}=\{s_{0}, s_{1}, \ldots, s_{2},- 1\}$尤かっ $s_{Il}$

$\not\in$ 品を満たす無限の要素の列亀 $S1,$ $S2,$ $\ldots$と無限の閉
集合の列 $X_{1},$ $\mathrm{X}_{2}$, $X_{3},$

$\ldots$ が存在する. C(Bn-l)Xnか

つ C(BR)\subseteqq 紙であるから, $C(B_{n-l})\neq CQ$ n)が成り立
つ. また, $\eta$-1Bはり $C$(\sim -l)C(Bn)であるので,
$C$($Bn$ -l)は C(Bのの真部分集合である. $R$は任意であ
るから, 真に増加する無限列となり, 仮定と矛盾する.
次に, 有限の弾力性を持ち, $X_{1}\subset X_{2}\subset X_{3}\subset\cdots$という
閉集合の無限列が存在すると仮定する. $S0$を Xlの任意
の要素, $s_{R}\in X_{B+1}-Xrt$とすれば明らかに無 El $S0$,

系 1:代数的閉包演算によって定義された閉集合族で
t上条件Cl と $\mathrm{E}\mathrm{C}1$ , C2, C3は同値である.

系 2:任意の代数的閉包演算に対する閉集合は全て計
算可能であれ#x 全体の閉集合族の正ア\tilde --タからの学
習可能性のための必要十分条件は真に増加する閉集合
の無限列が存在しないことである.

例 3. $i\in \mathrm{N}$ に対して $L\mathrm{j}=$ { $x\in \mathrm{N}|$ x\leqq i}とし, 言語
族る N $=$ { $L\mathrm{j}$ $|$ i\in N}と定義する. 」醸は無限の弾力性
を持つが明らかに正データから帰納推論可能である.
そして, 任意の集合 $X\subseteq \mathrm{N}$ が有限集合のときに $C(X)$

$= \{x\in \mathrm{N}|x\leqq\max(X)\},$ $X$が無限集合のときに
$C(X)=\mathrm{N}$ と定義すれ#上 Cは代数的閉包演算となり, $\mathrm{j}$

$\in \mathrm{N}$ に対して $L_{i}=C$({ i})が成り立つ. しかし, $\mathcal{L}_{\mathrm{N}}=$

LC-{N}のため, 上の系 2は娠に対しては当てはま
らない. このように, 閉集合族に関する上の定理が部
分族については 1には成り立たないことに注意する
必要がある.
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5. おわりに
本稿で t上正ア\rightarrow --タからの帰納推論と多項式環のよ
うな代数的な構造の関係の研究を進めるために, 閉包
演算により定義された言語族の性質と帰納推論可能性
のための十分条件の関係を示した特に, 環 $R$がネー
タ環であるための必要十分条件は Rのイデアルのクラ
スが有限の弾力性を持つという事実を, 代数的閉包演
算の閉集合族まで自然に 般化できることを証明し
た.
今後は, 本稿の結果を広く適用できるように, 形式
的文法など言語族を定義するための種々の方法と閉包
演算の関係を明確にしていきたい
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