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1 Introduction
$n(\geq 2)$ 次元半空間 $\mathrm{R}_{+}^{n}=\{(\tilde{x}, x_{n})\in \mathrm{R}^{n};\tilde{x}\in \mathrm{R}^{n-1}, x_{n}>0\}$ 上の非圧縮

性粘性流体による熱対流を記述する次の Boussinesq方程式を考える。本
稿では遠方で減衰しない初期条件と境界条件に対する時間局所可解性に
ついて議論する。

(B) $\{$

$\partial_{t}u-\Delta u+u\cdot\nabla u+\nabla p=g\theta$, $t>0$ , $x=(\tilde{x}, x_{n})\in \mathrm{R}_{+}^{n}$ ,
$\partial_{t}\theta-\Delta\theta+u\cdot\nabla\theta=0$ , $t>0$ , $x=(\tilde{x}, x_{n})\in \mathrm{R}_{+}^{n}$ ,

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u=0$, $t>0$ , $x=(\tilde{x}, x_{n})\in \mathrm{R}_{+}^{n}$ ,
$u|_{\theta \mathrm{R}_{+}^{\mathfrak{n}=}}0$ , $\theta|_{\theta \mathrm{R}_{+}^{n=}}S(\tilde{x}, t)$ ,
$u|_{t=0}=u_{0}$ , $\theta|_{l=0}=\theta_{0}$

ここで、 $u=(u^{1}(x, t),u^{2}(x, t),$ $\cdots,u^{\mathrm{n}}(x,t)),$ $\theta=\theta(x, t),$ $p=p(x,t)$ はそ

れぞれ流体の未知速度場、未知温度分布、および未知圧力場を記述する。
また、 $g=(\mathrm{O}, 0, \cdots, 0,g^{n})$ は与えられた–様な重力加速度であり、 $S(\tilde{X}_{)}t)$

は境界 $\partial \mathrm{R}_{+}^{n}$ 上で与えられている熱源の温度分布である。
これまで、多くの研究者により、様々な領域 $\Omega$上の熱対流が研究されて

きた。 (例えば、 [2],[9]等を参照) しかし、 それらの結果は初期条件恥,\theta O

に q-乗可積分性 (q<\infty ) が課せられている。考える領域が全空間や半空
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間、外部領域などの非有界領域の場合、 この仮定は、荒っぽく言うと、初
期条件 $u_{0}(x),$ $\theta_{0}(x)$ が空間遠方で減衰することを意味している。

方、初期値に空間遠方での減衰を仮定しない場合の結果として、次の
ようなものが知れれている。Cannone[4], $\mathrm{G}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{a}- \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{i}- \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{i}[10]$ は、初期速
度場恥に遠方での減衰を仮定せずに、恥 $\in L^{\infty}(\mathrm{R}^{n})$

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}$ 恥 $=0$ in $D’$ に

対して、全空間上の Navier-Stokes方程式の時間局解を構成している。 $(-$

意性に関しては、 $\mathrm{G}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{a}- \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{i}- \mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{t}\triangleright \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{i}[11]$, J.Kato[17] を参照せよ。) さ

らに、次元が 2次元の時、 $\mathrm{G}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{a}-\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{i}-\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{a}[12]$ はこの Navier-Stokes
方程式の解が時間大域解になる事を証明している。 また、全空蘭上の
Boussinaeq方程式に対しても類似の結果が成り立つことがわかっている。
(Sawada との共同研究 [28]) [28] において、 $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u=0$ in $D’$ をみたす初期
条件 $(u_{0}, \theta_{0})\in(L^{\infty}(\mathrm{R}^{n})\cross\dot{B}_{\infty,1}^{0}(\mathrm{R}^{n}))$に対して、

$(u, \theta, \nabla p)\in C_{w}([0,T);L^{\infty}(\mathrm{R}^{n}))\cross C([0,T);\dot{B}_{\infty 1\prime}^{0}(\mathrm{R}^{n}))\mathrm{x}C((0, T);\dot{B}_{\infty\prime 1}^{0}(\mathrm{R}^{n}))$

を満たす–意な局所解の存在を示した。ここで、 $\dot{B}_{\infty,1}^{0}$ は空間遠方で減衰し
ない関数を含んでいる。例えば、$\sin x_{n},$ $\frac{1}{1+x_{n}^{2}}$ などが含まれる $\circ$ さらに、 2
次元の時は、この $\mathrm{B}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{q}\text{方程式の局}\overline{\mathrm{p}}\pi \text{解}\theta^{\mathrm{f}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{間}\mathrm{X}\Phi \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}[]_{\vee}^{\vee}f$;ることもわ

かっている。 ([31] を参照せよ。) これらの結果は全空間 Rn上の初期値問題
にたいする結果であるが、半空間上 $\mathrm{R}_{+}^{n}$ の問題に関しても、 $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{i}- \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{i}[14]$

は Navier-Stokes方程式の局所可解性を初期条件恥 $\in L^{\infty}(\mathrm{R}^{n})$ に対し示

している。 (Shimizu[29],Solonnikov[30] も類似の結果を示している。)

本稿では、負ペキの Besov空間を利用し、空間遠方で減衰しないデー
タにたいする半空間上の Boussinesq方程式の初期値境界値問題の局所可
解性を議論する。

2 $\#^{\backslash }\prime \mathrm{f}\mathrm{f}\#$

$\mathrm{F}\mathrm{f}\mathrm{l}\not\in \text{を}$扱いやすくするために、次のような変形を行う。関数 $h(x_{n})=$

数

1 $(0\leq x_{n}<1)$
$\in C^{\infty}([0, \infty))$ を導入し、 $(\tilde{x}, b)\in\partial \mathrm{R}_{+}^{n}\mathrm{x}[0, \infty)$ の関

$0$ $(x_{n}>2)$

$S(\tilde{x}, t)$ を、次のように $(x,t)=(\tilde{x},x_{n},t)\in \mathrm{R}_{+}^{n}\mathrm{x}[0, \infty)$ の関数 $\overline{S}(\tilde{x}, x_{n}, t)$

に $\Re \mathfrak{R}\text{す}$る。
$\overline{S}(x, t)=S(\tilde{x}, t)h(x_{n})$

また、 $\overline{\theta}=\theta-\overline{S}$ , $\overline{\theta}_{0}(x)=\theta_{0}(x)-\overline{S}(x, 0)$ とおくと、 (B) は次のような

方程式に変形される。
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(B’) $\{$

$\partial_{t}u-\Delta u+u\cdot\nabla u+\nabla p=g(\overline{\theta}+\overline{S})$ ,
$\partial_{t}\overline{\theta}-\Delta\overline{\theta}+u\cdot\nabla\overline{\theta}=-\partial_{t}\overline{S}+\Delta\overline{S}-u\cdot\nabla\overline{S}$,

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u=0$, $t>0$ , $x=(\tilde{x},x_{n})\in \mathrm{R}_{+}^{n}$ ,
$u|_{\theta \mathrm{R}_{+}^{\mathfrak{n}=}}0$ , $\overline{\theta}|_{\theta \mathrm{R}_{+}^{n=}}0$,
$u|_{t=0}=u_{0}$ , $\overline{\theta}|_{t=0}=\overline{\theta}_{0}$

次に、 Inui-Matsui[14] に従い、半空間上での Helmholtz作用素を定義す
る。恥上で定義された関数 $f$の $\mathrm{R}^{n}$ への偶拡張、奇拡張、 $0$拡張をそれぞれ

$e^{+}f,$ $e^{-}f,$ $e^{0}f$ とおく。すなわち、 $e^{\pm}f(\tilde{x},x_{n})=\{$

$f(\tilde{x},x_{n})$ $(x_{n}\geq 0)$

$\pm f(\tilde{x}, -x_{n})$ $(x_{n}<0)$
’

$e^{0}f(\tilde{x},x_{n})=\{$

ベクトル値関

$0f(\tilde{x}, x_{n})$ $(x_{n}\geq 0)(x_{n}<0)$ . さらに、 $\mathbb{R}_{+}^{n}$ 上で定義された $n$次元

数 $u(\tilde{x}, x_{n})=(u^{1}(\tilde{x},x_{n}),u^{2}(\tilde{x},x_{n}),$ $\cdots,u^{n}(\tilde{x}, x_{n}))$ に対して
鏡像による $\mathrm{R}^{n}$ への拡張を $Eu$ とおく。 すなわち、

$Eu=(e^{+}u^{1},e^{+}u^{2}, \cdots, e^{-}u^{n})$

とおく。半空間上での Helmholtz作用素は $P+=PE$で与えられる。 (Inui-

Matsui[14] を参照) ここで、 $P$ は行列作用素 $P=(P_{ij})_{1\leq i,j\leq n}=(\delta_{i,j}+$

$R_{i}R_{j})_{1\leq 1,j\leq n}$で、 $R_{j}$ は Riesz変換 $R_{i}=\partial_{j}(-\Delta)^{-1/2}$ である。

形式的に耳を (B’) の第–式に作用させると、

(AB) $\{$

$\partial_{t}u+Au+P_{+}(u\cdot\nabla u)=P_{+}(g(\overline{\theta}+\overline{S}))$ ,
$\partial_{t}\overline{\theta}-\Delta\overline{\theta}+u\cdot\nabla\overline{\theta}=-\partial_{t}\overline{S}+\Delta\overline{S}-u\cdot\nabla\overline{S}$,

$u|_{\partial \mathrm{R}_{+}^{n\cdot=}}0$ , $\overline{\theta}|_{\theta \mathrm{R}_{+}^{n=}}0$,
$u|_{t=0}=u_{0}$ , $\overline{\theta}|_{t=0}=\overline{\theta}_{0}$

ここで、 $A=-P_{+}\Delta$であり、 Stokes作用素とよばれる。 (AB) の解の構成
には、 (AB) の第 1式の左辺にあらわれる耳 (gS-) が $L^{\infty}$ に入ってくれな

いため、 Inui-Matsui の方法が使えない。 そこで、本稿では、 (-A) が適
当な Besov空間上で解析的半群を生成することを示すことにより、 (AB)
の解を構成する。
まず初めに、 Besov空間の定義を紹介する。
Littlewood-Paley 分解: $\varphi_{j}\in S(j=\pm 1, \pm 2, \pm 3, \cdots)$ $\hat{\varphi}_{j}(\xi)=$

$\hat{\varphi}_{0}(2^{-j}\xi)$ , $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\hat{\varphi}_{0}\subset\{1/2<|\xi|<2\},$ $1= \sum_{j=-\infty}^{\infty}\hat{\varphi}_{j}(\xi)(\xi\neq 0)$ ,
$1= \hat{\psi}(\xi)+\sum_{j=0}^{\infty}\hat{\varphi}_{j}(\xi)(\xi\in \mathrm{R}^{n})$ を用いて Besov space を定義する。

3



定義 (全空間上の Besov space)
$s\in \mathrm{R},$ $1\leq p,$ $q\leq\infty$ とする o

$B_{\mathrm{p},q}^{\epsilon}=B_{\mathrm{p},q}^{s}(\mathrm{R}^{n})$ $\equiv\{f\in S’;||f||_{\dot{B}_{\dot{p},q}}<\infty\}$

$\dot{B}_{p,q}^{f}=\dot{B}_{p,q}^{\epsilon}(\mathrm{R}^{n})$ $\equiv\{f\in S’/\mathcal{P};||f||_{\dot{B}_{\mathrm{p},q}^{\epsilon}}<\infty\}$ ( $\mathcal{P}$ は多項式の全体)

$||f||_{B_{\mathrm{p},q}^{\epsilon}}$
$\equiv$

$|| \psi*f||_{p}+\{\sum_{j=0}^{\infty}(2^{j\epsilon}||\varphi_{f}*f||_{p})^{q}\}^{1/q}$ , $(q<\infty)$

$||f||_{\dot{B}_{\mathrm{p},\infty}^{\epsilon}}$
$\equiv$

$|| \psi*f||_{p}+\sup_{j=0,1},\cdots 2^{j\epsilon}||\varphi_{j}*f||_{p}$

$||f||_{\dot{B}_{\mathrm{p},q}^{l}}$
$\equiv$

$\{\sum_{i=-\infty}^{\infty}(2^{jt}||\varphi_{j}*f||_{p})^{q}\}^{1/q},$ $(q<\infty)$

$||f||_{\dot{B}_{\dot{\mathrm{p}},\infty}}$
$\equiv$ $\sup$ $2^{js}||\varphi_{j}*f||_{p}$ .

$-\infty<i<\infty$

特に、 (s,p, q) が

(1) $s<n/p$ または、 $s=n/p,$ $q=1$

のとき、 $\dot{B}_{p,q}^{\delta}(\mathrm{R}^{n})$ は、次のように $S’$ の部分空間と見なせる。 すなわち、

(2) $\dot{B}_{p,q}^{\epsilon}(\mathrm{R}^{n})\cong\{f\in S’$ ; $||f||_{\dot{B}_{\dot{p},q}}<\infty$ and $f= \sum_{j=-\infty}^{\infty}\varphi_{j}*f$ in $S’\}$

が成り立つ。本稿では、 $(s,p, q)$ が (1) をみたすとき、 (2) の右辺を $\dot{B}_{\mathrm{p},q}^{\epsilon}(\mathrm{R}^{n})$

の定義とする。

定義 (半空間上の Besov space)

$B_{\mathrm{p},q,+}^{t}=B_{\mathrm{p},q}^{\epsilon}(\mathrm{R}_{+}^{n})\equiv$ { $f;\exists g\in B_{p,q}^{f}(\mathrm{R}^{n})\mathrm{s}.\mathrm{t}$. $f=g$ in $D(\mathrm{R}_{+}^{n})$ }, $||f||_{B_{\dot{\mathrm{p}},q,+}}=$ inf $||g||_{B_{\dot{p},q}}$

$\dot{B}_{p,q}‘(\mathrm{R}_{+}^{n})$ も同様に定義される。

定義 $(B_{\infty q1’+,\sigma}^{-\prime})0<s<1,1\leq q\leq\infty$ とおく $0$

$B_{\infty,q,+,\sigma}^{-\theta}\equiv$ { $u\in(B_{\infty,q,+}^{-\epsilon})^{n};\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}$ $Eu=0$ in $S’$}

$u\in B_{\infty,q,+,\sigma}^{-}‘(0<s<1<q<\infty)$のとき、 $($Eu$(x_{n}))^{n}\in C((-\infty, \infty);B_{\infty,q}^{-s}(\mathbb{R}^{\mathrm{n}-1}))$

であり、従って、 $u^{n}|\theta \mathrm{R}_{+}^{\mathfrak{n}=}0$ である。
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3 主結果
主結果を述べる前に、重要な lemma を紹介する。

Lemma 3.1 $(a)0<s<1,1\leq q\leq\infty,$ $\chi(x_{n})=1_{(0,\infty)}(x_{n})$ に対し、

$f\in B_{\infty,q}^{-\epsilon}\Rightarrow\chi\cdot f\in B_{\infty,q}^{-\epsilon}$,
$||f||_{B_{\infty,q,+}^{-}}\cong||e^{0}f||_{B_{\infty,q}^{-\epsilon}}$

$(b) \sup_{\overline{x}\in \mathrm{R}^{n-1}}|f(\tilde{x},x_{n})|\in L^{p}(0, \infty)(1\leq p\leq\infty)$ のとき、
. $-1$

$\Rightarrow e^{\pm}f,$ $e^{0}f\in B_{\infty^{\mathrm{p}}\infty},,$

$||e^{\pm}f||_{\dot{B}_{\infty^{p}\infty}^{-1}},\cong||e^{0}f||_{\dot{B}_{\infty^{\mathrm{p}}\infty}^{-1}},\leq C||f||_{L^{\mathrm{p}}(0,\infty\cdot L(\mathrm{R}_{5}^{n-1}))}|\infty$

. $\cdot$ . $0<s<1,1\leq q\leq\infty$ のとき、

$||e^{0}f||_{\dot{B}_{\infty,q}^{-\leq C||f||_{L_{w}^{1}(0,\infty;L(\mathrm{R}_{i^{-1}}’))\cap L(\mathrm{R}_{+}^{n})}}}\cdot\infty\cdot\infty$

Lemma 3.2 $0<s<1,1\leq q<\infty$ とする。
$(l)-A$ genemtes an analytic continuous semi-group $\{e^{-tA}\}_{t\geq 0}$ on $B_{p_{1}q,+,\sigma}^{-t}$ .
(2)$f\in B_{\infty,q,+,\sigma}^{-S}$ とする。

$(a)$ $||e^{-tA}f||_{B_{\infty,q,+,\sigma}^{-\epsilon}}\leq C(s)||f||_{B_{\infty,q,+,\sigma}^{-}}\cdot$ ,

$(b)$ $||e^{-tA}f||_{L} \infty\leq C(s, \delta)(1+\frac{1}{t})^{s/2+\delta}||f||_{B_{\infty,q,+,\sigma}^{-}}\cdot$ , $(\delta>0)$

(c) $|| \nabla e^{-tA}f||_{B_{\infty,q,+}^{-}}\cdot\leq C(s, \epsilon)(1+\frac{1}{t})^{1/2+\epsilon}||f||_{B_{\infty q,+,\sigma}^{-\delta}}|$

’
$(\epsilon>0)$

$(d)$ $||e^{-tA}f-e^{-\tau A}f||_{B_{\infty,q,+,\sigma}^{-\epsilon}}\leq C(s)(t-\tau)^{\alpha}\tau^{-\alpha}||f||_{B_{\infty,q,+,\sigma}^{-\epsilon}}$
$(0\leq\alpha\leq 1,0<\tau<t)$

Remark $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{h}- \mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}- \mathrm{P}\mathrm{r}\ddot{\mathrm{u}}\mathrm{s}\mathrm{s}[5]$ は $-A$が $L_{\sigma}^{\infty}$ 上で解析的半群を造ること
を証明している。
この Lemma を利用すると次の定理が言える。

Theorem 1 Let $0<s<1,1\leq q<\infty_{f}u_{0}\in B_{\infty,q,+,\sigma}^{-l},$ $e^{-}\overline{\theta}_{0}\in$

$\dot{B}_{\infty,1}^{0}(\mathrm{R}^{n}))$ , and $S,$ $\partial_{\tilde{x}}^{2}S,$ $\partial_{t}S\in C^{\alpha}([0, \infty);L^{\infty}(\mathrm{R}_{\overline{x}}^{n-1}))$ for some $\alpha>0$ .
Then there enist $T>0$ and unique solution $(u,\overline{\theta})$ to (AB) on $[0, T)$ such
that

$u\in C([0, T);B_{\infty,q,+,\sigma}^{-\epsilon})\cap C^{1}((0, T);B_{\infty,q,+,\sigma}^{-\epsilon})\cap C((0,T);D(A))$

$e^{-}\overline{\theta}\in C([0, T);\dot{B}_{\infty,1}^{0})\cap C^{1}((0, T);\dot{B}_{\infty,1}^{0})\cap C((0, T);\dot{B}_{\infty,1}^{2})$ .
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ここで、 $D(A)$ は $D(A)=(I+A)^{-1}B_{\infty,q,+,\sigma}^{-\epsilon}$ であり、 $D(A)\subset B_{\infty,q,+,\sigma}^{-S}\cap$

$B_{\infty,q,+}^{-\epsilon+2-\epsilon}$ for all $\epsilon>0$ である。 したがって、 $D(A)\subset W^{1,\infty}$ である。 また、
$u\in D(A)$ のとき、 $u|_{\partial \mathrm{R}_{+}^{n=}}0$ が言える。さらに $\dot{B}_{\infty,1}^{0}\subset BC(\mathbb{R}\text{っであるの}$

で、 $e^{-}\overline{\theta}\in\dot{B}_{\infty}^{0}$ . のとき、 $\overline{\theta}|_{\partial \mathrm{R}_{+}^{n=}}0$ も言える。
Remark 上の定理で条件 $e^{-}\overline{\theta}_{0}\in\dot{B}_{\infty,1}^{0}(\mathrm{R}^{n})$ を $e^{-}\overline{\theta}_{0}\in\dot{B}_{\infty,\infty}^{-t}(\mathrm{R}^{n})(0<$

$s<1)$ に換えても同様の局所可解性がいえる。

4 Lemma 2の証明の概略

こ稠こ密で性は $\mathrm{L}\mathrm{e}_{\text{、}}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{a}\text{任}$
$2(\mathrm{a})\text{の}$ の証明の概に略対をし述べる+。$A)^{-1}uD(A)$

の
$B_{\infty,q,+,\sigma}^{-\epsilon}u\mathrm{i}\mathrm{n}B_{\infty,q}^{-\epsilon}$

,

おにお

ける稠密性は、任意の $u\in B_{\infty,q,+,\sigma}^{-s}$

$(\lambdaarrow\infty)$ となることを示すことにより、証明できる。 (詳しくは [32] を参
照せよ。)

$-A$が解析的半群を生成するためには、 $0<\theta<\pi,$ $|\arg\lambda|<\theta,$ $\lambda\neq 0$

に対して、

$(*)$ $||( \lambda+A)^{-1}f||_{B_{\infty,q,+,\sigma}^{-}}\cdot\leq C_{\theta}\frac{1}{|\lambda|}||f||_{B_{\infty,q,+,\sigma}^{-\epsilon}}$

を示せばよい。 [5] より、 $(\lambda+_{d}4)^{-1}f=(\lambda-\Delta)^{-1}e^{-}f+Tf$ と表せる。 こ

こで、

$Tf(\tilde{x},x_{n})$ $= \int_{0}^{\infty}\int_{\mathrm{R}^{\mathfrak{n}-1}}G(\tilde{x}-\tilde{x}’,x_{n}’,x_{n}, \lambda)f(\tilde{x}’,x_{n}’)d\tilde{x}’dx_{n}’$

$\int_{\mathrm{R}^{\mathfrak{n}}}\chi(x_{n}’)G(\tilde{x}-\tilde{x}’,x_{n}’,x_{n}, \lambda)f(\tilde{x}’,x_{n}’)d\tilde{x}’dx_{n}’$

と表せる。 $G$ は [5] を参照せよ。

$|Tf(\tilde{x}, x_{n})|$ $\leq$
$||\chi(\cdot)G(\cdot, \cdot, x_{n}, \lambda)||_{B}\mathrm{i}_{q’}.||f||_{B_{\infty,q,+,\sigma}^{-\epsilon}}$

$\leq$ $C \frac{1+|\lambda|^{\epsilon/2}}{|\lambda|}\cdot\frac{1}{1+|\lambda|^{1/2}x_{n}}||f||_{B_{\infty,q,+,\sigma}^{-}}$.
. $\cdot$ . $||Tf($ ., $x_{n})||_{L(\mathrm{n}_{\mathrm{z}}^{\mathfrak{n}-1})} \infty\leq C\frac{1+|\lambda|^{\delta/2}}{|\lambda|}\cdot\frac{1}{1+|\lambda|^{1/2}x_{n}}||f||_{B_{\infty,q,+,\sigma}^{-}}$.

$|\lambda|\leq 1$ のとき、

$||Tf||_{B_{\infty,q,+}^{-}} \cdot\leq C||Tf||_{L^{\Phi}(\mathrm{R}^{n})}\leq C\frac{1}{|\lambda|}||f||_{B_{\infty,q,+,\sigma}^{-*}}$
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$|\lambda|\geq 1$ のとき、

$||Tf||_{B_{\infty,q,+}^{-}}$. $\leq$ $C||e^{0}Tf||_{B_{\infty,q}^{-}}.\leq C||e^{0}Tf||_{\dot{B}_{\infty,\mathrm{r}}^{-\epsilon}}$

$C| \lambda|^{-\iota/2}||e^{0}Tf(\frac{\tilde{x}}{|\lambda|^{1/2}}, \frac{x_{n}}{|\lambda|^{1/2}})||_{\dot{B}_{\infty,q}^{-}}$.
(Lemma 1 (b) A $\text{り}$ ) $\leq$ $C| \lambda|^{-\epsilon/2}||Tf(\frac{\tilde{x}}{|\lambda|^{1/2}}, \frac{x_{n}}{|\lambda|^{1/2}})||_{L_{w}^{1}(0,\infty;L\infty})\cap L^{\infty}(\mathrm{n}_{+}^{n})$

$\leq$ $C| \lambda|^{-\epsilon/2}||\frac{1+|\lambda|^{\epsilon/2}}{|\lambda|}.\cdot\frac{1}{1+x_{n}}||_{L_{w}^{1}\cap\iota\infty}||f||_{B_{\infty,q,+.\sigma}^{-}}$.
$\leq$ $C \frac{1}{|\lambda|}||f||_{B_{\infty,q,+,\sigma}^{-}}$.

これにより $e^{-tA}$ が解析的半群になることがわかる。

5 Theorem 1の証明の概略
積分方程式

(3) $u(t)=e^{-tA}u_{0}- \int_{0}^{t}e^{-(t-\tau)A}P_{+}(u\cdot\nabla u)(\tau)d\tau$

$+ \int_{0}^{t}e^{-(t-\tau)A}P_{+}(g\overline{\theta}+g\overline{S})(\tau)d\tau$

(4) $\overline{\theta}(t)=e^{t\Delta}e^{-}\overline{\theta}_{0}-\int_{0}^{t}e^{(t-\tau)\Delta}e^{-}(u\cdot\nabla(\overline{\theta}+\overline{S})+\partial_{t}\overline{S}-\Delta\overline{S})(\tau)d\tau$

の解を Iterationにより構成する。ここで $e^{t\Delta}$ は全空間上の Heat semi-group
である。 (従って、 $\overline{\theta}$ は全空間上で定義された関数である。 ) $0<T<1$ ,
$1<s<s^{j}<1;0<\delta<1-s’$ とおく。

$\sup_{0<t<T}||u(t)||_{B_{\infty,q,+}^{-*}}+\sup_{0<t<T}t^{s’/2}||u(t)||_{\infty}+\sup_{0<t<T}t^{(1+\delta)/2}||\nabla u(t)||_{B_{\infty:_{q,+}}^{-}}$

$+ \sup_{0<t<T}||e^{-}\overline{\theta}||_{\dot{B}_{\infty,1}^{\mathrm{O}}}+\sup_{0<t<T}t^{1/2}||\nabla\overline{\theta}||_{\infty}$
$<\infty$
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となるような解を構成できる。 このとき、 以下のような不等式を使う。

$||e^{-(t-\tau)A}P_{+}(u\cdot\nabla u)||_{\infty}$ $\leq$ $C(t-\tau)^{-\delta’/2}||P_{+}(u\cdot\nabla u)||_{B_{\infty}^{-;_{q,+}}}$

$=$ $C(t-\tau)^{-\epsilon’/2}||PE(u\cdot\nabla u)||_{B_{\infty,q}^{-*}}$

$\leq$ $C(t-\tau)^{-\theta^{l}/2}||E(u\cdot\nabla u)||_{\dot{B}_{\infty,\mathrm{r}}^{-}}$.
$C(t- \tau)^{-s’/2}||\sum_{i=1}^{n}\partial_{i}((Eu)^{1}Eu))||_{\dot{B}_{\infty,q}^{-}}$.

$\leq$ $C(t-\tau)^{-\iota’/2}||Eu\otimes Eu||_{\dot{B}_{\infty,q}^{-\cdot+1}}$

$\leq$ $C(t-\tau)^{-\epsilon’/2}||Eu||_{\infty}||Eu||_{\dot{B}_{\infty,q}^{-\cdot+1}}(\cdot. -S+1>0)$

$\leq$ $C(t-\tau)^{-\epsilon’/2}||Eu||_{\infty}(||u||_{B_{\infty,q,+}^{-\epsilon}}+||\nabla u||_{B_{\infty,q,+}^{-*}})$

(上の不等式において、 $\gamma>0$ に対し、

$||fg||_{\dot{B}_{p,q}^{\gamma}}\leq C(||f||_{\infty}||g||_{\dot{B}_{\mathrm{p},q}^{\gamma}}+||f||_{\dot{B}_{p,q}^{\gamma}}||g||_{\infty})$

となることを使った。 (この不等式は、例えば [21] を参照せよ。) $)$

$||e^{-(t-r)A}P_{+}(g\overline{S})||_{B_{\infty,\mathrm{e}}^{-l}}$ $\leq$ $C||PE(g\overline{S})||_{\dot{B}_{\infty,q}^{-}}$.
$\leq$ $C||E(g\overline{S})||_{\dot{B}^{-}}\infty.,q$

(Lemma 1 (b) A $\mathrm{t}_{)}$ ) $\leq$ $C||(g\overline{S})||_{L_{w}^{1}(\infty}0,\infty jL(\mathrm{R}^{n-1}))\cap L\infty(\mathrm{R}^{n})$

また、 $P_{+}g\overline{\theta}$の項に関しては次のような評価を行う。

$||e^{-(t-\tau)A}P_{+}(g\overline{\theta})||_{B_{\infty,q}^{-}}$. $=$ $||e^{-(t-\tau)A}P(0,0, \cdots, |g|e^{-}\overline{\theta})||_{B_{\infty,q}^{-}}$.
$\leq$ $C||P(0,0, \cdots, |g|e^{-}\overline{\theta})||_{B_{\infty,q}^{-}}$.
$\leq$ $C||P(0,0, \cdots, |g|e^{-}\overline{\theta})||$

。

$\leq$ $C|g|||e^{-}\overline{\theta}||_{\dot{B}_{\infty,1}^{\infty}}$

’

に関する 2番目の積分方程式に関しては、以下のような評価を行う。

$||e^{(t-\tau)\Delta}e^{-}(u\cdot\nabla\overline{\theta})||_{\dot{B}_{\infty,1}^{\mathrm{O}}}$ $=$ $||e^{(t-\tau)\Delta}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}E(u\overline{\theta})||_{\dot{B}_{\infty,1}^{0}}$

$\leq$ $C(t-\tau)^{-1/2}||E(u\overline{\theta})||$
。

$\leq$ $C(t-\tau)^{-1/2}||u||_{\infty}||e^{-}\overline{\theta}||_{\dot{B}_{\infty,1}^{\infty}}$ .
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$||\nabla e^{(t-\tau\rangle\Delta}e^{-}(u\cdot\nabla\overline{\theta})||_{\infty}$ $\leq C(t-\tau)^{-1/2}||e^{-}(u\cdot\nabla\overline{\theta})||_{\infty}$

$\leq C(t-\tau\rangle^{-1/2}||u||_{\infty}||\nabla\overline{\theta}||_{\infty}$.

上記のような評価と Iteration argument により、積分方程式の解を構成
できる。 また、 Lemma 2(1) 等を用いると、 この解が (AB) の解になって
いることも示せる。
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