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Abstract

このノートでは, 複素 2次元射影空間 $\mathrm{P}^{2}$ 上の有理写像 $F$ の周期的不定点 $P$ での

不変集合を考察する. 特に, 記号列 $\iota\in\{1,2\}^{\mathrm{N}}$ を用いて, 不定点 $P$ を通り写像 $F$ によ

り不変な曲線族 $\{W_{\iota}\}_{\iota\in I}$ を代数的に定義する. また, $\{W_{\iota}\}_{\iota\in I}$ はその様な曲線族の中
で最大のものであり, 曲線族上の力学系は $\{1, 2\}^{\mathrm{N}}$ の部分空間 $I$ 上のシフト写像を用い
て表されることを示す.

1. Introduction.
高次元複素力学系は, 高次元実力学系の問題を複素化することで, 関数論・代数幾何の

手法を用いて解決を図ること, また, 高次元複素力学系独自の現象を定式化すること等を目

標に, 1次元複素力学系理論の拡張を足がかりに, 1990年代より多くの研究者により活発に

研究されている. 2次元複素射影空間上の有理写像による力学系はこの典型的な例である.

これまでの研究では, ジュリア集合 (カオス的な軌道を持つ初期値の集合)上に不変測度を構

成し, 測度論的な観点からその解析を行う手法が主流であった (E.Bedford, J.Smillie [1] の

連の研究など). この不変測度は写像の不連続点である不定点ではそのままでは定義され

ず, 高次元有理写像の力学系の研究を行う上での重大な障害となっている. 近年, TCDinh,

N.Sibony [3] により, ある条件を満たす不定点においては, 不変測度の構成が行われている

が, いまだに, 多くの整理すべき状況が残っている. -方, Y. Ymagishi $[6],[7]$ により,

これまでにな\nu \searrow 新しいカオス的な力学系構造が不定点の近傍において存在することが示さ

れた. これらのことから, 不定点における力学系構造の研究は, 不変測度を用いた理論の $-$

般化のための状況整理という点と高次元複素力学系独自のカオスを生み出すモデルの構成が

できるという点から非常に重要であるといえる. このノートでは, 複素 2次元射影空間 $\mathrm{P}^{2}$

上の有理写像の周期的不定点における局所的な力学系構造について考察する.

まず, 記号を準備する. $f_{1}(x, y, z),$ $(i=0,1,2)$ を次数 $d$ の斉次多項式, $F:[x:y:z]rightarrow$

$[f\mathrm{o}:f1 : f_{2}]$ を $\mathrm{P}^{2}$ 上の有理写像, $G:(x, y, z)rightarrow(f_{0}, f1, f_{2})$ を $\mathrm{C}^{3}$ 上の多項式写像とす
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る. このとき $\mathrm{C}^{3}$ からいくつかの解析的集合を除いたところで $\overline{\pi}\circ G=F\circ\tilde{\pi}$ が成立する.

ここで牙: $\mathrm{C}^{3}\backslash \{(0,0, \mathrm{O})\}arrow \mathrm{P}^{2}$ は標準射影とする. 点 $p\in \mathrm{P}^{2}$ が $F$ の不定点であると

は, $G(\tilde{p})=(\mathrm{O},0,0)$ がある点 $\tilde{p}\in\tilde{\pi}^{-1}(p)$ で成り立つこととする. 一般に, $P$ が不定点であ

るとき, $\bigcap_{U_{\mathrm{p}}}\overline{F(U_{p}\backslash \{p\})}$ は–点にならない. ここで Up は $P$ の任意の開近傍とする. よっ

て $F$ は不定点 $P$ では連続でない. 更に, 不定点 $P$ が $p \in\bigcap_{U_{\mathrm{p}}}\overline{F(U_{\mathrm{p}}\backslash \{p\})}$ を満たすとき

$p$ を周期的不定点と呼ぶことにする. 定義より, 周期的不定点は不動点と同様の再帰性を

持っている. そのため, カオス現象を生む可能性が非常に高い. このノートでは, 有理写

像 $F:\mathrm{P}^{2}arrow \mathrm{P}^{2}$ は不定点 $p=[0:0:1]$ を持つと仮定する. しばしば, 複素 2次元ユー

クリッド空間 $\mathrm{C}^{2}$ を $\mathrm{P}^{2}$ の座標近傍系 $\{[x:y : z]\in \mathrm{P}^{2}|z\neq 0\}$ と同–視する. この座標

近傍系上で, 点 $P$ は $p=(\mathrm{O},0)$ となる. 点 $p_{j}=(0, \alpha_{j})\in \mathrm{C}^{2}$ に対し, $\mathrm{C}^{2}\cross \mathrm{P}^{1}$ の部分集

合 $X:=\{(x, y)\cross[u:v]\in \mathrm{C}^{2}\mathrm{x}\mathrm{P}^{1}|xv-(y-\alpha_{j})u=0\}$ を定義する. $X$ は閉集合であり

$\mathrm{C}^{2}\mathrm{x}\mathrm{P}^{2}$ の部分多様体となる. $X$ の座標近傍系は次の $\{(U^{i}, \mu^{\iota’})\}_{i=0,1}$ である.

$(d.\mathrm{O})$ $U^{0}:=\{(x,y)\mathrm{x}[u : v]\in X|u\neq 0\},$ $\mu^{0}$ : $U^{0}\ni(x,y)\mathrm{x}[u : v]rightarrow(x,v/u)\in \mathrm{C}^{2}$ ,

$(d.1)U^{1}:=\{(x,y)\mathrm{x}[u : v]\in X|v\neq 0\},$ $\mu^{1}$ : $U^{1}\ni(x,y)\mathrm{x}[u : v]\vdash*(u/v,y-\alpha_{j})\in \mathrm{C}^{2}$ .

Deflnition 1. ([4] 参照) 第–成分への射影 $\mathrm{C}^{2}\mathrm{x}\mathrm{P}^{1}arrow \mathrm{C}^{2}$ の $X$ への制限写像\mbox{\boldmath $\pi$}; $Xarrow \mathrm{C}^{2}$

を点窃を中心とする $\mathrm{C}^{2}$ の blow up と定義する. $E:=\pi^{-1}(p_{j})=(0,\alpha_{j})\mathrm{x}\mathrm{P}^{1}$ を除外曲

線と呼ぶ.

$U^{i}$ の座標を $(s, t)$ とする. この座標を用いて $\pi$ を表すと次の形になる;

$\pi:X\cap U^{0}arrow \mathrm{C}^{2},$ $(s,t)\mapsto(s, st+\alpha_{j})$ , $\pi:X\cap U^{1}arrow \mathrm{C}^{2},$ $(s,t)rightarrow(st,t+\alpha_{j})$ .

$\pi$ : $X\backslash Earrow \mathrm{C}^{2}\backslash \{Pj\}$ は双正則写像である. また $\mathrm{C}^{2}$ と $\mathrm{P}^{2}$ の残りの座標を自然に張り合

わせることで, $p_{j}=[0:\alpha_{j} : 1]$ を中心とする $\mathrm{P}^{2}$ の blow up を定義することができる. 議論

を簡単にするため, $\mathrm{C}^{2}$ の blow up と $\mathrm{P}^{2}$ の blow up を同–視することにする.

周期的不定点での局所的な力学系構造の研究は最初に, Y. Yamagishi によって始められ

た ( $[5],[6]$ 参照). ここでは, その結果を紹介する. 新しい写像 $\tilde{F}$ $:=F\mathrm{o}\pi$ : $Xarrow \mathrm{P}^{2}$ を定義

する. $\pi$ は $P$ を中心とする $\mathrm{P}^{2}$ の blow up とする. 写像 $F$ は次の条件を満たすとする.

$(A.0)$ $\{$

$\tilde{F}1\mathrm{f}E\emptyset_{\grave{1}}\mathrm{E}\mathrm{f}\mathrm{f}^{-}C\overline{\mathrm{J}}\mathrm{F}_{\wedge}5|1\Leftrightarrow(\mathrm{a}- \mathrm{c}\tilde{F}^{-1}(p)\cap E=\{p_{1},p_{2}\}T\hslash 6$.
$p_{1}\emptysetgrave{\mathrm{l}}\mathrm{E}\hslash N:\theta^{\mathrm{f}}\#\not\in\llcorner,\tilde{F}\mathfrak{l}\mathrm{f}N_{i}\perp \mathfrak{N}\mathrm{j}\mathrm{E}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{I}\mathrm{J}\Leftrightarrow(\mathrm{a}T\hslash h$ .

この条件の下で, $P$ は $F$ の周期的不定点となることに注意する. 更に, $\tilde{F}$ は $N_{i}$ 上, 水平

方向に吸引的であると仮定する. この時, 力ントール集合 $\{1,2\}^{\mathrm{N}}$ により順序づけられた正
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則曲線の族 $\{W_{\iota}\}_{\iota\in\{1,2\}^{\mathrm{N}}}$ が存在すること, 特にこの曲線は $P$ の安定多様体になることが証

明された. この曲線族は Cantor bouquet と呼ばれるものである (詳細は [6], [7] 参照).

このノートでは, 次の様な曲線族を扱う. この曲線族は, p の中心多様体や不安定多様

体も含むもので, Cantor bouquet の拡張になっている.

Deflnition 2. 点 $P$ を通る曲線族 $\{V_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}$ が $F$ により不変であるとは次の 2条件を満た

すこととする.

(1) 正則写像 $\Phi_{\lambda}$ : $\Delta_{\rho\rangle}arrow \mathrm{C}^{2}$ で $\Phi_{\lambda}(0)=p$ と $\Phi_{\lambda}(\Delta_{\rho_{\lambda}})=V_{\lambda}$ を満たすものが存在する,

(2) 任意の $V_{\lambda}$ に対して, ただ–つの $\lambda^{j}\in\Lambda$ と $P$ のある開近傍 $N_{\lambda’}$ が存在し $F\circ\Phi_{\lambda}(0)=p$

と $F\mathrm{o}\Phi_{\lambda}(\Delta_{\rho_{\lambda}})\cap N_{\lambda’}\subset V_{\lambda’}$ を満たす. ここで $\Delta_{\rho_{\lambda}}:=\{z\in \mathrm{C}||z|<\rho_{\lambda}\}$ とする.

このノートでは, 曲線族はある正則写像のグラフとして与えられるものと仮定する.

Remark 1. 合成写像 $F\mathrm{o}\Phi_{\lambda}$ は, 点 $P$ が不定点であっても $\Delta_{\rho_{\lambda}}\ni 0$ で定義される. 実際,

正則写像 $g:\Delta_{\beta\text{、}}arrow \mathrm{C}^{2}$ で, 任意の $z\in\Delta_{\rho_{\lambda}}\backslash \{0\}$ に対し $g(z)=F\circ\Phi_{\lambda}(z)$ を満たすものが

ただ–つ存在する (詳細は [2] 参照).

主定理は以下の通りである (詳しくは \S 2, Theorem 1参照). $F$ は (A.O) を満たすとする. こ

のとき, 次の 2つの主張が成り立つ.

(11) $F_{0}:=\pi^{-1}\circ\tilde{F}$ は $X$ 上の有理写像であり, $\{p_{1},p_{2}\}$ は恥の不定点である.

$j_{1}=1,2$ に対し $\pi_{j_{1}}$ : $X_{j_{1}}arrow X$ を点窃 1を中心とする blow uP とし, 写像乃 1 $:=F_{0}\mathrm{o}\pi_{j_{1}}$ :

$\pi_{j_{1}}^{-1}(N_{j_{1}})arrow X$ とする. このとき $E_{j_{1}}\subset\pi_{j_{1}}^{-1}(N_{j_{1}})$ であり, 次が成立する.

(1.2) $\tilde{F}_{j_{1}}|_{E_{j_{1}}}$ : $E_{j_{1}}arrow E$ は単射であり, $p_{j_{1}j_{2}}:=\tilde{F}_{j_{1}}^{-1}(p_{j_{2}})\in E_{j_{1}}$ とおくことができる. さら

に, 点 $p_{j_{12}}$’ の開近傍 $N_{j_{1}j_{2}}$ が存在し, ここで $\overline{F}_{j_{1}}|N_{j_{1}j_{2}}$ は双正則写像となる. 但し $E_{j_{1}}$ は

$X_{j_{1}}$ の除外曲線である.

この過程を帰納的に繰り返すことで, 無限回の blow up $\pi_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}$ : $X_{j_{1}\ldots j_{n}}arrow X_{j_{1}\ldots j_{n-1}}$ を行

うことができ, 任意の $j_{n}=1,2$ に対して点列 $Pj_{1}j_{2}\ldots j_{\hslash}\in X_{j_{1}\ldots j_{n-1}}$ を得ることができる.

更に, $X_{j_{1}\ldots j_{n-1}}$ の局所座標を用いて $p_{j},.$ . $.j_{\hslash}=(0, \alpha_{j_{1}\ldots j_{n}})\in U_{j\ldots j_{\hslash}}^{0_{1}}$ とおくことができる

と仮定する. このとき, 任意の記号列 $\iota\in\{1,2\}^{\mathrm{N}},$ $\iota=(j_{1}\ldots j_{n}, \ldots)$ に対して形式的べき級

数 $y=\phi_{\iota}(x)=\alpha_{j_{1}}x+\alpha_{j_{1}j_{2}}x^{2}+\cdots$ と

$I:=\{l\in\{1,2\}^{\mathrm{N}}|\phi_{\iota}(x)$ の収束半径 $\rho_{\iota}\text{が正}\mathcal{O}$) $\text{定数である}\}$ ,

任意の $\iota\in I$ に対して四 $:=\{(x,y)\in N_{\iota}|y=\phi_{\iota}(x)x\in\Delta_{\rho_{\iota}}\}$

を定義する. ここで $N_{\iota}$ は $P$ の開近傍とする. このとき, 次の結果を得る.
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Theorem 2. $\{W_{\iota}\}_{\iota\in 1}\}\mathrm{h}p$ で局所的に不変な曲線族であり, また, その中で最大のもの

である. ここで, 最大であるとは, 任意の $P$ で局所的に不変な曲線族 $\{V_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}$ に対して

$\{V_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}\subset\{W_{\iota}\}_{\iota\epsilon I}$ であることとする.

Corollary $. ある単射写像 $\Psi:\{W_{\iota}\}_{\iota\in 1}arrow\{1,2\}^{\mathrm{N}}$ , $W_{\iota}arrow\rangle\iota$ で $\Psi\circ F=\sigma 0\Psi$ を満たす

ものが存在する. ここで $\sigma:\{1,2\}^{\mathrm{N}}arrow\{1,2\}^{\mathrm{N}},$ $\sigma(j_{1},j_{\mathit{2}}, \ldots)=$ ($j_{2}$ ,is, ...) は左シフト写像

とする.

このノートの概要は以下の通りである. \S 2で Theorem 1, \S 3で Theorem 2と Corollary

3を証明する. \S 4では $\mathrm{P}$ で局所的に不変な曲線族で, 曲線が不安定多様体からなる新しい

例を紹介する.

2. Theorem 1の証明.

記号を簡単にするため, $i=1,2$ に対して, 同じ局所座標 $(s, t)\in U^{i}$ を使う. この座標を用

いて $\mathrm{P}j_{1}\in$ $(0, \alpha_{j_{1}})\in U^{i}$ と表し次の集合を定義する.

$X_{j_{1}}=\{(s,t)\mathrm{x}[u:v]\in U^{i}\cross \mathrm{P}^{1}|sv-\mathrm{u}(t-\alpha_{j_{1}})=0\}$ .

$p_{j_{1}}=(0,\alpha_{j_{1}})\in U^{i}$ を中心とする $U^{\dot{*}}$ の blow up を写像 $\pi_{j_{1}}$ : $X_{j_{1}}arrow U^{i}$ で定義し, 除外曲線

を $E_{j_{1}}:=\pi_{j_{1}}^{-1}(0,\alpha_{j_{1}})=(0, \alpha_{j_{1}})\mathrm{x}\mathrm{P}^{1}$ とする. $X$ の場合と同様に, $\{(\dot{\Psi}_{j_{1}},\mu_{j_{1}}^{i})\}:=0,1$ を $X_{j_{1}}$

の座標近傍系とする. $U^{i}$ を $X$ に変えることで, 点 $p_{j}$, 中心の $X$ の blow up を定義するこ

とができる. 次の定理では, 同様の手順により, blow uP の列を帰納的に定義する.

Theorem 1. 不定点 $p=[0:0:1]$ を持つ有理写像 $F:\mathrm{P}^{2}arrow \mathrm{P}^{2}$ が条件 (A.0) を満たすと

する. このとき, $j_{n}=1,2$ に対して次の主張が成立する.

(1) $F_{0:}=\pi^{-1}\circ\tilde{F}$ : $N_{j_{1}}arrow X$ と定義する. このとき,

(11) $\{p_{1},p_{2}\}$ は珊の不定点である.

点窃 1中心の $X$ の blow up を $\pi_{j_{1}}$ : $X_{j_{1}}arrow X$ , X五の除外曲線を場,, 写像を $\tilde{F}_{j_{1}}:=$

珊。$\pi_{j_{1}}$ : $\pi_{j_{1}}^{-1}(N_{j_{1}})arrow X$ と定義する. このとき, $E_{j_{1}}\subset\pi_{j_{1}}^{-1}(N_{j_{1}})$ であり, 次が成立する

(1.2) $\tilde{F}_{j_{1}}1_{E_{j_{1}}}$ : $E_{j_{1}}arrow E$ は単射であり, $Pj_{1}j_{2}:=\tilde{F}_{j_{1}}^{-1}(p_{j_{2}})\in E_{j_{1}}$ とおくことができる. さら

に点 $p_{j2},$, の開近傍 $N_{j_{1}j_{2}}$ が存在し, $\tilde{F}_{j_{1}}|N_{j_{1}\mathrm{j}_{2}}$ は双正則写像となる.

任意の $n$ に対して, 同様の操作を繰り返すことができ, 次の主張が成立する;

$(n)$ 点 $Pj\iota\cdots jn:=\tilde{F}_{j\iota\cdots j_{\hslash-1}}^{-1}(\mathrm{p}\mathrm{p}_{j_{2}\ldots j_{\hslash}})\in E_{j_{1}\ldots j_{n-1}}$ と写像 $F_{j_{1}\ldots jn}=\pi_{j_{2}\ldots j_{n}}^{-1}0\tilde{F}_{j_{1}\ldots j_{\hslash-1}}$ : $N_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}arrow$

$X_{j_{2}\ldots j_{\hslash}}$ を定義する. このとき次が成立する.

$(n.1)p_{j_{1}\ldots jn}$ は $F_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}$ の不定点である.
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$Pj_{1}\ldots j_{n}$ を中心とする $X_{j_{1}\ldots j_{n-1}}$ の blow up を $\pi_{j_{1}\ldots j_{n}}$ : $X_{j_{1}\ldots j_{n}}arrow X_{j_{1}\ldots j\mathrm{n}-1},$ $X_{j_{1}\ldots j_{n}}$ の除外曲

線を $E_{j_{1}\ldots j_{\mathrm{n}}}$ , 写像 $\tilde{F}_{j_{1}\ldots j_{n}}:=F_{j_{1}\ldots j_{n}}\circ\pi_{j_{1}\ldots j_{n}}$ : $\pi_{j_{1}\ldots j_{n}}^{-1}(N_{j_{1}\ldots j_{\hslash}})arrow X_{j_{2}\ldots j_{n}}$ を定義する. この

とき場,. 伽 $\subset\pi_{j_{1}\ldots j_{n}}^{-1}(N_{j_{1}\ldots j_{\hslash}})$ であり, 次が成立する.

$(n.2)\tilde{F}_{j_{1}\ldots j_{n}}|_{E_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}}$ : $E_{j_{1}\ldots j_{n}}arrow E_{j_{2}\ldots j_{n}}$ は単射であり, $Pj\text{、}\ldots j_{n+1}:=\tilde{F}_{j_{1}\ldots j_{n}}^{-1}(p_{j_{2}\ldots j_{n+1}})\in$

$E_{j_{1}\ldots j_{n}}$ とおくことができる さらに $Pj_{1}\ldots j_{n+1}$ の開近傍 $N_{j_{1}\ldots j_{n+1}}$ が存在し, $\tilde{F}_{j_{1}\ldots j_{n}}|N_{j_{1}\ldots j_{n+1}}$

は双正則写像となる.

Theorem 1の証明. $p(x, y)$ と $q(x, y)$ は多項式とする. 以下では, $O(p(x, y),$ $q(x, y))$ は

$i+j\geq 2$ を満たす自然数 $i,$ $j\in \mathrm{N}$ に対して $p(x, y)^{:}q(x$ , y戸の形をした項の和を表すとす
る. $p_{j_{1}}\in U^{1}$ の場合も全く同様の議論が成立するので, 以下では $p_{j_{1}}=(0, \alpha_{j_{1}})\in U^{0}\cap E$

の場合のみ考える. (A.0) から, $\tilde{F}$ は窃 1のある開近傍 N協 l 上, 次の形をしていることがわ

かる;

$\tilde{F}(s,t)=(a_{10}s+a_{01}(t-\alpha_{1})+O(s,t-\alpha_{1}),$ $b_{10^{S}}+b_{01}(t-\alpha_{1})+O(s, t-\alpha_{1}))$ ,

$:=(f(s,t),g(s,t))$ .

ここで $|J\tilde{F}_{(0,\alpha)}|\neq 0$ であること, つまり a10妬 1 $-a_{01}b_{10}\neq 0$ であることに注意する. この

とき blow uP 写像 $\pi$ を用いて, $F0:N_{j}arrow X$ を $(s,t)\in N_{j_{1}}\cap U^{0}$ に対して以下の様に, 定

義することができる.

$F_{0}(s,t):=\pi^{-1}\circ\tilde{F}(s, t)=(f(s, t),g(s,t))\mathrm{x}[f(s,t) : g(s, t)]$

まず, 最初に (11) の主張, $Pj_{1}=(0, \alpha_{j_{1}})$ が $F_{0}(s, t)$ の不定点であることを背理法で証明

する. $p_{j_{1}}=(0,\alpha_{j_{1}})$ が恥の不定点でないと仮定する. このとき, 収束べき級数 $f(s,t)$ と

$g(s, t)$ は共通因子 $h(s, t)$ を持ち, $\{(s, t)\in N_{j_{1}}|h(s,t)=0\}\subset\tilde{F}^{-1}(p)$ が成り立つ. これは

$\tilde{F}^{-1}(p)=\{p_{1},\mathrm{p}_{\mathit{2}}\}$ であることに矛盾するので主張 (11) が証明される.

(1.2) を証明するため $X$ を窃 1で blow up する. 以下の新しい写像を定義する. $\tilde{F}_{j_{1}}:=$

珊 $\circ\pi_{j_{1}}$ : $\pi_{j_{1}}^{-1}(N_{j_{1}})arrow X$ . これは $(d.\mathrm{O})$ より $\pi^{-1}(N_{j_{1}})\cap U_{j_{1}}^{0}$ 上, 次の形をしていることがわ

かる:

$\tilde{F}_{j_{1}}(s,t)$ $=$ $F_{0}(s, st+\alpha_{j_{1}})=(f(s, st+\alpha_{j_{1}}),$ $\frac{b_{10}+b_{01}t+\tilde{O}(s,st)}{a_{10}+a_{01}t+\tilde{O}(s,st)})$ ,

ここで $\tilde{O}(s, st)$ は $O(s, st)$ を $s$ で割ることによって得られた式とする. このとき

$\tilde{F}_{j_{1}}(0,t)=(0,$ $\frac{b_{10}+b_{01}t}{a_{10}+a_{01}t})$ ,
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であることより, $\tilde{F}_{j_{1}}$ は $U_{j_{1}}^{0}\cap E_{j_{1}}=\{(s, t)\in U_{j_{1}}^{0}|s=0\}$ 上単射であることがわかる. 同様

に $(d.1)$ から, $(s, t)\in U_{j_{1}}^{1}$ に対して再 1は $\pi^{-1}(N_{j_{1}})\cap U_{j_{1}}^{1}$ 上, 次の形をしていることがわ

$\mathrm{B}^{\mathrm{a}}\text{る}$ ;
$\tilde{F}_{1}(s, t)=F_{0}(st, t+\alpha_{j_{1}})=(f(st,t+\alpha_{j_{1}}),$ $\frac{b_{10^{S}}+b_{01}+\tilde{O}(st,t)}{a_{10}s+a_{01}+\tilde{O}(st,t)})$ .

ここで, $\tilde{O}(st, t)$ は $O(st, t)$ を $t$ で割ることにより得られる式とする. このとき, $\tilde{F}_{j_{1}}(0,0)=$

$(0,b_{01}/a_{01})$ であり $\tilde{F}_{j_{1}}$ は除外曲線 $E_{j_{1}}$ 上単射であることがわかる. -方, 凡は $N_{j_{1}}\backslash \{p_{j_{1}}\}$ 上

で双正則写像であり $\pi_{j_{1}}$ は $\pi_{j_{1}}^{-1}(N_{j_{1}})\backslash E_{j_{1}}$ 上で双正則写像であることから, $\tilde{F}_{j_{1}}$ は $\pi_{j_{1}}^{-1}(N_{j_{1}})\backslash$

$E_{j_{1}}$ 上で双正則写像であることがわかる. 結果として, 乃 1は $\pi^{-1}(N_{j_{1}})$ で双正則写像である.

この手順を任意の $n\geq 1$ に対して帰納的に行うことができ, $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}1$ を証明することが

できる. 口

3. Theooem 2と $Corolla\eta \mathit{3}$ の証明.

$X$ を $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}1$ の方法で $n$ 回 blow up してできた空間を $X_{j_{1}\ldots j_{n}}$ とし, その座標系を

$\{(U_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}^{i}, \mu_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}^{1})\}_{i=0,1}$ とする. 以下では, 任意の $n$ に対し, $Pj_{1}\ldots j_{n+1}\in U_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}^{0}$ であると仮

定し, この座標を用いて $p_{j_{1}\ldots j_{n}}=(0, \alpha_{j_{1}\ldots j_{\hslash}})$ とおく. $\{V_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}$ を $F$ で局所的に不変な任意の

曲線族とする. 最初に $\{V_{\lambda}\}_{\lambda\in \mathrm{A}}\subset\{W_{\iota}\}_{\iota\in I}$ であることを証明する. Definition 2より, 琢はあ

る正則関数 $\phi_{\lambda}$ のグラフにより定義され, 写像 $\Phi_{\lambda}$ を用いて $V_{\lambda}=\{(x, \mathrm{y})\in N_{\lambda}|y=\phi_{\lambda}(x)\}=$

$\Phi_{\lambda}(\Delta_{\rho_{\lambda}})$ と表されている. まず, 次の補題を証明する.

Lemma 4. (1) 任意の $V_{\lambda}$ に対して $P$ のある開近傍 $N_{\lambda}$ と点 $Pj_{1}\in\{p_{1},p_{2}\}=\tilde{F}^{-1}(p)$ が存

在し , $\{p_{j_{1}}\}=\overline{\pi^{-1}(V_{\lambda}\cap N_{\lambda}\backslash \{p\})}\cap E$ が成立する. ここで, 閉包は $\pi^{-1}(N_{\lambda})$ の相対位相で

とる. $(V_{\lambda})_{j_{1}}:=\overline{\pi^{-1}(\text{砥}\cap N_{\lambda}\backslash \{p\})}$ と定義する.

(2) 点 $Pj_{1}$ のある開近傍 $(N_{\lambda})_{j_{1}}$ と $\Delta_{\rho_{\lambda}}$ 上の正則関数 $(\phi_{\lambda})_{j_{1}}(x)$ が存在し,

0ろ� jl\cap $(N_{\lambda})_{j_{1}}:=\{(x, y)\in(N_{\lambda})_{j_{1}}\cap U^{0}|y=c_{1}+c_{2}x+\cdots+c_{n}x^{n-1}+\cdots:=(\phi_{\lambda})_{j_{1}}(x)\}$

が成立する. 特に, (1) より $c_{1}=\alpha_{j_{1}}$ であり, 曲線族 $\{(V_{\lambda})_{j_{1}}\}_{\lambda\epsilon \mathrm{A}}$ を得る.

正則写像 $(\Phi_{\lambda})_{j_{1}}$ : $\Delta_{\rho_{\lambda}}arrow U^{0},$ $xrightarrow(x, (\phi_{\lambda})_{j_{1}}(x))$ を定義する Definition 2より, 任意の

$V_{\lambda}$ に対して, ある砥, が存在し $F\circ\phi_{\lambda}(\Delta_{\rho_{\lambda}})\cap N_{\lambda’}\subset V_{\lambda’}$ を満たす. 更に, (1) よりこの $V_{\lambda’}$

に対し惣, $\in$ {Pl,P2} が存在し, $p_{i_{1}}\in(V_{\lambda’})_{i_{1}}\cap E$ を満たす. このとき次が成立する.

(3) $F_{0}\circ(\Phi_{\lambda})_{j_{1}}(0)=P$: である. また, 点乃, のある開近傍 $(N_{\lambda’})_{1_{1}}$ が存在し, $F_{0}$ 。

$(\Phi_{\lambda})_{j_{1}}(\Delta_{\rho_{\lambda}})\cap(N_{\lambda’})_{i_{1}}\subset(V_{\lambda’})_{i_{1}}$ が成立する.

lemma 4の証明. $y=\phi_{\lambda}(x)=c_{1}x+c_{2}x^{2}+\cdots$ とする 砥は $P$ で $F$ により局所的に不変
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であるから, ある門門 $p_{n}\in V_{\lambda}$ で $Pn\neq p,$ $p_{n}arrow P,$ $F(p_{n})arrow P$ を満たすものが存在する. さ

らに, 次が成立する;

$\pi^{-1}(V_{\lambda}\cap N_{\lambda})\cap U^{0}=\{(s, t)\in U^{0}|st=c_{1}s+c_{2}s^{2}+\cdots+c_{n}s^{n}+\cdots\}$

$=\{(s,t)\in U^{0}|s=0\}\cup\{(s, t)\in U^{0}|t=c_{1}+c_{2}s+\cdots+c_{n}s^{n-1}+\cdots\}$

$\pi^{-1}(V_{\lambda}\cap N_{\lambda}\backslash \{p\})=\{(s,t)\in U^{0}|t=c_{1}+c_{2}s+\cdots+c_{n}s^{n-1}+\cdots\}\backslash \{(0, \mathrm{c}_{1})\}$ .
$\tilde{p}_{n}:=\pi^{-1}(p_{n}\rangle$ とする. $Pnarrow P$ より, $\tilde{p}_{n}\in\pi^{-1}(V_{\lambda}\cap N_{\lambda}\backslash \{p\}),$ $\lim_{narrow\infty\tilde{P}n}=(0,c_{1})\in E$ で

ある. 更に

$\overline{\pi^{-1}(V_{\lambda}\cap N_{\lambda}\backslash \{p\})}=\{(s,t)\in U^{0}|t=c_{1}+c_{2}s+\cdots+c_{n}s^{n-1}+\cdots\}$

であることがわかる. これを $(V_{\lambda})_{j_{1}},\tilde{p}=(0, c_{1})$ とおく. $\tilde{F}$ が正則写像であることから,
$\tilde{F}(\tilde{p})=p$ であるので, $\tilde{p}=p_{j_{1}}\in$ {$P1$ ,Pz} であることがわかる. 以上より, (1), (2) が示さ

れた.

$\pi$ が $X\backslash E$ 上の双正則写像であることから恥 $((\mathrm{V}\mathrm{X})\mathrm{y}_{1}\backslash \{\mathrm{p}_{j_{1}}\})$ $\subset\pi^{-1}(V_{\lambda}’)$ である. さら

に Remark 1より, $F_{0}\circ(\phi_{\lambda})_{j_{1}}$ は $\Delta_{\rho_{\lambda}}$ 上で定義され, $p_{i_{1}}$ のある開近傍 $(N_{\lambda’})_{\mathrm{t}_{1}}$ が存在し

$(N_{\lambda’}):_{1}\cap\overline{F_{0}\mathrm{o}(\phi_{\lambda})_{j_{1}}(\Delta_{\rho_{\lambda}})}=(N_{\lambda’})_{i_{1}}\cap\overline{F_{0}\mathrm{o}(\phi_{\lambda})_{j_{1}}(\Delta_{\rho}^{*})}\subset\overline{\pi^{-1}(V_{\lambda’}\backslash \{p\})}=\overline{(V_{\lambda’})_{i_{1}}}$,

$F_{0}\circ(\phi_{\lambda})_{j_{1}}(\Delta_{\rho_{\lambda}})\cap(N_{\lambda’})_{i_{1}}\subset(V_{\lambda’})$ : を満たす. 口

この過程を帰納的に繰り返すことができ, 曲線族 $\{(V_{\lambda})_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}\}$ を $X_{j_{1}\ldots j},$. 上に定義すること
ができる. Lemma 4と同様にして, 任意の $n$ に対して次の結果を得ることができる. 証明

は省略する.

Lemma S. (1) 任意の $(V_{\lambda})_{j_{1}\ldots j_{n-1}}$ に対して, $p_{j_{1}\ldots j_{n-1}}$ のある開近傍 $(N_{\lambda})_{j_{1}\ldots j_{n-1}}$ と $Pj_{1}\ldots j_{\hslash}\in$

$\tilde{F}_{j_{1}\ldots j_{\mathfrak{n}-1}}^{-1}(p_{i_{1}\ldots i_{\mathfrak{n}-1}})$が存在し

$\{p_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}\}=\overline{\pi_{j_{1}\ldots jn-1}^{-1}((V_{\lambda})_{j_{1}\ldots j_{\mathfrak{n}-1}}\cap(N_{\lambda})_{j\text{、}\ldots j_{\hslash-1}}\backslash \{p_{j_{1}\ldots j_{\mathfrak{n}-1}}\})}\cap E_{j_{1}\ldots j_{n-1}}$ を満たす.

$(V_{\lambda})_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}:=\overline{\pi_{j_{1}\ldots j_{n-1}}^{-1}((V_{\lambda})_{j_{1}\ldots j_{n-1}}\cap(N_{\lambda})_{j_{1}\ldots j_{n-1}}\backslash \{p_{j_{1}\ldots j_{n-1}}\})}\subset X_{j_{1}\ldots j_{n-1}}$ と定義する.

(2) 点 $\mathrm{P}j_{1}\ldots j_{\hslash}$ のある開近傍 $(N_{\lambda})_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}$ と $\Delta_{\rho_{\lambda}}$ 上の正則写像 $(\phi_{\lambda})_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}(x)$ が存在し

$(V_{\lambda})_{j_{1}\ldots j_{\text{穐}}}\cap(N_{\lambda})_{j_{1}\ldots \mathrm{j}_{\hslash}}$

$:=\{(x, y)\in(N_{\lambda})_{j_{1}\ldots j_{n}}\cap U_{j_{1}\ldots j_{\hslash-1}}^{0}|y=$砺 $+$砺+lx+ $\cdot$ .. $:=(\phi_{\lambda})_{j_{1}\ldots j_{n}}(x)\}$ ,
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傷 $=\alpha_{j_{1\cdots J\acute{n}}}$ が成立する. $(\Phi_{\lambda})_{j_{1\cdots\acute{J}n}}$ : $\Delta_{\rho_{\lambda}}arrow \mathrm{C}^{2},$ $xrightarrow(x, (\phi_{\lambda})_{j_{1}\ldots j_{n}}(x))$ と定義すると, こ

れを用いて $X_{j_{1}\ldots j_{n}}$ 上の曲線族 $\{(V_{\lambda})_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}\}_{\lambda\in\Lambda}$ を得る. $Pi_{1},..i_{n}\in(V_{\lambda’})_{i_{1}\ldots 1_{\hslash}}\cap E_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}$ とおく.

(3) $F_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}\circ(\Phi_{\lambda})_{j_{1}\ldots j_{n}}(0)=pi_{1}\ldots i_{n}$ である. また, 点 $Pi_{1}\ldots|,$‘の開近傍 $(N_{\lambda})_{i_{1}\ldots i_{n}}$ が存在し

$F_{j_{1}\ldots j_{n}}\circ$ (\Phi \mbox{\boldmath $\lambda$})jl...jn(\Delta \rho \mbox{\boldmath $\lambda$})\cap (N\mbox{\boldmath $\lambda$})il...in\subset (V\mbox{\boldmath $\lambda$}’)il..煽が成立する.

定理の証明に戻る. これまでに得られた点列 $p_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}=(0, \alpha_{j_{1},\ldots,j_{n}})$ を用いて

$W_{\iota}:=\{(x, y)\in N_{\lambda}|y=\alpha_{j_{1}}x+\alpha_{j_{1}j_{2}}x^{2}+\cdots\}$ を定義する.

Lemma 5 (2) より, $\mathrm{c}_{n}=\alpha_{j_{1}\ldots j_{r}}$. が任意の $n$ に対して成り立つので $V_{\lambda}=W_{\iota}$ となる. よっ

て $\{V_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}\subset\{W_{\iota}\}_{\iota\in I}$ が成立する.

次に $\{W_{\iota}\}_{\iota\in 1}$ が点 $P$ で $F$ により局所的に不変な曲線族であることを示す. このため, 点 $P$

のある開近傍 $N_{\iota’}$ と $\iota’\in I$ が存在し $F\mathrm{o}\Phi_{\iota}(\Delta_{\rho_{\iota}})\cap N_{\iota’}\subset W_{\iota’}$ が任意の $W_{\iota}=\Phi_{\iota}(\Delta_{\rho_{l}})$ に対

して成立することを示せばよい. 帰納的に任意の $n$ に対し, 次を定義する:

$(W_{\iota})_{1}$ $:=\overline{\pi^{-1}(W_{\iota})\backslash E},$
$\ldots$

$(W_{\iota})_{n}:=(\pi 0\pi_{j_{1}}0\pi_{j_{1}j_{2}}0\cdots\pi_{j_{1}\ldots j_{n-1}})^{-1}(W_{\iota})\backslash E_{j_{1}\ldots j_{\hslash-1}}$.

このとき Lemma 4の証明と同様の議論で次の主張を示すことができる:

$(W_{\iota})_{1}\cap E=\{(0, \alpha_{j_{1}})\}=p_{j_{1}},$
$\ldots,$

$(W_{\iota})_{n}\cap E_{j_{1}\ldots j_{\pi-1}}=\{(0,\alpha_{j_{1}\ldots j_{\hslash}})\}=p_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}$

$(W_{\iota})_{1}=\{(x,y)\in(N_{\lambda})_{j_{1}}|y=\alpha_{j_{1}}+\alpha_{j_{1}j_{2}}x+\cdots:=(\phi_{\iota})_{j_{1}}(x)\},$ $\cdots$

$(W_{\iota})_{n}=\{(x,y)\in(N_{\lambda})_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}|y=\alpha_{j_{1}\ldots j_{n}}+\alpha_{j_{1}\ldots j_{n+1}}x+\cdots:=(\phi_{\iota})_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}(x)\}$ ,

但し $(N_{\lambda})_{j_{1}\ldots j_{\mathfrak{n}}}$ は $Pj_{1}\ldots j_{\hslash}$
の $X_{j_{1}\ldots j_{n-1}}$ での開近傍とする.

$W_{\sigma(\iota)}=\{(x,y)\in(N_{\lambda})|y=\phi_{\sigma(\iota)}(x)=\alpha_{j_{2}}x+\alpha_{j_{2}j\mathrm{a}}x^{2}+\cdots\}$とする.

$W_{\sigma(\iota)}=W_{\iota’}$ であることを示す Theorem 1から, $\tilde{F}_{j_{1}\ldots j_{\mathfrak{n}-1}}(p_{j_{1}\ldots j_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}})=pj_{2}\ldots j_{n}$ で $Pj_{2}\ldots j_{n}\in$

$\tilde{F}_{j_{1}\ldots j_{n-1}}((W_{\iota})_{n})$ であることがわかる. よって

$\tilde{W}_{j_{2}\ldots j_{n}}:=\tilde{F}_{j_{1}\ldots jn-1}((W_{\iota})_{n})$ を定義することができる.

このとき次の補題が成り立つ.

Lemma 6. 任意の $n$ に対して? $Pj_{2}\ldots j_{n}$ のある開近傍 (N\mbox{\boldmath $\lambda$})j2..あと $\Delta_{\rho j_{2}\ldots j_{\hslash}}$ 上の正則関数

吻 2.. $.j_{\mathfrak{n}}$ が存在し

$\tilde{W}_{i\mathrm{z}\cdots j_{n}}=\{(x,y)\in(N_{\lambda})_{j_{2}\ldots j_{n}}|y=\psi_{j_{2}\ldots j_{n}}(x)x\in\Delta_{\beta_{f_{1}’\cdots j_{n}}}\}$ が成り立つ.
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特に, ある正の定数 $\beta\sigma(\iota)$ が存在し $\rho_{j_{1}}$ . $j_{n}>\rho\sigma(\iota)>0$ が任意の $n$ に対して成り立つ.

Lemma 6の証明. $\tilde{F}_{j_{1}\ldots j_{n-1}}(x,y):=(f(x, y),g(x, y)):=(u, v)$ とする. $(\phi_{\lambda})_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}(0)=$

$\alpha_{j_{1}\ldots j_{n}}$ であることにより, $0$ で正則な関数 $x\vdasharrow u=f(x, \phi_{j_{1}\ldots j_{n}}(x))$ を得ることができ, 次

が成立する:

$u’(0)=(f)_{x}(0,\alpha_{j_{1}\ldots j_{n}})+(f)_{y}(0, \alpha_{j_{1}\ldots j_{\hslash}})\phi_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}’(0)$.
Theorem 1の証明より, $f(x, y)=a_{1\mathit{0}}x+a_{\mathit{0}1}xy+O(x, xy)$ である. これより, 以下が成り

立つ.

$(f)_{x}(x, y)=a_{10}+a_{01}y+O_{x}(x, xy)$ , $(f)_{y}(x,y)=a_{01}x+O_{y}(x,xy)$ ,

$(f)_{x}(0,y)=a_{10}+a_{01}y$ , $(f)_{y}(0,y)=0$ .
$p_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}\in U_{j_{1}\ldots j_{n-1}}^{0}$ から, $a_{10}+a_{01}\alpha_{i_{1}\ldots i_{n}}\neq 0$ であり, $u’(\mathrm{O})=(f)_{x}(0, \alpha_{j_{1}\ldots j_{\hslash}})\neq 0$ である.

よって逆写像定理より, $u=f(x, \phi_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}(x))$ の逆関数 $\tilde{f}$ が $\mathrm{u}=0$ の近傍で存在するので,

それを $x=\tilde{f}(u)$ とおく. これより, $(x, y)\in(W_{\iota})_{n}$ を用いて, 任意の点 $(u,v)\in\tilde{W}_{j_{2}\ldots j_{\mathfrak{n}}}=$

$\tilde{F}_{j_{1}\ldots j_{n-1}}((W_{\iota})_{n})$ は次の様に表される;

$v=g(x, y)=g(x, \phi_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}(x))=g(\tilde{f}(u), \phi_{j_{1}\ldots j_{n}}(\tilde{f}(u)))$ . 口

さらに点列 $\{p_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}\}$ の構成方法から, 次の結果を得ることができる.

Lemma 7. (1) $\pi_{j_{2}\ldots j_{n-1}}(\tilde{W}_{j_{2}\ldots j_{n}})\cap E_{j_{2}\ldots j_{n-2}}=\{p_{j\mathrm{z}\cdots j_{n-1}}\},$
$\ldots$ ,

$\pi 0\pi_{j_{2}}\cdots 0\pi_{j_{2}\ldots j_{n-1}}(\tilde{W}_{j_{2}\ldots j_{n}})\cap\{(x,y)\in N_{\mathrm{p}}|x=0\}=\{p\}$ .
(2) $\tilde{W}:=\pi 0\pi_{j_{2}}\circ\cdots\circ\pi_{j_{2}\ldots j_{n-1}}(\tilde{W}_{j_{2}\ldots j_{\mathfrak{n}}})$ とする. このとき, $\tilde{W}=W_{\sigma(\iota)}$ である.

(3) $\overline{F(W_{\iota}\backslash \{p\})}=\overline{W_{\sigma(\iota)}\backslash \{p\}}$ .
よって点 $P$ の開近傍 $N_{\sigma(\iota)}$ が存在し $F\circ\phi_{\iota}(\Delta_{\rho_{\iota}})$ 寡 $N_{\iota}\subset W_{\sigma(\iota)}$ が成り立つことがわかる.

以上より, Theorem 2と Corollary 3が証明された.

4. Example.

このセクションでは, 次の有理写像 $F$ の不定点 $p=[0:0:1]$ での局所的に不変な曲線族
$\{W_{\iota}\}_{\iota\in 1}$ を考察する:

$F[x:y:z]=[ax^{3}$ : $y(y-x)z$ : $x^{2}z]$ .

$F$ は $\mathrm{C}^{2}$ 上で次の形となる.

$F(x, y)=(ax,$ $\frac{y(y-x)}{x^{2}})$ .
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$F$ の不定点 $p=(\mathrm{O},0)$ で Theorem 1の blow uP を行う. このとき, $\alpha_{j_{1}..,j_{\hslash}}\in U_{j_{1}\ldots j_{n-1}}^{0}$ で

あることがわかる. $|a|<1$ のとき, この $F$ は Cantor bouquet の条件を満たすので $P$ で

局所的に不変な曲線族 $\{\mathcal{W}_{\iota}\}_{\iota\in\{1,2\}^{\mathrm{N}}}$ が存在する. 特に, この曲線 $W_{\iota}$ は $P$ の安定多様体で

ある.

$|a|>1$ のときを考える. このとき, $p_{1}=(0,0),$ $p_{1}=(0,1)$ とすると計算により次が求

まる.

$W_{11}\ldots=\{(x,y)\in \mathrm{C}^{2}|y=0\},$ $W_{211}\ldots=\{(x,y)\in \mathrm{C}^{2}|y=x\}$ ,

$W_{2211}\ldots=\{(x, y)\in N_{\mathrm{p}}|\mathrm{y}:=\phi_{2211}\ldots=x+ax^{2}-a^{2}x^{2}+\cdots\}$ ,

$W_{1211}\ldots=\{(x,y)\in N_{p}|y:=\phi_{1211}\ldots=-ax^{2}+a^{2}x^{3}-2a^{3}x^{4}+\cdots\}$

であることがわかる. 但し $N_{p}$ は $P$ の開近傍である. 特に, $\phi \mathit{2}211\cdots,$ $\phi 1211\cdots$ の収束半径は

1/4回であり, これらは $P$ の不安定多様体である.

方, 漸化式

$\alpha_{n}=\alpha_{n-1}(a^{n-1}-2a)-\sum_{k+\mathrm{t}\leq n+1,3\leq k,l}\alpha_{k}\alpha_{l}$

を考える. このとき

$W_{\mathit{2}2} \ldots=\{y=\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}x^{n}\}$

であることがわかる. 更にこの形式的べき級数の収束半径は $0$ であることを示すことがで

きる. よって $W_{22}\ldots=\emptyset$ である.

最後に, $a=1$ の場合, $F$ の不定点 $p=(0,0)$ の近傍の不変集合の様子を表した図を

紹介する. $R$ を適当な正の定数とする Figure 1の黒い部分は $|F^{6}(x, y)|<R$ となる実数

$(x,y)\in \mathrm{R}^{2}$ を表している. $a=1$ の場合, 不変曲線族は中心多様体となると予想されるが,

存在するなら, この部分に含まれると考えられる.
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Figure 1: invariant sets near $p=(\mathrm{O},0)$
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