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1 はじめに

生物の代謝系, 生態系から社会システムや工学的通信システムに至るまで複雑なシステ
ムの構造機能を解析するためには、そのネットワーク構造に着目することが必要である.
多くのシステムのネットワークは正方格子のように規則的でもないし, ランダムグラフの
ようにでたらめでもなく複雑ネットワークと呼ばれる範 に属している. 複雑ネットワー
クのよく知られている特徴としてスモールワールド性とよばれる性質がある [1]. スモー
ルワールド性とは, クラスタリング係数 $C$ が大きいにもかかわらず, ランダムグラフ並
みにノード間の平均最短距離 $L$ が短いということをいう. ここでクラスタリング係数と
は, あるノードに着目してそのノードとつながるノードを 2つ選択したときにその 2つの
ノード問にもリンクが存在する割合である. 一般的にはすべてのノードに対する平均値が
用いられることが多い. また複雑ネットワークの数理モデルの多くで平均ノード間距離 $L$

がノード数 $N$ の増加に対して対数 $L\alpha\ln N$ かそれより遅い増加を示す [2, 3, 4]. このよ

うな遅い増加を示す場合に平均ノード間距離が小さいといえる. さらに複雑ネットワーク
の多くは, スケールフリーという特徴も兼ねそなえている. これは, 結合次数の分布が

$P(k)\sim k^{-\nu}$

という幕則に従っていることを意味しており, ほとんどの場合その指数が $2<\nu<3$ を満
たしていることが知られている [2, 3, 5, 6, 7, 8].
本研究の目的は, ネットワークを構成するノードが属性によって特徴付けられると場

合, その属性がネットワークの特性に与える影響を解析することである. このような解析
によってネットワークがどのような特性を持ちうるかを検討できる. 単純なモデルとして
ノードの属性が「位置」 $x_{i}$ と「結合の生じやすさ」 $a_{i}$ の 2つで表せる場合を考える.「位
置」はノードを空間上に配置することで定義され, ノードのペアに結合があるかどうかは
空間上の距離の影響を受ける. すなわち、近ければ近いほど繋がりやすいとする. また
「結合の生じやすさ」はこの指数が大きいノードほど結合が生じる確率が高いことを表す.
これはノード自体がもつ勢力の強さに対応する. ここでは結合の生じやすさの分布が罧則

$\rho(a)\propto a^{-\gamma}$ に従うと仮定する. 遺伝子の発現量, 都市の人口の分布, 企業のサイズなど
の多くの量でこのような幕則が観測されており $\gamma$ がおよそ 2の場合に zipf則と呼ばれて
いる. したがって幕則の仮定は, 現実的であるといえる. このようなモデルを解析するこ
とによりノードの属性値 $a$ の幕指数 $\gamma$ とネットワークの次数 $k$ の幕指数の関係を明らかに
し, 空間構造 (ノードの位置) の導入によってスモールワールド性がどう再現されるかを
見る.
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2 モデル

まず $N$個のノードを考える. $i$ 番目のノードは「結合の生じやすさ」を示す属性値 $a_{i}$ を
持つとする. ここで $a_{i}$ は

$a_{i}=( \frac{i}{N})^{\frac{\mathrm{l}}{1-\urcorner}}(i=1,2, \ldots, N)$ (1)

というふうに決定論的に与える. ただし $\gamma>1$ とする. 指数が $\gamma\simeq 2$ を満たす場合に Zipf
則に対応する. ノードの総数 $N$ が十分大きいと仮定すると属性値 $a_{i}$ の分布は

$\rho(a)=(\gamma-1)a^{-\gamma}+\frac{\delta(a-1)}{2N}+\frac{\delta(a-N^{\frac{1}{1^{-\mathrm{l}}}})}{2N}$

.
(2)

と近似でき,
$1\leq a\leq N^{\frac{1}{\gamma-1}}$ (3)

でのみ正の値を持つ. ここで \mbox{\boldmath $\delta$}(x) は Dirac のデルタ関数である. このように $a$ の分布は両
端を除くと幕則 $\rho(a_{\mathit{1}}^{\backslash }\propto a^{-\gamma}$ に従う.
また, 各ノードは $d$ 次元立方体内の点であるとする. ノードの分布は–様で, 2つの

ノー加, $i$ 間の距離 $l(i,j)$ は周期境界条件を課した最大ノルムで定義する. 2つのノード
$i,$ $j$ に結合が生じる条件を

$\frac{(2l(i,j))^{d}}{a_{i}a_{j}}<\theta$ (4)

とする. $\theta$ は結合の総本数を決める閾値パラメーターである. ここでは結合本数が $mN$ と
なるように \theta を選ぶ. 上式で d面しているのは結合の生じやすさ $a$ が倍になれば結合が生
じる範囲の d次元体積が倍になるようにするためである. 上式の左辺の分母を結合の生じ
やすさの積にしているのも同様の理由からである. 上の式を和によって定義することもで
きるが適当な変換によって積の形に置き換えることができる [9]. その場合は $a$ の分布は
別のものとなる. 本論文では (4) で $a$ を定義したものとする.

3 次数分布

ノードの空間上の分布が–様なのでノード間距離の分布は

$p(l<x)=\{$
$(2x)^{d}$ $(l<1/2)$

1 $(l\geq 1/2)$
(5)

となる. したがって結合の生じやすさか $a$ と $a’$ で与えられているノードのペア間に結合
がある確率は

$r(a, a’)= \min(\theta aa’, 1)$ (6)
である. これは確率は 1を超えないためである. 結合の生じやすさか’ であるノードの平
均結合次数は

$\overline{k}(a)=N\int r(a, a’)\rho(a’)da’$ (7)
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となり, (2) と (6) から

$\overline{k’}(a)\simeq\{$

$\frac{2(\gamma-1)N-\gamma N^{\frac{1}{\gamma-1}}}{2(\gamma’-2)}\theta a$ $(a<\theta^{-1}N^{\frac{-1}{\urcorner^{-1}}})$

$\frac{(\gamma-1)\theta a-(\theta a)^{\gamma-1}}{\gamma’-2}N$ $(a\geq\theta^{-1}N^{\frac{-1}{\gamma-1}})$

(8)

と近似できる. さらに

$2m= \int\overline{k}(a)\rho(a)da$ (9)

となるので面倒な計算の後, $\theta$ の近似式

$\theta\simeq\{$

$\frac{2m}{N}(\frac{\gamma 2}{\gamma 1}=)^{2}$ $(\gamma>2)$

$( \frac{2rn(2-\gamma)}{N\ln N})^{\frac{1}{7^{-1}}}$ $(1<\gamma<2)$

(10)

が得られる. このように漸近的な性質は $\gamma=2$ を境に変化する. すなわち $\gamma’>2$ で (8) は
$N$ の大きい極限で

$\overline{k}(a)\simeq 2rn\frac{\gamma 2}{\gamma’1}=a$ $(\gamma>2)$ . (11)

となる, 方, $1<\gamma<2$ では $a>\theta^{-\mathrm{l}}N^{\frac{-1}{\gamma-1}}$ の範囲で

$\overline{k}(a)\simeq\frac{2\gamma\gamma\iota}{\ln N}a^{\gamma-1}$ $(1 <\gamma<2)$ (12)

と書き表せる. $1<\gamma’<2$ の場合は結合次数は結合の生じやすさに比例せず, その $\wedge’-1$

乗に比例する. このような違いは, (7) の積分の計算において $\gamma>2$ では積分範囲のうち
$a$ が小さいほう $(a\sim 1)$ が支配的である –方, $\gamma,$ $<2$ では $a$ が大きいほう $(a\sim N^{1/(\gamma-11}’)$ が

支配的となることから生じる.
結合次数の分布は

$P(k)= \int P(k|a)\rho(a)da$ . (13)

と書き表せる. ここで $P(k|a)$ は結合の慮じゃすさか $a$ であるノードに対して次数が $k$ で

ある (条件付) 確率であり, 2項分布

$P(k|a)=( \frac{\overline{k}(a)}{N})^{k}(1-\frac{\overline{k}(a)}{N},)^{N-k}$ . (14)

で与えられる. \mbox{\boldmath $\gamma$}>2の場合, (13) の積分の中身が最大値を取る a が積分範囲 (3) の内側
にある条件

$2m \frac{\gamma 2}{\gamma 1}=+\gamma’<k<2m\frac{\gamma 2}{\gamma’ 1}=N^{\frac{1}{\gamma-1}}+\gamma$’ (15)

をみたす $k$ に対して鞍点法近似により

$P(k) \simeq\frac{(2m)^{\gamma-1}}{N^{\gamma-1}}=\frac{(\gamma 2)^{\gamma l}}{(\gamma 1)^{\gamma 2}\mathfrak{k}}=\frac{N!}{k!}\frac{\Gamma(k-\gamma+1)}{\Gamma(N-\gamma+2)}$. (16)
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図 1: (a) 結合の生じやすさ $a$ の分布の幕指数に対するネットワークの次数分布の霧指数. 点線は
解析的な計算によって求めた予想 (17), (19) による. 黒丸は数値計算の結果であり, $m=3,$ $d=2$ ,
$N=$ 10000の場合である. この結果は $d$ にはよらない. (b) 結合の生じやすさ $a$ の分布の幕指数
に対する平均クラスタリング係数. “not embedded” は空間にノ $\text{ー}$ ドを埋め込まず, (6) の確率に
よってネットワークを構築したものである. $\gamma<2$ ではクラスタリング係数は大きく次元 $d$ による
依存性は小さい. –方, $\gamma>2$ ではクラスタリング係数は次元 $d$ が小さいほど大きくなり, 空間に
埋め込まれてない場合にはほとんど $0$ となっている.

となる. 特に $k\gg 1$ に対して

$P(k) \simeq(2m)^{\gamma-1}=\frac{(\gamma 2)^{\gamma 1}}{(\gamma 1)’\prime 2}=k^{-\gamma}$ $(\gamma>2)$ . (17)

となる. このように次数分布はスケールフリーの性質を満たし, その幕指数は結合の生じ
やすさの幕指数と –致している.

方 $\gamma’<2$ の場合を同様に計算すると

$\frac{5-2\gamma}{2-\gamma}<k<\frac{2mN}{\ln N}+2$, (18)

で

$P(k) \simeq\frac{2m}{\ln N}k^{-2}$ $(1 <\gamma<2)$ . (19)

となることがわかる. この場合は次数分布の罧指数は $\gamma$ によらず常に 2となっている. 次
数分布はノードが埋め込まれた空間の次元 $d$ にはよらない.

4 クラスターリング係数

ノードの結合の生じやすさ $a$ の関数としてのクラスタリング係数は

$C(a.)= \frac{\int r_{3}(a,a’,a’’)\rho(a’)\rho(a’’)da’da’’}{\int r(a,a’)r(a,a’)\rho(a’)\rho(a’)dada’’},,$, (20)
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のように計算される. ここで $r_{3}(a, a’, cx’’)$ は, 結合の生じやすさがそれぞれ $a,a’,a’$’となる
3つのノードが互いにつながって三角形を構成する確率である. $a<a’<$ a”の場合 $b=$

$a^{1/d},$ $b’=a^{l1/d},$ $b”=a^{\prime\prime 1/d}$ とおくと最大値ノルムの性質から面倒な計算を経て

$r_{3}(a, a’, a’’)=$

$Zr(a, a’)r(a, a”)$ ( $(\theta \mathrm{o}_{}’a’’>1)$ or $( \frac{1}{b}\geq\frac{1}{b},$ $+ \frac{1}{b’},)$ )

$\theta^{2}(bb’b’’(b+b’+b’’)-\frac{b’b’’+b’’b+bb’}{\theta^{1/d}}+\frac{1}{\theta^{2/d}})^{d}$

.

( $(\theta a’a’’<1)$ and $(\theta^{1/d}(b’b’’+b’’b+bb’)>2)$ )

$\theta^{2}(2bb’b’’(b+b’+b’’)-b’b’’-b^{u}b-bb’)^{d}/4^{d}$ (otherwise)

と求まる. $\gamma<2$ では積分範囲の大きいほう $(a\sim \mathrm{N}^{1/(\gamma-1)})$ が支配的であり, この領域で
$r_{3}(a, a’, a’’)\sim r(a, a’)r(a, a’’)$ とみなせるので $C(a)\sim 1$ と予想できる. 実際 $a$ が $1/\sqrt{\theta}$ よ

り小さい場合で $C(a)\sim 1$ となっている. このため次元 $d$ にかかわらず $\gamma<2$ ではクラス

タリング係数は大きい値を保っている. -方, $\gamma>2$ の場合に関してクラスタリング係数
を解析的に求めることは難しい. ここでは平均クラスタリング係数の数値計算による結果
を図 $2(\mathrm{b})$ に示す.

$- 5$ 平均ノード間距離

図 2に平均ノード間距離の数値計算の結果を示した. $\gamma>3$ の場合に平均ノード間距離 $L$

は葛引 $L\propto N^{\alpha}$ に従っている. このような幕則は, 格子状のネットワークで–般的に見ら
れるが, ここでの幕指数は $1/d$ よりやや小さいように見える. この原因は明らかではない.
$\gamma\sim.3$ の場合に対数的な振る舞い $L\propto\ln N$ をみせ, $\gamma’<3$ では対数よりゆっくりと増加し
ている. このような $\gamma<3$ での遅い増加は, 結合の生じやすさが大きいペア同士は空間上
の距離に関係なく繋がっていることに由来する. このことは, $\max(\theta a_{i}a_{j})=\theta N^{\frac{2}{\gamma}-1}\gg 1$

から明らかである. このような空間上の距離によらない結合はショートカットと呼ばれ、
ショートカットはネットワークを著しく小さいものにすることが知られており [4], この

結果はもっともである.

6 結語

空間的に埋め込んだネットワークモデルを用いてノードの属性とネットワーク構造の
関係を調べた. 属性値の分布の罧指数 $\gamma$ にかかわらず, 次数分布の幕指数 $\mu$ が 2より小さ
くならないことを示した. 次数分布の幕指数が 2に近い場合は空間構造が無くてもクラス
ター係数が高くすることができる. -方, 次数分布の幕指数が 2から離れている場合には
空間構造の次元がクラスター係数を決めている. さらに次数分布の幕指数が 3を超える場
合, ネットワークはスモールワールドとしての特性 (平均ノード問距離が小さい) を失う.
多くの実在のネットワークで次数分布の霧指数 $\mu$ は 2から 3の間である [6, 2, 3]. 罧指

数が 3.に近い場合には, 高クラスタリング係数を生むために何らかの空間的な構造が関
わっていることが予想される. -方, 幕指数が 2に近ければ空間構造は高クラスタリング
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図 2: ( $\mathrm{a}\rangle$ 平均ノード間距離 $L$ 対ノード数の片対数プロット. パラメータは $d=2$ で上から下へ
$\gamma=4.0,3.5,3.0,2.5,2.0,1.5$ である. (b) 同じデータに対する両対数プロット

係数の再現に必ずしも必要ではない. 本研究で用いたモデルをさらに解析すると $\mu<3$ で

は次数相関が負であることもいえる [10]. 人間関係や生物に見られるネットワークでは次
数相関が正であることが知られており, モデルの結果と –致しない. この点についてはモ
デルの–般化を含めた更なる研究が必要である.
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