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概要

「 $\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}$ 空間の 「極座標」 と spectral zeta 関数の特殊値」講
究禄 1260(2002), 105-125, 「スケーリング変換のヤコビアンの正
則化」講究禄 1408(2004), 20-39の基礎的部分の精密化を試みる。
Hilbert 空間 $H$ と Scatten 受註退化正値作用素 $G$ との組 $\{H, G\}$ ,
$\zeta(G, s)=\mathrm{t}\mathrm{r}(G^{\epsilon})$ は $s=0$ で正則、 を考え $\zeta(G, 0)=\nu,$ $\zeta(G, s)$ の

最初の極の位置 $d$ とする。 $Ge_{n}=\mu_{n}e_{n},$ $e_{\infty}= \sum_{n}\mu_{n}^{d/2}e_{n}$

’

とし
H#=H\oplus Re\infty 。とする。 この空間 (とその複素化) では $\zeta(G, s)$ を
用いた正則化で、初等微積の計算が出来る。 ここでは $H^{\mathfrak{h}}$ の初等関
数 特に座標関数の無限積や行列式 (Jacobian) などの正則化を扱
う。 これらは Paychaの正則化 trace と同じ考えである ([12])。また
$(\infty-p)$-次微分形式の外微分の正則化も正則化 trace として表され
ること正則化 Laplacian は正則化外微分から導かれることを示す。

Compact 多様体上の楕円形作用素 $D$ の Green 作用素 $G$ のように $s=0$

で $\zeta(G, s)=\mathrm{t}\mathrm{r}G^{\epsilon}$ が正則になる $G$ を用いた $\zeta$-正則化を使って Hilbert 空
間 $H$ での計算に表れる発散を処理する技法は Hilbert 空間の Laplacian
やDirac 作用素の正則化やその固有値 「球面」の正則化体積要素や「体
積」 正則化 Cauchy核等の計算や 物理学者による Gauss型経路積分の
計算の正当化等に使われてきた $([3],[4],[5],[6])$。

此処ではその基礎的部分の若干の手直しを含む精密化を行い 幾分まと
まりがないが 以下のような話題を扱う。

1. 正則化の計算を行う場所として 以前の $H^{-}$ (finite) を修正して 空

間 H#=H\oplus Ke\infty 。を導入した (\S 1). この空間の内積には $\zeta(G, .s)$ の

最初の極での留数が表れる。 $H$ に「経度」 を付け加えた空間倉と $H^{\mathfrak{h}}$

が 本質的に同 $-$である (\S 2)。
2. $G$ が Dirac 作用素の Green 関数のように正負とも 無限の固有値を
持つときには $H$ に polarization 以外に Fredholm構造 Cuntz構造
と呼ぶ構造が入る。 これらは平坦な多様体の幾何学に利用できる可能
性がある $(\S 3, \S 10)_{\text{。}}$
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3. $H$の初等関数の正則化: 基本対称式は 1次の基本対称式 $\sigma_{1}(x_{1}, \ldots)=$

$\sum_{n}x_{n}$ が正則化できれば 総て正則化出来る (\S 4)。
4. 無限積の正則化 : $\prod_{n}x_{n}$ : と 正則化行列式 $det_{G}T=e^{\mathrm{t}\mathrm{r}G^{\epsilon}\log t}|_{\epsilon=0:}$

これらと Paycha の 正則化 trace とは 本質的に同じである (\S 5,

\S 6)。

\S 7-\S 10では これらを 正則化無限積分 (\S 7)、 無限次の元を含む微分形

式 (\S 8) に応用する。特に正則化無限積分 $\int_{D}f$ : $d^{\infty}x$ : については scaling

変換 $I_{a}$ ; $I_{a}e_{\mathrm{n}}=a_{n}e_{n},$ $a=(a_{1}, a_{2}, \ldots)$ についての変数変換の公式

$\int_{D}f$ : $d^{\infty}x:= \int_{I_{a}D}|$ : $\prod_{n=1}^{\infty}a_{n}$ : $|^{-1\#}I_{a}f$ : $d^{\infty}y:$ , $y_{n}=a_{n^{X}n}$ ,

から $f= \prod_{n}f_{n}(x_{n}),$ $f_{n}\geq 0,$ $\int_{a_{n}}^{b_{n}}f(x)dx=c_{n}$ , のとき

$\int_{D}f$ : $d^{\infty}x$ $:=: \prod_{n=1}^{\infty}a_{n}::$ , $D= \{\sum_{n}x_{n}e_{n}|a_{n}\leq x_{n}\leq b_{n}\}\subset H^{\mathfrak{h}}$
,

を導く。 Gauss 型経路積分の公式 $\int e^{-\pi(x,Dx)}Dx=\frac{1}{\sqrt{detD}}$ はこれから

従う。
正則化無限積分の変数変換の公式から $W^{k}$ 上の無限次の元を含む微分形

式は 加群として $Gr(W^{-\text{柚}})\oplus Gr(W^{\text{柚}})detG$ となる。 これから $(\infty-p)-$

次の微分形式に対する外微分の正則化が 正則化 trace として与えられる
(\S 9)。最後の \S 10で これらの定義結果を 写像空間などの Soborev多
様体に拡張する問題について触れる $(\mathrm{c}\mathrm{f}.[2])$

。

1 Hilbert空間と Schatten級作用素の組
$\{H, G\}$ を Hilbert 空間 $H$ とその上の非退化対称 Schatten級作用素 $G$

で、その spectre $\zeta$ 関数 $\zeta(G, s),=\mathrm{t}\mathrm{r}(G^{s})$ が原点で正則なものとの組とする
$(\mathrm{c}\mathrm{f}.[8])$

。 $H=L^{2}(X),$ $X$ は compact Riemann 多様体 $G$ は $X$ の Laplacian
( $+\mathrm{m}\mathrm{a}s\mathrm{s}$ term) の Green 関数とすればこの仮定を満たす。 この $G$ は正値
作用素だが $X$ が compact spin多様体のとき $X$ の 2乗可積分な spinor場
の Hilbert 空間を $H,G$ を $X$ の Dirac 作用素玖+mass term) の Green 関
数とすれば $G$ が正でないこのような組の例になる。

$G$ が正定値のとき $\zeta(G, 0)=\nu,$ $\zeta(G, s)$ の最初の極の位置を $d$, そこ
での $\zeta(G, s)$ の留数を $c$ とする。 $\nu$ は $G$ の固有値の数を数えているので、
$H$ の次元の正則化である。 また $G$ が compact 多様体 $X$ の楕円形作用素
の Green 関数のとき $d^{-}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}.X/\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}.D$である。
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$H$ の完備正規直交系は $G$ の固有関数 $e_{1},$ $e_{2},$ $\ldots$ ; $Ge_{n}=\mu_{n}e_{n},$ $\mu_{1}\geq\mu_{2}\geq$

. . . $>0$ に固定する。 $x= \sum_{n}x_{n}e_{n}$ のとき $x$ の座標を $(x_{1}, x_{2}, \ldots)$ , とする。
$x\in H$ に Soborev norm $||x||k=(G^{-k/2}x,$ $G^{-k/2_{X)}}$ をいれ、それから得

られる Soborev 空間を $W^{k}$ とする。 $W^{k}$ の完備正規直交系は $e_{1,k},$ $e_{2,k},$ $\ldots$ ,
$e_{n,k}=\mu_{n}^{k/2}e_{n}$ である。 $x= \sum_{n}x_{n,k}e_{n,k}\in W^{k}$ のとき $W^{k}$ の元としての $x$

の座標を $(x_{1,k}, x_{2,k}, \ldots)$ , とする。 $x\in H\cap W^{k}$ であれば $x_{n,k}=\mu_{n}^{-}$
$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{A}x_{n}$

である。

Soborev 空間の定義から $e_{1,k},$ $e_{2,k},$ $\ldots$ : の和として表される元

$e_{\infty,k}= \sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{d/2}e_{\infty,k}$ ,

を考えれば $e_{\infty,k}\in W^{l},$ $e_{\infty,k}\not\in W^{k}$ である $(\mathrm{c}\mathrm{f}.[10])$
。

定義 1. 空間 $W^{k,\#}$ を

$W^{k,\mathfrak{h}}=W^{k}\oplus \mathrm{K}e_{\infty,k}$ , (1)

$\mathrm{K}$ は $H$ が実なら実数体 複素なら複素数体、 で定義する。

位相を考えなければ $W^{k,\mathfrak{h}}\subset W^{l},$ $l<k$ である。 定義から $x\in W^{k,\#}$ は

$x=x_{f}+te_{\infty,k}$ , $x_{f}\in W^{k}$ ,

と –意的に書ける。従って x\in W紬は

$x= \sum_{n=1}^{\infty}x_{f,n}e_{n,k}+te_{\infty,k}=\sum_{n=1}^{\infty}(x_{f,n}+\mu_{n}^{d/2}t)e_{n,k}$ ,

と 2種類の座標表示がある。
$W^{k,\mathfrak{h}}$ は次で定義するように Hilbert 空間と見るが この 2番目の「座

標表示」 は Hilbert 空間としては正しくなく、 $W^{k-0}=\cap\iota<0W^{l}$ の部分空

間と見たときのものである。 その意味では $W^{k-0}$ の部分空間と見たとき
の Wk\oplus Ke\infty \infty ,k は W棚等 別の記号で書いて区別したほうが良いが 簡

単のため 以下では区別しない。

定義 2. $x=x_{f}+te_{\infty,k},$ $y=y_{f}+ue_{\infty,k}$ の内積を

$\langle x,y\rangle_{k}=\lim_{\epsilon\downarrow 0}(x_{f}+\sqrt{s}G^{s/2}te_{\infty,k},y_{f}+\sqrt{s}G^{s/2}ue_{\infty,k})_{k}$, (2)

で定義する。

$W^{k}$ での内積 $(x, y)_{k}$ と書けば

$( \sqrt{s}G^{\delta/2}e_{\infty,k}, \sqrt{s}G^{\epsilon/2}e_{\infty,k})_{k}=s\sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{s+d}=s\zeta(s+d)$ ,
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だから $\lim_{s\downarrow 0}(\sqrt{s}c^{s/2}e_{\infty,k}, \sqrt{s}G^{\epsilon/2}e_{\infty,k})_{k}=c$ となって

$\langle e_{n,k}, e_{m,k}\rangle_{k}=\delta_{n,m}$ , $\langle e_{n,k}, e_{\infty,k}\rangle_{k}=0$ , $\langle e_{\infty,k}, e_{\infty,k}\rangle_{k}=c$, (3)

である。 従って $W^{k}$ を Wk山の部分空間とみれば (この内積で) $W^{k}$ と
$\mathrm{K}\mathrm{e}_{\infty\text{。},k}$ は 直交する。

$W^{k}$ と $W^{-k}$ は Soborev 双対だが

$\langle e_{\infty,k}, e_{\infty,-k}\rangle=\lim_{s\downarrow 0}(\sqrt{s}e_{\infty,k+s}, \sqrt{s}e_{\infty,-k+\epsilon})=c$,

として $W^{k,\mathfrak{h}}$ と $W^{-k,\mathfrak{h}}$ との間の Soborev 双対を定義できる。

2 極座標と 「経度」

$H$ が実 Hilbert 空間の時 その極座標は $||x||=r$ として

$x_{1}$ $=$ $r\cos\theta_{1}$ , $x_{2}=r\sin\theta_{1}\cos\theta_{2},$
$\ldots$ ,

$x_{n}$ $=$ $r\sin\theta_{1}\cdots\sin\theta_{n-1}\cos\theta_{n},$
$\ldots,$

$0\leq\theta_{1}\leq\pi,$ $i=1,2,$ $\ldots$ ,

こ

$r^{2}=x_{1}^{2}+\cdots+x_{n}^{2}+r^{2}\sin^{2}\theta_{1}\cdots\sin^{2}\theta_{n}$,

だから独立ではなく 制約

$\lim_{narrow\infty}\sin\theta_{1}\cdots\sin\theta_{n}=0$ , (4)

を満たす。 従って $x\in H$ の極座標を $(r, \theta_{1}, \theta_{2}, \ldots)$ , とすれば 座標が
$(r, \pi/2, \pi/2, \ldots)$ となる点は $H$ には無い。
この制約をはずし 変数

$t_{\infty}= \lim_{narrow\infty}\sin\theta_{1}\cdots\sin\theta_{n}=\prod_{n=1}^{\infty}\sin\theta_{n}$ , (5)

を導入し 「経度」 $\phi,$ $0\leq\phi<2\pi$ と変数坊 $z$ を

$y=rt_{\infty}\cos\phi$ , $z=rt_{\infty}\sin\phi$ , (6)

で定義する。 この変数を用いて H に 「経度」 を付け加えた空間を

$\tilde{H}=\{(x, y, z)|x\in H\}\cong H\oplus \mathbb{R}^{2}$ , (7)
$\hat{H}=\{(x, y, z)|\phi=0, \pi\}\cong H\oplus \mathrm{R}$, (8)
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とする。 $\hat{H}$ (の球面) は H (の球面) の Greenwitch 子午線である。

$W^{k}$ にも同様に動径緯度を $r_{k},$ $\theta_{1,k},$ $\theta_{2,k},$
$\ldots$ , として極座標を導入する。

$k<0$ であれば $e_{\infty}\in W^{k}$ だから その $W^{k}$ での極座標を $r(k),$ $\theta_{n}(k)$ ま

た $r_{n}(k)$ も $r_{n}$ と同様に定義する。定義から $\lim_{-k\downarrow}0r_{n}(k)=\infty$ である。

従って $\lim_{-k\downarrow}0\cos\theta_{n}(k)=0$ となって、

$\varliminf_{k\downarrow 0}\theta_{n}(k)=\frac{\pi}{2},$ $n=1,2,$ $\ldots$ (9)

である。 他方 $r_{k}^{2}=\zeta(G, -k)$ だから $\lim_{-k\downarrow 0}\sqrt{-k}r(k)=\sqrt{c}$ となる。
従って $\rho:H\#arrow\hat{H}$ を

$\rho(x, te_{\infty})=(x,t\sqrt{c}t_{\infty})$ , (10)

で定義すれば $p:H^{\mathfrak{h}}\cong\hat{H}$ である。 またこの意味で $e_{\infty}$ の極座標は
$( \sqrt{c}, \frac{\pi}{2}, \frac{\pi}{2}, \ldots)$ となる。

なお より精密には
$r_{\mathrm{n}}=\sqrt{\sum_{m\geq n}x_{m}^{2}}$

とすれば $\cos\theta_{n}=\frac{x_{n}}{r_{\mathrm{n}}}$ となることと

$x=c^{k/2}e_{\infty},$ $k>0$ , については その極座標を $(r_{n}(k), \theta_{1}(k),$ $\theta_{2}(k),$ $\ldots)$ ,
として

$r_{\mathrm{n}}(k)^{2}$ $=$ $\frac{c}{k}+(c_{0}-(\mu_{1}^{d+k}+\cdots+\mu_{n-1}^{d+k}))+O(k)$ ,

$\zeta(G,d+k)$ $=$ $\frac{c}{s}+c_{0}+O(s)$ ,

となることから

$\cos^{2}\theta_{n}(k)=\frac{\mu_{n}^{d+k}}{r_{\mathrm{n}}(k)^{2}}=\frac{s}{k}(1-\frac{c_{0}-(.\mu_{1}^{d+k}+\cdots+\mu_{n-1}^{d+k})}{c}s+O(s^{2}))$ ,

となつて $\lim_{k\downarrow 0}\frac{1}{\sqrt{s}}\cos\theta_{n}(k)=\sqrt{\frac{\mu_{n}^{d}}{c}}$となり

$\theta_{n}(k)=\frac{\pi}{2}-\sqrt{\frac{\mu_{n}^{d}}{c}}\sqrt{k}+O(s)$ , $k\downarrow 0$ ,

である。

3 Fredholm構造と Cuntz構造
この節では G の正固有空間H; 負固有空間 H- がともに無限次元と

する (G が Dirac 作用素の Green 作用素の場合等) 。 このときは \mbox{\boldmath $\zeta$}(G, s)
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のほか $\eta(G, s)=tr(G|G|^{s-1})$ も $s=0$ で正則とする。 $G$ が compact spin
多様体の Dirac 作用素の Green 作用素の時 この仮定は満たされる。

$G|G|^{-1}=J=P\text{ヤー}P_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$

とおく。 $J$ は $H$ の polarization であり $P\pm$ は $H\pm$ への射影である。

定義 3. 等距離作用素 $F:H_{+}arrow H_{-}$ , 戸: $H_{-}arrow H_{+}$ が与えられた
とき $\{H, G\}$ は Fredholm構造 $F$ を持つ という。

定義 4. $H$ から $H\pm$ への等距離作用素 $s_{1}$ : $Harrow H_{+},$ $s_{2}$ : $Harrow H_{-}$

が与えられれば {H, G} は Cuntz構造 { $s_{1}$ , s2} を持つ という。

定義から $s_{1},$ $s_{2}$ は

$s^{1}s_{1}=s^{1}s_{2}=I$, $s_{1}s_{1}^{\uparrow}+s_{2}s_{2}^{\uparrow}=I$,

を満たすから Cuntz環 O2の生成元になる。従って { $s_{1}$ , s2} は Cuntz環の
表現を与える。 また $s_{2}s_{1}^{\dagger}$ : $H+arrow H_{-},$ $(s_{2}s_{1}^{\uparrow})^{\uparrow=}$

.
$s_{1}s_{2}^{\uparrow}$ : $H_{-}arrow H+$ だから

$\{H, G\}$ が Cuntz構造をもてば それから $F=s_{2}s_{1}^{\dagger}$ として Redholm
構造が導かれる。 しかし逆はいえない。 また同じ Fredholm 構造を与える
異なる Cuntz 構造が存在する。 Redholm 構造 Cuntz 構造の同値は

$H$ の unitary 作用素による unitary 同値で定義する $([1],[9])$。

$c_{+}$ と $G_{-}$ が同じ固有値を持つとき $G$ を 対称と呼ぶ。このとき $G_{-=}$

$Fc_{+}$戸となる Redholm 構造–対称な Redholm 構造と呼ぶーが存在
する。

例. $X$ を半径 $a$ の円とし $G=G_{n}$ を

$e^{-i\frac{2n+1}{2a}t} \frac{1}{i}\frac{d}{dt}e^{i\frac{2n+1}{2a}t}=\frac{1}{i}\frac{d}{dt}+\frac{2n+1}{2a}$, $n\in \mathbb{Z}$ ,

の Green 関数とすれば固有値は $\{\frac{2m+1}{2a}|m\in \mathbb{Z}\}$ だから 対称である。
この場合定数項 n(n/a) は 固有値には影響しないが固有関数には

影響する。

$W^{k}$ も同様に $W_{+}^{k}\oplus W_{-}^{k}$ と分解される。 $\{H, G\}$ が Redholm構造 $F$ .
Cuntz構造 $\{s_{1}, s_{2}\}$ をもっとき それらは $W_{+}^{k}arrow W_{-}^{k},$ $W^{k}arrow W_{\pm}^{k}$ の等距
離作用素をあたえる。

$G\pm$ の固有値固有ベクトルを $\mu_{n},\pm,$ $e_{n,\pm;c_{\pm e_{n,\pm}}}=\mu_{n},\pm e_{n},\pm,$ $\mu_{1},\pm\geq$

$\mu_{2,\pm}\geq\ldots>0$ , とする。 $x= \sum_{n}x_{n},\pm e_{n},\pm\in H\pm$ のとき $x\in H\pm$ の座
標は $(x_{1,\pm}, x_{2,\pm}, \ldots)$ , とする。 この場合 $Fe_{n,+}=e_{n,-}$ と $F$ を与えるのが
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(固有ベクトルの選び方や順番に関係するが) 標準的な Fredholm 構造で
ある。 それにたいし、 Cuntz 構造は 例えば

$s_{1}(e_{2n-1,+})$ $=$ $e_{n,+}$ , $s_{1}(e_{2n})=e_{n,-}$ ,
$s_{2}(e_{2n-1,-})$ $=$ $e_{n,+}$ , $s_{2}(e_{2n})=e_{n,-}$ ,

と与えることが出来るが これは標準的ではない ($s_{1}(e_{2n-1,+})=e_{n}$,-, . . . ,
としても良い)。

$G,$ $|G|$ の $\eta-$関数、 $\zeta$-関数を $\eta(G, s),$ $\zeta(|G|, s)=\zeta(G^{2}, s/2)$ とし

$\zeta(G_{\pm,S})=\frac{\zeta(|G|,s)\pm\eta(G,s)}{2}$ ,

とすれば $\zeta(G_{\pm,S})=\sum_{n}\mu_{n,\pm}^{\epsilon}$ である。 定義から 特に $G$ が対称であれ
ば $\zeta(G_{+}, s)=\zeta(G_{-}, s)$ である。

$G$ の $\zeta-$関数 $\zeta(G, s)$ は

$\zeta_{\pm}(G,s)=\zeta(G_{+}, s)+e^{\pm i\pi\epsilon}\zeta(G_{-}, s)$ ,

と 2種ある。 $G$ が 対称のときは

$\zeta\pm(G, s)=(1+e^{\pm i\pi s})\zeta_{+}(G, s)$ , $\zeta\pm(G, n)=0,$ $n\in \mathbb{Z}$ ,

となる。
$\zeta(c_{\pm,S})$ の最初の極は ともに $d$であるとする。このとき $\zeta(c_{\pm}, 0)=\nu\pm$ ,

$d$ での留数を $c\pm$ とすれば

$\nu=\zeta_{\pm}(G, 0)=\nu_{+}+\nu_{-}$ , ${\rm Res}_{\epsilon=d}\zeta_{\pm}(G, s)=c_{+}+e^{\pm i\pi d_{C_{-}}}$ ,

である。 $d$ が整数のとき ( $G$ が compact spin 多様体 $X$ 上の Dirac 作用素
の Green 作用素のときは $d=\dim X$ )

${\rm Res}_{s=d}\zeta_{\pm}(G, s)=c_{+}+(-1)^{d}c_{-}$ ,

となる。 従って–般には ${\rm Res}_{s=d}\zeta+(G, s)\neq{\rm Res}_{\epsilon=d}\zeta_{-}(G, s)$である。

$e_{\infty,\pm}= \sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n,\pm}^{d/2}e_{n,\pm}$ として $H_{\pm}^{\mathfrak{h}}$ を $G$ が正定値のときの $H^{\mathfrak{h}}$ と同様に
定義する。W塑も同様に定義される。 この場合

$H^{\mathfrak{h}}=H_{+}^{\#}\oplus H^{\mathfrak{h}}$ , $W^{k,\mathfrak{h}}=W_{+}^{k,\#}\oplus W_{-}^{k,\mathfrak{h}}$, (11)

とする。 $H$ の正規直交系は $\{e_{n},\pm|n=1,2, \ldots\},$ $W^{k}$ の正規直交系は
$e_{n,\pm,k}=\mu_{n,\pm^{e_{n,\pm}}}^{k/2}$ として $\{e_{n,\pm,k}|n=1,2, \ldots\}$ である。 $||e_{\infty,\pm}||=\sqrt{c\pm}$だ

から

ヂ (x) $=\mathcal{F}x,$ $x\in H+$ , $\hat{F}e_{\infty,+}=\sqrt{\frac{c_{-}}{c_{+}}}e_{\infty,+}$ ,
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として $\{H, G\}$ の Fredholm構造 $F$ は $\{H^{\mathfrak{h}}, g\}$ の Fredholm構造 $\hat{F}$ に拡張
される。 しかし Cuntz構造は自然な拡大を持たない。

注意 $G=G_{+}-G_{-}$ のとき $|G|=G_{+}+G_{-}$ である。 $\{H, |G|\}$ から

作った e\infty 。を $e_{\infty,|G|}$ とすれば $e_{\infty,|G|}=e_{\infty,+}+e_{\infty,-}$ だから

$H\oplus \mathrm{K}e_{\infty.|G|}=H\oplus \mathrm{K}(e_{\infty,+}+e_{\infty},-)$
$\subset H^{\mathfrak{h}}$ ,

である。

4 $H$の初等関数とその正則化

$H$ の上では簡単な初等関数 例えば $f(x)= \sum_{n}x_{n};x=(x_{1}, x_{2}, \ldots)$ も
多くの点で発散し 定義できない。 $\{H, G\}$ では $\sum_{n}x_{n}$ の正則化として

: $\sum_{n=1}^{\infty}x_{n}$ $:=: \sum_{n=1}^{\infty}x_{n}:_{G}=\sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{\epsilon}x_{n}|_{s=0}$ , (12)

を用いる。 : $\sum_{n}x_{n}$ : が $H^{\mathfrak{h}}$ で定義されるには $\zeta(G, s)$ 力 1 $s=d/2$ で正則な
ことが 必要十分である。

$x(c) \in H,c>/2\text{だが}\sum_{n}x(c)_{n}\text{は}c\leq 1\text{で発散する_{。}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}.\mu_{n}=\frac{1}{n,1}k\text{する_{}\circ}x(c)=(c)_{1},$$x()_{n_{\text{しかし}}}$
, とすれば

$\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{n^{\epsilon}}\frac{1}{n^{c}}=\zeta(s+c)$ ,

だから : $\sum_{n}x(c)_{n}$ : は $1/2<c<1$ でも存在する。

$c=c_{+}-G_{-}$ のときは: $\sum_{n}x_{n}$ : の定義は

: $\sum_{n=1}^{\infty}x_{n,+}:$ $+: \sum_{n=1}^{\infty}x_{n,-}:$ , . $\sum_{n=1}^{\infty}x_{n,\pm}:=\sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n,\pm}^{\epsilon}x_{n,\pm}|_{s=0}$ , (13)

とする。 従って : $\sum_{n}x_{n}:c$ の存在と : $\sum_{n^{X_{n}:}|G|}$ の存在は同値である。

定義 5 . $\tau$ を不定元とし $x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots$ の $n$-次基本対称式の正則化:
$\sigma_{n}(x_{1}, x_{2}, \ldots)$ : を

: $\prod_{n=1}^{\infty}(1+\tau x_{n})$ : $=$ $\prod_{n=1}^{\infty}(1+\mu_{n}^{\epsilon}\tau x_{n})|_{\epsilon=0}$ ,

: $\prod_{n=1}^{\infty}(1+\tau x_{n})-$ : $=$ $1+ \sum_{n=1}^{\infty}$ : $\sigma_{n}(x_{1},x_{2}, \ldots)$ : $\tau^{n}$ , (14)
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で定義する。

: $\sigma_{1}(x_{1}, x_{2}, \ldots)$ $:=: \sum_{n}x_{n}$ : だが

$\log(\prod_{n=1}^{\infty}(1+\mu_{n}^{\epsilon}\tau x_{n}))$ $=$ $\sum_{n=1}^{\infty}\log(1+\mu_{n}^{s}\tau x_{n})$

$( \sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{s}x_{n})\tau-\frac{1}{2}(\sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{2s}x_{n}^{2})\tau^{2}+\cdots$ ,

で この第 2項以後は $(x_{1}, x_{2}, \ldots)\in H$ だから $s=0$ まで解析接続可能
だから $\prod_{n=1}^{\infty}(l+\mu_{n}^{s}\tau x_{n})$ は $\sum_{n}\mu_{n}^{\epsilon}x_{n}$ が $s=0$ まで 解析接続可能なら
$s=0$ まで 解析接続可能である。 よって

命題 1 : $\sum_{n}x_{n}$ : が 存在すれば 総ての $n$ について $x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots$ の

基本対称式の正則化 : $\sigma_{n}(x_{1}, x_{2}, \ldots)$ が存在する。

注意 1 定義 5 で扱われる基本対称式は $\sigma_{\infty}(x_{1}, x_{2}, \ldots)$ に当たる
総ての変数の積 \Pi nxn は含まない。 \Pi nxn の正則化は次節で扱う。
注意 2. Scaling 変換 $I_{a};I_{a}e_{n}=a_{n}e_{n},$ $a=(a_{1}, a_{2}, \ldots)$ , を使えば

: $\sum_{n=1}^{\infty}a_{n}:=\mathrm{t}\mathrm{r}(G^{s}I_{a})|_{s=0}$, (15)

である。 従って 正則化基本対称式等は Paycha の正則化 $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}([7][12])$ ;

$\zeta-\mathrm{t}\mathrm{r}(T)=\mathrm{t}\mathrm{r}_{G}(T)=\mathrm{t}\mathrm{r}(G^{\epsilon}T)|_{\epsilon=0}$,

$T$ は $H$ の線形作用素、 を用いて表される。

$H$や $H\#$ での初等関数の他の例としては 正則化 Laplacian : $\triangle$ :;

: $\triangle$ : $f= \sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n^{\frac{\partial^{2}f}{\partial x_{n}^{2}}1_{\epsilon=0}}}^{s}$ ,

の周期的境界条件

$f|_{x_{\hslash}=-\mu_{n}^{d/2}}=f|_{x_{n}=\mu_{n}^{d/2}}$ , $\frac{\partial f}{\partial x_{n}}|_{x_{n}=-\mu_{n}^{d/2}}=\frac{\partial f}{\partial x_{n}}|_{x_{n}=\mu_{n}^{d/2}}$ ,

の固有関数

$\prod_{n}f_{n}(x_{n})$ , $f_{n}(x_{n})=\sin(N_{n}\mu_{n}^{-d/2}\pi x_{n})$ , or $\cos(N_{n}\mu_{n}^{-d/2}\pi x_{n})$ ,

がある ([3])。ここで $N_{n}$ は整数で $\lim_{narrow\infty}N_{n}=N_{\infty}$ が存在するものとし
$\zeta(G, s)$ は $s=-d/2$ で正則とする。

9



$H$ では この無限積は 有限個を除いてあ $(x_{n})=\cos(N_{n}\mu_{n}^{-d/2}\pi x_{n})$ と

成らなければ $0$ となる。 $\prod_{n=1}^{\infty}\cos(N\mu_{n}^{-d/2}\pi x_{n}^{2})$ は $x=0$ の近傍で

$\prod_{n=1}^{\infty}\cos(N\mu_{n}^{-d/2}\pi x_{n})=\prod_{n=1}^{\infty}(1-\frac{1}{2}(N\mu_{n}^{-d/2}x_{n})^{2}+\cdots)$,

だから $x\in W^{d}$ であれば無限積として収束する ( $0$ でない値を取る)。また
$H^{\mathfrak{h}}$ では その他に有限個を除いて $f_{n}(x_{n})=\sin(N_{n}\mu_{n}^{-d/2}\pi x_{n})$ となるも

のが意味がある。
$H^{\mathfrak{h}}$ では 無限積 $\prod_{n}\cos(N\mu_{n}^{-d/2}\pi x_{n})$ は $W^{d}+ \frac{m}{N}\pi e_{\infty},$ $m\in \mathbb{Z}$ で、無

限積 $\prod_{n}\sin(N\mu_{n}^{-d/2}\pi x_{n})t\mathrm{h}W^{d}+(\frac{m}{N}+\frac{1}{2})\pi e_{\infty}$ で $0$ でない値をとる。

ただし次節で述べるように $(-1)^{\infty}$ を $(-1)^{\nu}$ と正則化する。

5 正則化無限積

定義 6. 複素数列 $z_{1},$ $z_{2},$ $\ldots$ が Agmon angle $\theta$ を持つとき $z_{1},$ $z_{2},$ $\ldots$

の $G$ と $\theta$ に関する正則化無限積 : $\prod_{n}z_{n}$ : を

: $\prod_{n=1}^{\infty}z_{n}:=\prod_{n=1}^{\infty}z_{n}^{\mu_{n}^{s}}|_{s=0}$ , $\theta<\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{g}.z_{n}<\theta+2\pi$,

で定義する。

例. $G$ の Ray-Singer行列式 $detG=e^{\zeta’(G,0)}$ は

$e^{\zeta’(G,s)}=e^{\Sigma_{n}\log\mu_{n}\mu_{n}^{e}}= \prod_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{\mu_{\dot{n}}}$ ,

だから $G$ の固有値の正則化無限積 : $\prod_{n}\mu_{n}$ : である。

命題 2. 定義から 正則化無限積は 各変数について線形であり 次の
式が成り立つ。

$|$ : $\prod_{n=1}^{\infty}x_{n}$ : $|$ $=$ : $\prod_{n=1}^{\infty}|x_{n}|:,$ $x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots,$
$\in \mathrm{R}$ (16)

科科 屋科

: $\prod(cx_{n})$ : $=$ $c^{\nu}$ : $\prod x_{n}$ :. (17)
$n=1$ $n=1$

注意 1. $\nu$ が整数でなければ (17) での $d^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ は Agmon angle のとり
方に関係する。
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注意 2. ; $\prod_{n}x_{n}$ : は 各変数 $x_{n},$ $n=1,2,$ $\ldots$ について線形だから

$\frac{\partial^{p}}{\partial x_{i_{1}}\cdots\partial x_{i_{p}}}$ : $\prod_{n=1}^{\infty}x_{n}$

$:=: \prod_{n\not\in\{i_{1}\ldots,i_{p}\}}.x_{n}:$
,

となる。 しかし 通常の意味では

$\lim_{Narrow\infty}\frac{\partial^{N}}{\partial_{X_{1}}\cdots\partial x_{N}}$ : $\prod_{n=1}^{\infty}x_{n}:=1$ ,

は 成立しない。適当な弱位相の意味で これが成立するような関数空間
の元にたいしては 正則化無限積分が定義できる (7節)

。

また $x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots,$ $y_{1},$ $y_{2},$ $\ldots,$ $x_{1}y_{1},$ $x_{2}y_{2},$ $\ldots$ に共通の Agmon angle が
とれるときには $(x_{\mathrm{n}}y_{n})^{\mu_{n}^{s}}=x_{n^{n}}^{\mu^{l}}y_{n^{n}}^{\mu^{\epsilon}}$ となることから

: $\prod_{n=1}^{\infty}x_{n}y_{n}$ $:=: \prod_{n=1}^{\infty}x_{n}::\prod_{n=1}^{\infty}y_{n}:$ , (18)

も成立する。

$x=x_{f}+te_{\infty,k}\in W^{k,\mathfrak{h}},$ $t\neq 0$であれば $x= \sum_{n}x_{n}e_{n,k},$ $x_{n}=x_{f,n}+\mu_{n}^{d/2}t$

として $\lim_{narrow\infty}\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{g}x_{n}=\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{g}t$ だから $x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots$ は Agmon angle を持つ。
また

$\prod_{n=1}^{\infty}x_{n}^{\mu_{n}^{s}}=t^{\zeta(G,\epsilon)}\prod_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{\mu_{n}^{*}(d/2)}\prod_{n=1}^{\infty}(1+\frac{x_{f,n}}{\mu_{n}^{d/2}t})^{\mu_{n}^{\delta}}$,

であり この左辺第 3項の無限積は \Re s が十分大きければれば\Sigma ;l|\mu :xf,$n|$

が収束するので 収束する。従って正則化無限積、 : \Pi 譲 1 $x_{n}$ : が定義で
き、 $\sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{\epsilon}x_{f,n}\text{が}s=0\text{まで}$ 解析接続できれば その値が存在し

: $\prod_{n=1}^{\infty}x_{n}:=t^{\nu}(detG)^{d}\prod_{n=1}^{\infty}(1+\frac{x_{f,n}}{\mu_{n}^{d/2}t})^{\mu_{n}^{*}}|_{s=0}$, (19)

となる。 最後の無限積は

$\log(\prod_{n=1}^{\infty}(1+\frac{x_{f,n}}{\mu_{n}^{d/2}t})^{\mu_{n}^{*}})=\sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{s}\log(1+\frac{x_{fn}}{\mu_{n’}^{d/2}t})$

$=$ $t( \sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{\epsilon}(\mu_{n}^{-d/2}x_{f,n}))-\frac{t^{2}}{2}(\sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{s}(\mu_{n}^{-d/2}x_{f,n})^{2}+\cdots$ ,

で この第 2項以下 $[]\mathrm{h}x_{f}\in W^{d}$ のとき $sarrow \mathrm{O}$ で収束するから第 1項が
解析接続されれば 解析接続できる。 従って次の命題を得る。
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命題 3. $x_{f}\in W^{d}$ のとき 正則化無限積 : $\prod_{n}x_{n}$ : が存在するために
は scaling 作用素 $I_{x_{f}}$ ; $I_{x_{f}}e_{n}=x_{f,n}e_{n}$ に対して Paycha の意味での正
則化 trace

$\zeta-\mathrm{t}\mathrm{r}I_{x_{f}}=\mathrm{t}\mathrm{r}(G^{\epsilon}I_{x_{f}})|_{s=0}$ ,

が存在することが必要十分である。。

$x=x_{f}+te_{\infty,k}= \sum_{n}x_{n}e_{n,k}$ にたいし、 $\dot{x}=te_{\infty,k}-x_{f}=\sum_{n}\dot{x}_{n}e_{n,k}$

とすれば

$\prod_{n=1}^{\infty}x_{n}^{\mu_{n}^{\epsilon}}\cdot\prod_{n=1}^{\infty}\dot{x}_{n}^{\mu_{\dot{n}}}=t^{2\zeta(G,s)}\prod_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{\mu_{\dot{n}}d}\prod_{n=1}^{\infty}(1-\frac{x_{fn}^{2}}{\mu_{n’}^{d}t^{2}})^{\mu_{\dot{n}}}$ ,

だから $\nu$が整数のとき : $\prod_{n}x_{n}$ : は $W^{k,\#}$ の稠密な部分空間 $W^{(k+d)/2_{\oplus}}$

$\mathbb{C}e_{\infty,k}$ で 解析的である。 しかし正則化無限積は $W^{k}$ の元 ($t=0$ とな

る元) にたいしては定義できない ( $W^{k}$ は関数 : $\prod_{n}x_{n}$ : の特異点集合にな
る)

。 また $\nu$ が整数でなければ 関数 : $\prod_{n}x_{n}$ : は 多価である (Cauchy
核などは定義できない ([6]) $)$

。

注意. $x\in W^{k,\mathfrak{h}}$ を $\sum_{n}x_{n,k}e_{n,k}$ と書くのは 正しくは $W^{k}\oplus \mathrm{K}e_{\infty,k}\in$

$\bigcap_{\mathrm{t}<k}W^{l}$ と見たときの表示だから : $\prod_{n}x_{:}$ は W剛の関数と見たほうが良
い。 しかし : $\prod_{n}x_{n}$ : は 数列 $x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots$ の位相によらないから 以下で

はこの区別はしない。

$x\in W^{k,\mathfrak{h}}\text{に対し}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$変換 Ix;Ixen=xnen を作れば Paycha の正則
化 trace を用いて

: $\prod_{n=1}^{\infty}x_{n}:c=e^{\mathrm{t}\mathrm{r}G^{s}\log I_{x}}|_{s=0}$ ,

となる。 またこれから $G$ が正でなくても

: $\prod_{n=1}^{\infty}x_{n}:_{G}=:\prod_{n=1}^{\infty}x_{n|G|}:$ ,

である。

注意 1. $G=c_{+}-G_{-}$ のとき $x\pm\in W_{\pm}^{k,\#}\iota_{-}$対し : $\prod_{n}x_{n,\pm}:_{G}\pm$ が定
義され

: $\prod_{n=1}^{\infty}x_{n,+}\prod_{n=1}^{\infty}x_{n,-}:c=(:\prod_{n=1}^{\infty}x_{n,+}:_{G})+(:\prod_{n=1}^{\infty}x_{n,-}:_{G_{-}})$ ,
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である。 $G$ が対称であれば (18) から

: $\prod_{n=1}^{\infty}x_{n,+}::\prod_{n=1}^{\infty}x_{n,-}$ $:=: \prod_{n=1}^{\infty}x_{n,+}x_{n,-}:$ ,

も成立する。

注意 2. : $\prod_{n}x_{n}:c$ は $W^{k}$ に独立な 2つのベクトル $e_{\infty,+,k},$ $e_{\infty,-,k}$ を添
加した空間 $W^{k,\#}$ で定義されるが : $\prod_{n^{X_{n}:}|G|}$ は $W^{k}$ に $e_{\infty,+,k}+e_{\infty,-,k}$

を添加した空間で 定義できる。

6 正則化行列式

定義 7. $\log T=S;e^{S}=T$ が存在するとき $T$ の $G$ に関する正則化
行列式 $det_{G}T$ を

$det_{G}T=e^{\mathrm{t}\mathrm{r}G^{\epsilon}S}|_{s=0}$ , (20)

で 定義する。

$\mathrm{t}\mathrm{r}G^{s}S|_{s=0}$ は Paycha の $\zeta$-regularized trace である。 特に $T=I_{a}$ :
$I_{a}e_{n}=a_{n}e_{n}$ であれば $\log I_{a}=I_{1o\mathrm{g}a};\log a=(\log a_{1}, \log a_{2}, \ldots)$ , だから

$e^{\mathrm{t}\mathrm{r}G^{\epsilon}\log I_{a}}=e^{\Sigma_{n}\mu_{n}^{*}\log a_{n}}= \prod_{n=1}^{\infty}a_{n}^{\mu_{n}^{\epsilon}}$ ,

となって

$det_{G}I_{a}=: \prod_{n=1}^{\infty}a_{n}:_{G}$ , (21)

である。 $(a_{1}, a_{2}, \ldots)$ の Agmon angle を定めることは $\log I_{a}$ を定めること
に当たる。 特に

$det_{G}(tT)=t^{\nu}det_{G}T$, $det_{G}(tI)=t^{\nu}$ ,

である。一般に $T=I_{a}+N,$ $NI_{a}$ $=I_{a}N,$ $(Ne_{n}, e_{n})=0,$ $n=1,2,$ $\ldots$ , で
あれば

$det_{G}T=: \prod_{n=1}^{\infty}a_{n}:c$ , (22)

である。 従って $T=I_{x},$ $S=$ ろであれば (18) から

$det_{G}TS=det_{G}Tdet_{G}S$ ,
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が成立する。 また

$det_{G}T=det_{|G|}T$ ,

も成立する。 しかし $\log ST=\log S+\log T$ と取れ $[\log S, \log T]=0$

であっても $[G^{s}\log T, G^{s}\log T]$ は 必ずしも $0$ でないので、 $det_{G}ST=$

$det_{G}Sdet_{G}t$ は必ずしも成立しない。
また T が 正でなければ 10gT は–意でないので、detGTは–般に
は–意には決まらない。 たとえば Dirac 作用素 pの行列式は

$detp=e^{\pm\nu-\pi i}det|\emptyset$ ,

だから $\nu_{-}$ が整数でなければ–意ではない。

命題 4. $T$ が trace 級なら 通常の $det(I+T)(\mathrm{c}\mathrm{f}.[13])$ に–致する
$det_{G}(I+T)$ が存在する。

証明. $||ct||<1$ となるよう $c$ をとれば

$\log(I+cT)=\sum_{n=1}^{\infty}(-1)^{n-1}\frac{(cT)^{n}}{n}$ ,

が収束し trace class になる。 このとき

$e^{\mathrm{t}\mathrm{r}(G^{f}\log(I+cT))}|_{\epsilon=0}=e^{\mathrm{t}\mathrm{r}(\log(I+cT))}$ ,

だから これを C について解析接続すれば detG(I+T) は普通に定義さ
れている $I+T$ の行列式と –致し 命題が成立する。

注意. $||T||<1$ であっても $H$ が複素 Hilbert 空間なら 例えば

$\log(I+T)=\sum_{n=1}^{\infty}(-1)^{n-1}\frac{T^{n}}{n}+2N\pi iI={\rm Log}(I+T)+2N\pi iI$ ,

と とれば

$e^{\mathrm{t}\mathrm{r}G^{*}\log(I+T)}|_{\epsilon=0}$ $=$ $e^{\mathrm{t}\mathrm{r}G^{\epsilon}{\rm Log}(I+T)}|_{\epsilon=0e^{2}}N\pi i\zeta(G, s)|_{\epsilon=0}$

$=$ $det(I+T)e^{2N\nu\pi i}$ , $det(I+T)=e^{\mathrm{t}\mathrm{r}{\rm Log}(I+T)}$ ,

だから $\nu$ が整数でなければ $det_{G}(I+T)$ は–意ではな $\mathrm{A}\mathrm{a}_{\text{。}}$

なお $G$ の Ray-Singer 行列式は

$\zeta’(G, s)=\mathrm{t}\mathrm{r}(G^{s}\log G)$ ,

だから $det_{G}G$ と –致する。 同様に $G$ が $D$ の Green 作用素であれば $D$

の Ray-Singer 行列式も $det_{G}D$ と表される。
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$P$ が逆をもてば、 $det_{G}PTP^{-1}=det_{P^{-1}GP}T$ だが これと $det_{G}T$ は必

ずしも–致しない。

例 $G,$ $T,$ $P$ を

$\{_{Ge_{2n}=\frac{=\frac{1}{n}1}{n+1}}^{Ge_{2n-1}e_{2n-1}},$
’

$\{_{Te_{2n}=2e_{2n}}^{Te_{2n-1}=3e_{2n-1}},$
’

とすれば

$det_{G}T=3^{\zeta(\epsilon)}2^{\zeta(s)-1}|_{\epsilon=0}$ , $det_{G}PTP^{-1}=2^{\zeta(s)}3\zeta(s)-1$ ,

となって それぞれ $1/2\sqrt{6},1/3\sqrt{6}$ だから値は異なる。

$I+K,$ $K$ は compact の形の逆をもつ作用素全体の群を $\mathcal{K},$ $G$ と可換
な元の作る群を $C_{G}$ とすれば $\mathcal{K}$ と $C_{G}$ から生成される群に $P$ がはいれば
$det_{G}PTP^{-1}=det_{G}T$ となる。 $\mathcal{K}$ は $H$ の逆を持つ有界作用素の群 $GL(H)$

の正規部分群で $GL(H)/\mathcal{K}$ は 無限次元Grassmann 多様体の homotopy
型をもつ。 $\mathcal{K}$ の稠密な部分群 $\mathcal{K}_{\mathrm{t}\mathrm{r}}=\{I+K\in \mathcal{K}\};K$ は trace class では
cohomology環の生成元は

である。 $GL(H)$ で $T^{-1}dT$ の counter term $A(T)=T^{-1}\Theta(T)T$ が取れ
( $T\in \mathcal{K}_{\mathrm{t}\mathrm{r}}$ のときは $\Theta(T)=0$), $A^{p}$ が trace class になれば $A(T)$ (の曲率)

から $GL(H)/\mathcal{K}$ の cohomology の生成元が Chern-Weil構成と同様にえら
れる。 なお Calkin 代数 B(H)/I は この群の rLie 環」 とも解釈できる。

正則化行列式は $T$ が $G$ と同時対角化されるときには 固有値の正則
亡魂心積である。 一般の場合 T が K の元で 対角化できれば 同じ

計算が可能だから K の元で 対角化出来る (または scaling 作用素と
般幕零元の和と出来る) 作用素のクラスを調べることが正則化行列式の計
算のためには問題となる。

7 正則化体積要素と正則化無限次元積分

正則化無限次元積分は適当な条件を満たす $f$ に対し

$\int f$ : $d^{\infty}x,$ $:= \lim_{narrow\infty}\int_{\mathrm{R}^{n}}f(x)dx_{1}^{\mu_{1}^{\epsilon}}\cdots dx_{n^{\dot{n}}}^{\mu}|_{\epsilon=0}$,
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で定義される (正確には分数幕を定めるため Agmon角を指定する必要
があるが省略する)

。 この式は

$\lim_{narrow\infty}\int_{\mathrm{R}^{n}}\frac{\partial^{n}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{n}}(x_{1}^{\mu_{1}^{\epsilon}}\cdots x_{n}^{\mu_{n}^{\epsilon}})f(x)d^{n}x|_{s=0}$ ,

とも書ける から $f$ が弱位相の意味で

$\lim_{Narrow\infty}\frac{\partial^{N}}{\partial x_{1}\cdots\partial x_{N}}$ : $\prod_{n=1}^{\infty}x_{n}:=1$ ,

を満たす関数空間に属する時には定義できる ([4])。
この積分は $H$ ではなく $H^{\mathfrak{h}}$ で定義され体積要素 : $d^{\infty}x$ : は極座標表示で

: $d^{\infty}x:=r^{\nu-1}dr:d^{\infty}\omega:$, : $d^{\infty} \omega=\prod_{n=1}^{\infty}(\sin^{\nu-n-1}\theta_{n}d\theta_{n})$,

となる $([5] \mathrm{c}\mathrm{f}.[10])$。積分の領域は $H$ の適当な部分集合 (たとえば

$H^{+}= \{\sum_{n}x_{n}e_{n}|x_{n}\geq 0.\}$

$\text{でも良いが}D\text{が}H^{\mathfrak{h}}\text{に自然に拡張されることが必要である})$
。 解析接続の

路は例えば $H^{+}$ で $f(x)$ を $\exp(-\sum_{n}x_{n})$ とすれば

$\lim_{narrow\infty}\int_{0}^{\infty}\cdots\int_{0}^{\infty}e^{-x_{1}-\cdots-x_{n}}d(x_{1}^{\mu_{\dot{n}}})\cdots d(x_{n^{\dot{n}}}^{\mu})=\prod_{n=1}^{\infty}\Gamma(1+\mu_{n}^{s})$,

$\log(\prod_{n=1}^{\infty}\Gamma(1+\mu_{n}^{s}))=-\gamma\zeta(G, s)+\sum_{m=2}^{\infty}(-1)^{m}\frac{\zeta(m)}{m}\zeta(G,ms)$ ,

だから 実軸を取れず 実軸・虚軸に接しない路に沿って $s=0$ に $(\{z|\Re z>$

$0\}$ の中で) 近づかねば成らない ([4])。

$I_{a},$ $a=$ $(a_{1}, a_{2}, \ldots )$ ; $I_{a}e_{n}=a_{n}e_{n}$ が scaling変換であれば

$\int_{I_{a}(H\mathfrak{b})}I_{a}\#(f)$ ; $d^{\infty}I_{a}x \cdot:=\int_{H^{\mathfrak{h}}}|det_{G}I_{a}|f$ : $d^{\infty}x:$ , (23)

だから $W^{k,\mathfrak{h}}$ での体積要素 : $d^{\infty,k}x$ : は

: $d^{\infty,k}x:=|detG|^{k/2}$ : $d^{\infty}x$ :, (24)

である。 $T$ が scaling変換でなくても $T=I_{a}+N,$ $N$ は–般幕零元であれ
ば (11) は成り立つから $det_{G}T$ が存在するとき

$\int_{T(D)}\tau\#_{f:d^{\infty}Tx:=}\int_{D}|det_{G}T|f$ : $d^{\infty}x:$ , (25)
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と定義できる。

定理 1. $D= \{\sum_{n}x_{n}|a_{n}\leq x_{n}\leq b_{n}\}\subset H^{\mathfrak{h}},$ $f(x)= \prod_{n}f_{n}(x_{n})$ ;

$f_{n}\geq 0,$ $\int_{a_{n}}^{b_{n}}f_{n}(x)dx=c_{n}$ とすれば

$\int_{D}f(x)$ : $d^{\infty}x:=: \prod_{n=1}^{\infty}c_{n}:$ , (26)

である。

証明. $\int_{a}^{b}f(x)dx=c$ のとき $x=cy$ とすれば

$\int_{a}^{b}f(x)dx=c\int_{\frac{a}{\mathrm{c}}}^{\frac{b}{c}}f(cy)dy$,

だから scaling 変換 $x_{n}=c_{n}y_{n}$ を使えば (23) から (26) が得られる。

$G$ が楕円形作用素 $D$ の Green 関数の時の Gauss 型経路積分の公式

$\int_{H}e^{-\pi(Dx,x)}Dx=\frac{1}{\sqrt{detD}}$ ,

は (25) から導かれる ([4])。他の例として 正則化 Laplacian の周期的境
界条件の固有関数の $L^{2}$-norm の計算を次の例で行う。

例. $H^{\mathfrak{h}}$ の部分集合 $D= \{\sum_{n}x_{n}e_{n}||x_{n}|\leq\mu_{n}^{d/2}\}$ とその上の関数

$f_{i_{1},\ldots,i_{m}}(x)$ $=$
$\prod_{j\in\{i_{1},\ldots,i_{m}\}}f_{j}(x_{j})$

,
$f^{i_{1},\ldots,i_{m}}(x)= \prod_{j\not\in\{i_{1},\ldots,i_{m}\}}f_{j}(x_{j})$

,

$f_{j}(x)$ $=$ $\sin(N_{j\mu_{j}^{-d/2}}\pi x)$ , or $\cos(N_{j\mu_{j}^{-d/2}\pi X})$ ,

を考えれば (25) から

$\int_{D}f_{i_{1},\ldots,i_{m}}(x)^{2}$ : $d^{\infty}x$ : $=$ $2^{\nu-m}(detG)^{d}$ , (27)

$\int_{D}f^{i_{1},\ldots,i_{m}}(x)^{2}$ : $d^{\infty}x$ : $=$ $2^{m}(detG)^{d}$ , (28)

である。

この例では $f_{i_{1},\ldots,i_{P}},$
$f^{j_{1},\ldots,j_{q}}$ を

$T^{\infty}=H^{\mathfrak{h}}/\mathbb{Z}^{\infty}$ , $\mathbb{Z}^{\infty}=\{\sum_{n}N_{n}e_{n,k}\in H^{\mathfrak{h}}|N_{n}\in \mathbb{Z}\}$
,

上の 内積を

$(f,g)= \int_{D}f\overline{g}$ : $d^{\infty}x:$ ,
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で定義した Hilbert 空間 $L^{2}(T^{\infty})$ の元とみている。 (27), (28) から

$\frac{1}{2^{(\nu-p)/2\sqrt{detG}}}f_{i_{1},\ldots,i_{p}}$ , $\frac{1}{2^{q/2\sqrt{detG}}}f^{j_{1,\ldots\dot{J}q}}$”

は L2(T\infty \infty ) の正規直交系になる。従って L2(T\infty ) の元にたいしては 3
角関数の無限積を用いて Fourier 展開の議論ができる。 $\text{同様に}H^{\mathfrak{h}}\text{や}H_{+}^{\mathfrak{h}}$

の関数 $f$ にたいして Fourir 変換 $\mathrm{F}(f)$ や Laplace $\mathrm{L}(f)$ を

$\mathrm{F}(f)(\xi)$ $=$ $\int_{H\#}f(x)e^{-2\pi i\langle x,\xi\rangle}$ : $d^{\infty}x:$ ,

$\mathrm{L}(f)(t)$ $=$ $\int_{H_{+}^{\#}}f(x)e^{-\langle x,t\rangle}$ : $d^{\infty}x.$ ,

で定義することが示唆される。 これを調べるのは今後の課題である。

なお (24) から $\int_{D}f(x)$ : $d^{\infty}x$ : は $D$上の適当な関数空間の正値線形汎
関数だから 何らかの D 上の測度による積分と解釈できる可能性がある。

$\mathrm{R}^{n}=\{x_{1}e_{i_{1}}+\cdots+x_{n}e_{i_{n}}\}$ とすれば $\mathbb{R}^{\perp}$ で同様に正則化体積要素が定
義できる。 これを $I=\{i_{1}, \ldots, i_{p}\}$ として : $d^{\infty-I}x$ : と書く。 $det_{G}T$ が存
在すれば

: $d^{\infty-\{i_{1},\ldots,i_{p}\},k}Tx:=det_{G}T\mu_{i_{1}}^{-k}\cdots\mu_{i_{p}}^{-k}$ : $d^{\infty-\{i_{1},\ldots,i_{p}\},k_{X:}}$ , (29)

である。
$G=G_{+}-G_{-}$ のとき $H_{\pm}^{\mathfrak{h}}$ での正則化体積要素として : $d^{\infty/2,\pm}x$ : が定

義される。 : $d^{\infty/2-I,\pm,k}x$ : も同様に定義される。更に $\{H, G\}$ が Fredhoh
構造 $F$ を持ち G-=FG+戸であれば

$Je_{n,+}=Fe_{n,+}=e_{n,-}$ , $je_{n,-}=-\tau\dagger_{e_{n,-}=-e_{n,+}}$ ,

で $\sqrt{-1}$-作用素 $J$ を導入し

$\epsilon_{n}$ $=$ $\frac{\sqrt{2}}{2}(e_{n,+}+Je_{n,+})$ , $\overline{\epsilon}_{n}=\frac{\sqrt{2}}{2}(e_{n,+}-Je_{n,+})$ ,

$\epsilon_{\infty}=\sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{d/2}\epsilon_{n}$ , $\overline{\epsilon}_{\infty}=\sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{d/2}\overline{\epsilon}_{n}$,

とおく。 $\epsilon_{n},\overline{\epsilon}_{n}$ に対応する $H^{\mathfrak{g}}$ の座標を $\xi_{n},\overline{\xi}_{n}$ とすれば $dx_{n,+}\wedge dx_{n,-}=$

$d\xi_{n}\wedge d\overline{\xi}_{n}$ だが

$d(x_{n,+}^{\mu_{n}^{\epsilon}})d(x_{n,-}^{\mu_{\dot{n}}})$ $=$ $\mu_{n}^{2\epsilon}(x_{n,+}x_{n,-})^{\mu_{n}^{\epsilon-1}}dx_{n,+}dx_{n,-}$ ,
$d(\xi_{n^{\dot{n}}}^{\mu})d(\overline{\xi}_{n^{\hslash}}^{\mu^{*}}’)$ $=$ $\mu_{n}^{2\epsilon}|\xi_{n}|^{2(\mu_{n}^{t}-1)}d\xi d\overline{\xi}$,
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だから : $d^{\infty} \xi:=_{n}\mathrm{H}\mathrm{m}\prod_{n=1}^{\infty}d(\xi_{n^{n}}^{\mu^{s}})d(\overline{\xi}_{n^{n}}^{\mu^{\delta}})|_{\epsilon=0}$ が: $d^{\infty}x$ :[こ–致するかは解

らない。 ただし $f$ が弱収束の意味で

$\lim_{marrow\infty}\frac{\partial^{2m}}{\partial x_{1,+}\cdots\partial x_{m,+}\partial x_{1,-}\cdots\partial x_{m,-}}:\prod_{n=1}^{\infty}x_{n,+}::\prod_{n=1}^{\infty}x_{n,-}$ $=$ 1,

$\lim_{marrow\infty}\frac{\partial^{2m}}{\partial\xi_{1}\cdots\partial\xi_{m}\partial\xi_{1}\cdots\partial\xi_{m}}:\prod_{n=1}^{\infty}\xi_{n}::\prod_{n=1}^{\infty}\overline{\xi}_{n}$ $=$ 1,

が成立する関数空間にぞくすれば $\int f$ : $d^{\infty}x:= \int f$ : $d^{\infty}\xi$ : となる。

8 無限次の元を持つ Grassmann代数
$W^{k}$ の上の Grassmann 代数 $Gr(W^{k})$ は $e_{1,k},$ $e_{2,k},$ $\ldots$ , から生成され

$W^{k}$ の距離で 完備化した代数である。代数としては $Gr(W^{k})\subset Gr(W^{l})$ ,
$l<k$ であり $e_{\infty,k}\in Gr(W^{l}),$ $l<k$ だから Gr(Wりの部分代数として
$Gr(W^{k})[e_{\infty\infty,k}]\text{は意味がある}$

。
$\text{これに}W^{k,\mathfrak{h}}\text{から誘導された距離を入れて完}$

備化した代数を $Gr(W^{k,\mathfrak{h}})$ とする。 $W^{k}$ 上の微分形式の代数は $Gr(W^{-k})$

である。 同様に Gr(W-k,!) が出来る。 これを Wk,: の上の微分形式の代数
と考える。

$Gr(W^{-k,\#})$ に無限次の元 dx簸を添加する。計算規則は

$d^{I}x_{-k}\wedge d^{\infty}x_{-k}=d^{\infty}x\wedge d^{I}x=0,$ $d^{I}x_{-k}=dx_{i_{1},-k}\wedge\ldots\wedge dx_{i_{p},-k},$ (30)

$I=\{i_{1}, \ldots,i_{p}\}$ である。解析的には $d^{\infty}x_{-k}$ による積分を : $d^{\infty}x$ $:-k^{=}$

$detG^{-k/\mathit{2}}$ : $d^{\infty}x$ : による積分と解釈する。 同様に $d^{\infty-I_{X_{-k}}}$ も添加する。
計算規則は

$d^{J}x_{-}k\wedge d^{\infty-I}x_{-k}$ $=$ $e^{q(\nu-p)\pi i}d^{\infty-I}x_{-k}\wedge d^{J}x_{-k}$ ,
$d^{\infty-I}x_{-k}\wedge d^{J}x_{-k}$ $=$ $e^{-(\nu-p)q\pi 1}d^{J}x_{-k}\wedge d^{\infty-I}x_{-k}$, (31)

等である $([2],[3])$。実係数のとぎは この計算規則は $\nu$ が整数でなければ
使えない。複素係数のとき この計算規則は 非可換 torus の計算規則と
類似している。

定義 8。上の計算規則で (\infty -p)-形式を Gr(Wk勺に添加して得られる
代数を $Gr^{\infty}(W^{-k,\mathfrak{h}})$ と書く。

$G$ は $d^{\infty}x_{k},$ $d^{\infty-I_{X_{k}}}$ に対し (13) から

$c\#_{d^{\infty}x_{-k}}$ $=$ $d^{\infty}Gx_{-k}=detGd^{\infty}x_{-k}$ , (32)
$G^{\mathfrak{p}}d^{\infty-I}x_{-k}\ldots$ $=$ $detG\mu_{i_{1}}^{k/2}\cdots$ $\mu_{i_{\mathrm{p}}}^{k/2}d^{\infty-I}x_{-k}$ , (33)
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で働く。従って加群として $(\infty-P)$ -次形式全体は Gr(Wk勺と同型であり

$Gr^{\infty}(W^{-k,\mathfrak{h}})\cong Gr(W^{-k,\mathfrak{h}})\oplus Gr(W^{k,\mathfrak{h}})detG$, (34)

と書ける。 $Gr^{\infty}(W^{-k,\mathfrak{h}})$ では Hodge*-作用素が

$*(dx_{i_{1},-k}\wedge\ldots\wedge dx_{i_{p},-k})$

$e^{(i_{1}+\cdots+i_{p}-p(p-1)/2)\pi i}d^{\infty-\{i_{1},\ldots,i_{\mathrm{p}}\}_{X_{-k}}}$ , (35)
$*(d^{\infty-\{i_{1}\ldots,i_{\mathrm{p}}\}_{X_{-k}}}$

$=$ $e^{-(i_{1}+\cdots+i_{p}-p(p-1)/2}dx_{i_{1},-k}\wedge\ldots dx_{i_{p},-k}$ , (36)

で定義できる。 ここで (32), (33) を使えば

$d^{\infty-\{n\}}x_{-k}=detGdx_{n,k}=detGG^{k,\#}dx_{n,-k}’$ ,

となるから $*$-作用素は $G$ の作用として定義出来る $([2],[3])$。また (33) か
ら $det_{G}T$ が存在すれば $T$ の $Gr^{\infty}(W^{-k,\mathfrak{h}})$ への作用が定義できる。

$G=G_{+}-G_{-}$ のときは $d^{\infty/2-I,\pm}x_{-k}$ が定義できる。計算規則は

$d^{\infty/2,+}x_{-k}\wedge d^{\infty/2,-_{X_{-k}}}$ $=$ $e^{\nu\nu-\pi i}d^{\infty/\mathit{2},-}+x_{-k}\wedge d^{\infty/\mathit{2},+_{X_{-k}}}$ ,
$d^{\infty/2,-}x_{-k}\wedge d^{\infty/2,+}x_{-k}$ $=$ $e^{-\nu-\nu}d+^{\pi i\infty/2+_{X_{-k}}})\wedge d^{\infty/2,-}x_{-k},$ (37)

等である。 この場合 $Gr^{\infty}(W^{-k,\mathfrak{h}})$ は $Gr(W^{-k,\mathfrak{h}})$ に $d^{\infty/2=I,\pm}x_{-k}$ を添加

した代数で

$d^{\infty}x_{-k}=d^{\infty/2,+}x_{-k}\wedge d^{\infty/2,-_{X_{-k}}}$,

である。

$\{H, G\}$ が対称な Fredholm 構造を持つとき《n,k, $d\overline{\xi}_{n,k}$ を生成元として
得られる Grassmann 代数を GrJ(W-k勺とする。 $Gr_{J}(W^{-k,\#})$ の 2-形式

$\Omega_{k}(s)=\sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{\epsilon}d\xi_{n,k}\wedge d\overline{\xi}_{n,k}$, $s> \frac{d}{2}$ ,

は $\Omega_{k}(s)=\Omega_{k+l}(s+l)$ を満たす。 $\Omega_{k}(d)$ は正則化 Symplectic 形式とみ

1 $\underline{n}$
られる。 しかし $\lim$

$narrow\infty\overline{n!}^{\Omega_{k}(d)\wedge\ldots\wedge\Omega_{k}(d)}$
(の解析接続) からは正則化

「体積要素」 : $d^{\infty}\xi$ : は導けない。 : $d^{\infty}\xi$ : を導くには

$\tilde{\Omega}_{k}(s)=\sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{2\epsilon}|\xi|_{n}^{2(s-1)}d\xi_{n}\wedge\overline{\xi}_{n}$ ,
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を使うのが良いようである。

: $d^{\infty}\xi$ :, : $d^{\infty}\overline{\xi}$ : が定義できるから $d^{\infty}\xi,$ $d^{\infty}\overline{\xi}$等を GrJ(W-k勺に添加し
て $Gr_{J}^{\infty}(W^{-k,\#})$ が定義できるが、 これと Gr\infty (W-k,りが--致するかは
解らない。

注意. Grassman 代数 Gr(Wりに $\infty$-次の元を添加するのにまず $e_{\infty,k}$

を添加したが これは d\infty \infty xk に解析的意味をつけるためで代数的には G
の作用が (31),(32) で 定義されていれば良いようである。 $e_{\infty,k}$ を添加す

ることが特別な代数的意味を持つかは 今の所 解らない。

9 正則言外微分

$\underline{p}$
$W^{k}$ の $(\infty -p)$-次形式は $W^{k}$ から $W^{k}\otimes\cdots\otimes W^{k}$ への交代関数 $u=$

$u(x;x_{1}, \ldots,x_{p})$ と見ることが出来る。 $x_{1},$ $\ldots,$ $x_{p}$ を助変数とみて、 $u$ の

Frechet 微分を $\hat{d}u$ とすれば $\hat{d}u$ は $W^{k}$ から その双対空間 $W^{-k}$ への写像

だから $x_{1}=x$ とおいて $x_{2},$ $\ldots,$ $x_{p}$ を助変数として $\hat{d}u(x, x;x_{\mathit{2}}, \ldots, x_{\mathrm{p}})$ は
$W^{k}$ から $W^{k}$ の線形作用素の空間 $L(W^{k})$ への写像である。 ここで $\hat{d}u$ が

trace 級であれば

$du(x;x_{\mathit{2}}, \ldots,x_{p})=\mathrm{t}\mathrm{r}\hat{d}u(x, x;x_{2}, \ldots,x_{p})$ , (38)

は (◎◎-p+l)-次形式になる。 これを u の外微分と定義する。座標表示を
つかえば

$d( \sum_{I}f_{I}d^{\infty-I}x)=\sum_{J}(\sum_{I\backslash \{i\}=J}(-1)^{i_{1}-1}\frac{\partial f_{I}}{\partial x_{i}})d^{\infty-J_{X}}$
,

である。 d\infty \infty -Jx の係数が無限和になり、 この和が収束する条件が trace
級の条件になる。

$(\infty-P)$-次形式の外微分可能性は強い条件である。 たとえば

$\omega=\sum_{n=1}^{\infty}(-1)^{n-1}x_{n}d^{\infty-\{n\}_{X}}$ ,

は 外微分可能ではない。 また 外微分可能な $(\infty-p)$-次形式は (大域

的に) 完全形式になる。従って $(\text{◎◎}-p)$-次形式の空間では 外微分は幕

零ではない ([3], 形式的には (\infty -p)-形式の積分はいつでも構成できる。
外微分可能であれば 形式的積分が収束する) 。 なお (\infty -p)-次形式にた
いする微分 $d^{\mathit{2}n}$ は 関数 $f$ にたいいし

$d^{2n}(f\phi)=fd^{2n}\phi$
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となる。

定義 $(\infty-p)$-形式 $u$ の正則門外微分 : $d:u=:d:_{G}u$ を

: $d:u(x;x_{1}, \ldots,x_{p-1})=\mathrm{t}\mathrm{r}(G^{\mathit{8}}\hat{d}u)(x,x;x_{1}, \ldots,x_{p-1})|_{s=0}$, (39)

で定義する。

座標系表示では

: $d:( \sum_{I}f_{I}d^{\infty-I}x)=\sum_{J}(\sum_{I\backslash \{i\}=J}(-1)^{i_{1}-1}\mu_{i_{1}}^{s}\frac{\partial f_{I}}{\partial x_{i}})d^{\infty-J}x|_{\delta=0}$,

となる。

例 $\omega$ は 外微分できないが

: $d$ : $\omega=(\sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{s})d^{\infty}x|_{\epsilon=0}=\zeta(G, s)d^{\infty}x|_{s=0}=\nu d^{\infty}x$,

だから 正則化外微分可能である。 また $r=\sqrt{\sum_{n}x_{n}^{2}}$ とすれば

$\sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{\delta}\frac{\partial r}{\partial x_{n}}dx_{n}=\sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n^{\frac{x_{n}dx_{n}}{r}}}^{\epsilon}$,

だから

: $d$ : $r^{\mathrm{c}}\omega$ $=$ $cr^{\mathrm{c}-1}(( \sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{\epsilon}x_{n}dx_{n})\wedge\omega+r^{\mathrm{c}}\zeta(G, s)d^{\infty}x)|_{\epsilon=0}$

$=$ $(c+\nu)r^{\mathrm{c}}d^{\infty}x$ ,

となる。 特に : $d:r^{-\nu}\omega=0$ である。

$*d^{I}x=(-1)^{i_{1}+\cdots+i_{\mathrm{p}}-\mathrm{p}(p-1)/2}detGd^{\infty-I}x$ とすれば

: $d:*df=( \sum_{n=1}^{\infty}\mu_{n}^{s}\frac{\partial^{2}f}{\partial x_{n}^{2}})|_{\epsilon=0}d^{\infty}x=:\triangle$ : $fd^{\infty}x$ ,

である。従って正則化 Lpalacian は正則化外微分を使って表される ([3])。
$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{g}\mathrm{e}*$-作用素を使って外微分 $d$ の adjoint $\delta$ を定義すれば : $d$ : と同様
に: $\delta$ : が定義でき

: $\triangle$ : $f=:\delta$ : $df$
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である。 一般に 微分形式 $\phi$ にたいしても

: $\triangle$ :$\phi=$
と定義できる。 これについては調べるのは今後の課題である。

$G=G_{+}-G_{-}$ のときには外微分は $d_{+}+d_{-}$ とわけられ $(\infty/2-p, \pm)-$

形式にたいしては 正則化外微分 : $d\pm$ : が 同様に定義される。 また
$Gr_{J}^{\infty}(W^{-k,\mathfrak{h}})$ では $\partial,\overline{\partial}$ が定義され : $\partial$ :, : $\overline{\partial}$ : も定義できる。

10 Soborev 多様体上の無限次形式

$M=\{U, h_{U}\}$ を Soborev 多様体とする。 $h_{U}arrow W^{k},$ $W^{k}=\{W^{k},G\}$

とし、 $\{Gu\},$ $G_{U}=G+H_{U}$ があって、

$guvG_{V}=Guguv$ , $g_{UV}=h_{U}h_{V}^{-1}$ : $W^{k}arrow W^{k}$ ,

$G^{-1}L_{U}\in \mathrm{I}$ , I は compact 作用素の ideal $\text{、}$

と仮定する。 さらに $M$ を拡

大して $W^{k,\mathfrak{h}}$ を model にした空間 $M^{\mathfrak{h}}$ が構成できることを仮定する。

例 $M$ を写像空間 Map(X, $N$) (の可縮写像の作る連結成分) とする。

$X$ は compact Riemann 多様体、 $N$ は paracompact 多様体である。 写像
を Soborev-k-級とすれば $M$ は $W^{k}(X)$ を model とする Soborev
多様体になる。 G を質量項mI を適当に選んで D=\triangle +mI の Green 作
用素とする。 $D$ は接続 {Au};

$(D+A_{U})g_{UV}=g_{UV}(D+A_{V})$ , (40)

をもち、$m$ を適当に選べば $D+Au$ が Green 作用素 $G_{U}$ を持つよう出来るか

ら $W^{k}=\{W^{k}, G\}$ とすればよい。Map(X, $M$) の写像の微分可能性は任意
だから Soborev $k$-級の写像空間を MaP $(X, M)$ とすればMaP $(X, M)\subset$

$Map^{k-1}(X, M)$ では $e_{\infty,k}$ (の像) をふくむ。 これから $Map^{k-1}(X, M)$ の

部分集合として M卯軸 (X, $M$) が (位相を入れ替えて) 構成出来る。

この例では $G$ が正だが $G=G_{+}-G_{-}$ となる例は $X$ を spin 多様体と
し $D=P+mI$ をとればよい。 しかし こう取ると model は $X$ 上の

spinor 場の Soborev 空間 $W^{k}(X, E)$ になるから Map(X, $N$) を拡大する

必要がある。 この拡大はX=Sl のときはMap(X, M) の複素化だから
$N$ を (実) 代数多様体と仮定すれば難しく無い。 一般の場合は Clifford
代数の非可換性に注意する必要がある ([2])。
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また この場合 接続は存在するが $D+A_{U}$ が常に Green 作用素を持
てば $M$ の接 bundle $TM$ は自明になる ([2])。しかし ( $N$ が実代数的なこ
とを仮定すれば) $M$ の因子 $\mathrm{Y}$ があって、 $M\backslash \mathrm{Y}$ では接 bundle は 自明

になる。 従って $\mathrm{Y}$ から決まる
$\backslash$

複素直線 bundle $\lambda_{\mathrm{Y}}$ として $TM\otimes\lambda_{\mathrm{Y}}$ を

考えて 議論を進めることが出来る。

一般に $N$ の接 bundle が自明なら Map(X, $N$) の接 bundle も自明にな
る。 $M$ が $\{W^{k}(X, E), P\}$ を model に出来るとき $M,$ $M^{\mathfrak{h}}$ には Fredholm構
造や Cuntz 構造が定義できる。逆に $M^{\mathfrak{h}}$ が Fredholm構造や Cuntz 構造を
もてば $M^{\mathfrak{h}}$ は平坦になる。 $M^{\mathfrak{h}}$ が平坦なとき、 あるいは $M=Map(X, N)$
でN が平坦なとき、 $\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{m}\text{構造や}\mathrm{C}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{z}\text{構造から}M\#$ やN の幾何
学的情報を得るのは今後の問題である $(\mathrm{c}\mathrm{f}.[1])$

。

$M^{\mathfrak{h}}$ の接 bundel $TM^{\mathfrak{h}}=\{guv\}$ は $W^{k,\mathfrak{h}}$ を fibre とする。 微分形式は
Gr\infty \infty (W-k勺への可微分写像である。 無限次形式 (「体積要素」) は U では

$det(D+A_{U})^{-k/2}$ と見られる。 これから $\frac{det(D+A_{U})k/2}{det(D+A_{V})k/2}=$ によって直線

bundel $det(M^{\mathfrak{y}})$ がえられる。 $x\in U\cap V$ の $k$ き $D+A_{U}(x)$ と $D+Av(x)$

は同じ固有値をもつから

$\zeta(D+A_{U}(x), s)$ $=$ $\zeta(D+A_{V}(x), s)$

$\eta(D+A_{U}(x), s)$ $=$ $\eta(D+A_{V}(x), s)$ ,

となって、 $D$ が正なら $det(D+A_{U}(x))=det(D+A_{V}(x))$ だから自

明だが Dirac 作用素のときは $detD$ が–意でなく $det(D+A_{U}(x))=$

$e^{\pm\nu-(x)\pi i}det|D+A_{U}(x)|$ だから

$\frac{det(D+A_{U}(x))}{det(D+A_{V}(x))}=e^{\pm 2\nu-(x)\pi i}$ ,

となって 自明とは限らない。 この bundle の同値類は 接続 {Au} のと
り方によらない。

$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{g}\mathrm{e}*$-作用素は $D+A_{U}$ の Green 作用素 $c_{u}$ を用いて定義できるか
ら $M^{\mathfrak{h}}$ の上でも定義できる。従って $M^{\mathfrak{g}}$ の上でも 正則化外微分が定義で
きる。 また *-作用素が定義できるから M# に Poincar\’e 双対が 存在する

de Rham 型 cohomology (位相不変ではない !) が定義できる。例え
ば $M$ を W柚の torus $T^{\infty}= \{\sum_{n}z_{n,k}e_{n,k}||z_{n,k}|=\mu_{n}^{d/2}\}$ とすれば、 この

cohomology は Gr\infty \infty (W柚と同型になる $([6] \mathrm{c}\mathrm{f}.[11])$
。
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